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ФлуктуацииФлуктуации термодинамическихтермодинамических величинвеличин

Напомним: до сих пор при статистическом усреднении мы

рассматривали равновесные термодинамические системы. 
Наблюдаемые значения физических величин не являются постоянными а

немного отклоняются от среднего значения, то есть флуктуируют

Задача: построить математическую схему, которая позволила бы нам
оценить амплитуду термодинамических флуктуаций.

Исследование флуктуаций позволит нам понять механизм броуновского

движения и объяснить почему система, выведенная из состояния равновесия,
стремится к нему вернуться.  

Напомним: отклонение величины xx от среднего значения

Флуктуации: в первом приближении связаны со средним квадратичным

отклонением 〈〈〈〈〈〈〈〈((((((((δδδδδδδδxxxxxxxx))))))))22222222〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈((((((((xxxxxxxx −−−−−−−− 〈〈〈〈〈〈〈〈xxxxxxxx〉〉〉〉〉〉〉〉))))))))22222222〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈xxxxxxxx22222222〉〉〉〉〉〉〉〉 −−−−−−−− 22222222〈〈〈〈〈〈〈〈xxxxxxxx〉〉〉〉〉〉〉〉〈〈〈〈〈〈〈〈xxxxxxxx〉〉〉〉〉〉〉〉 ++++++++ ((((((((〈〈〈〈〈〈〈〈xxxxxxxx〉〉〉〉〉〉〉〉))))))))22222222 ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈xxxxxxxx22222222〉〉〉〉〉〉〉〉 −−−−−−−− ((((((((〈〈〈〈〈〈〈〈xxxxxxxx〉〉〉〉〉〉〉〉))))))))22222222

δδδδxxxx ==== xxxx −−−− 〈〈〈〈xxxx〉〉〉〉;;;; 〈〈〈〈δδδδxxxx〉〉〉〉 ==== 〈〈〈〈xxxx〉〉〉〉 −−−− 〈〈〈〈xxxx〉〉〉〉 ==== 0000

Относительная флуктуация термодинамической величины xx : 11111111
〈〈〈〈〈〈〈〈xxxxxxxx〉〉〉〉〉〉〉〉
√√√√√√√√
〈〈〈〈〈〈〈〈((((((((δδδδδδδδxxxxxxxx))))))))22222222))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉



ФлуктуацииФлуктуации термодинамическихтермодинамических величинвеличин

Напомним: если энтропия термодинамической системы зависит от некоторого
макроскопического параметра XX,  то вероятность обнаружить ее в состоянии,
характеризуемом значением XX в интервале [X, X, X+dXX+dX ], пропорциональна :eeeeeeeeSSSSSSSS((((((((XXXXXXXX))))))))

Энтропия максимальна при XXXXXXXX ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈XXXXXXXX 〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== 00000000

При флуктуациях величина XX очень мала

Разложение в ряд по степеням XX :

((((
∂∂∂∂SSSS

∂∂∂∂XXXX

))))

XXXX====0000

==== 0000;;;;

((((
∂∂∂∂2222SSSS

∂∂∂∂XXXX2222

))))

XXXX====0000

====−−−−ββββ <<<< 0000

SSSS((((XXXX)))) ≈≈≈≈ SSSS((((0000))))−−−− ββββ
2222
XXXX2222

Поскольку
Распределение вероятностей флуктуации

величины X является гауссовым:

Распределение вероятностей флуктуации

величины XX является гауссовым:

изменение энтропии

при флуктуации

изменение энтропии

при флуктуации

PPPPPPPP ((((((((XXXXXXXX )))))))) ======== ˜̃̃̃̃̃̃̃CCCCCCCCeeeeeeeeSSSSSSSS((((((((XXXXXXXX))))))))

ddddddddPPPPPPPP ======== PPPPPPPP ((((((((XXXXXXXX ))))))))ddddddddXXXXXXXX ======== ˜̃̃̃̃̃̃̃CCCCCCCCeeeeeeeeSSSSSSSS((((((((XXXXXXXX))))))))ddddddddXXXXXXXX ≈≈≈≈≈≈≈≈ CCCCCCCCeeeeeeee−−−−−−−−
ββββββββXXXXXXXX22222222

22222222 ddddddddXXXXXXXX ;;;;;;;; CCCCCCCC ======== ˜̃̃̃̃̃̃̃CCCCCCCCeeeeeeeeSSSSSSSS((((((((00000000))))))))
∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

PPPPPPPP ((((((((XXXXXXXX ))))))))ddddddddXXXXXXXX ======== 11111111,,,,,,,, CCCCCCCC ========

√√√√√√√√
ββββββββ

22222222ππππππππ

〈〈〈〈XXXX2222〉〉〉〉 ====

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

ddddXXXX PPPP ((((XXXX))))XXXX2222 ====
1111

ββββ
PPPPPPPP ((((((((XXXXXXXX )))))))) ========

√√√√√√√√
ββββββββ

22222222ππππππππ
eeeeeeee−−−−−−−−

ββββββββ

22222222
XXXXXXXX22222222

PPPP ((((XXXX)))) ====
1111√√√√

2222ππππ〈〈〈〈XXXX2222〉〉〉〉
eeeexxxxpppp

((((
−−−− XXXX2222

2222〈〈〈〈XXXX2222〉〉〉〉

))))



ФлуктуацииФлуктуации энергииэнергии вв каноническомканоническом ансамблеансамбле

Среднее значение термодинамической величины определено как

〈〈〈〈〈〈〈〈 ˆ̂̂̂̂̂̂̂xxxxxxxx〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== TTTTTTTTrrrrrrrr(((((((( ˆ̂̂̂̂̂̂̂ρρρρρρρρ ˆ̂̂̂̂̂̂̂xxxxxxxx)))))))) ≡≡≡≡≡≡≡≡ 11111111

ZZZZZZZZ

∑∑∑∑∑∑∑∑

nnnnnnnn

〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnn|||||||| ˆ̂̂̂̂̂̂̂xxxxxxxx||||||||nnnnnnnn〉〉〉〉〉〉〉〉eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββEEEEEEEEnnnnnnnn ;;;;;;;; ZZZZZZZZ ========
∑∑∑∑∑∑∑∑

nnnnnnnn

eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββEEEEEEEEnnnnnnnn ======== TTTTTTTTrrrrrrrr((((((((eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββ ˆ̂̂̂̂̂̂̂HHHHHHHH ))))))))

Рассмотрим среднюю

энергию системы

Теплоемкость системы связана

с флуктуациями ее энергии!CCCCCCCCVVVVVVVV ========

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂EEEEEEEE

∂∂∂∂∂∂∂∂TTTTTTTT

))))))))

VVVVVVVV,,,,,,,,NNNNNNNN

========
11111111

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT 22222222

((((((((
〈〈〈〈〈〈〈〈 ˆ̂̂̂̂̂̂̂HHHHHHHH22222222〉〉〉〉〉〉〉〉 −−−−−−−− ((((((((〈〈〈〈〈〈〈〈 ˆ̂̂̂̂̂̂̂HHHHHHHH〉〉〉〉〉〉〉〉))))))))22222222

))))))))

〈〈〈〈EEEE〉〉〉〉 ====
1111

ZZZZ
TTTTrrrr
((((

ˆ̂̂̂HHHHeeee−−−−ββββ ˆ̂̂̂HHHH
))))

====

∑∑∑∑
nnnn
EEEEnnnneeee

−−−−ββββ ˆ̂̂̂HHHH

∑∑∑∑
nnnn
eeee−−−−ββββ ˆ̂̂̂HHHH

==== −−−−∂∂∂∂ llllnnnnZZZZ

∂∂∂∂ββββ
====−−−− 1111

ZZZZ

∂∂∂∂ZZZZ

∂∂∂∂ββββ

∂∂∂∂〈〈〈〈EEEE〉〉〉〉
∂∂∂∂ββββ

==== −−−−kkkkBBBBTTTT 2222
∂∂∂∂〈〈〈〈EEEE〉〉〉〉
∂∂∂∂TTTT

==== −−−−∂∂∂∂
2222 llllnnnnZZZZ

∂∂∂∂ββββ2222
==== −−−− 1111

ZZZZ

∂∂∂∂2222ZZZZ

∂∂∂∂ββββ2222
++++

1111

ZZZZ2222

((((
∂∂∂∂ZZZZ

∂∂∂∂ββββ

))))2222

====

((((
TTTTrrrr(((( ˆ̂̂̂HHHHeeee−−−−ββββ ˆ̂̂̂HHHH))))

TTTTrrrr((((eeee−−−−ββββ ˆ̂̂̂HHHH))))

))))2222
−−−− TTTTrrrr(((( ˆ̂̂̂HHHH2222eeee−−−−ββββ ˆ̂̂̂HHHH))))

TTTTrrrr((((eeee−−−−ββββ ˆ̂̂̂HHHH))))
==== ((((〈〈〈〈 ˆ̂̂̂HHHH〉〉〉〉))))2222 −−−− 〈〈〈〈 ˆ̂̂̂HHHH2222〉〉〉〉

Классическая термодинамика

применима при условии малости

относительных флуктуаций

11111111

〈〈〈〈〈〈〈〈 ˆ̂̂̂̂̂̂̂HHHHHHHH 〉〉〉〉〉〉〉〉

√√√√√√√√
〈〈〈〈〈〈〈〈((((((((δδδδδδδδ ˆ̂̂̂̂̂̂̂HHHHHHHH ))))))))22222222))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉 ========

√√√√√√√√
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT 22222222CCCCCCCCVVVVVVVV

EEEEEEEE



Для идеального газа

CCCCVVVV ≈≈≈≈ NNNNkkkkBBBB ;;;; EEEE ≈≈≈≈ NNNNkkkkBBBBTTTT

В модели твердого тела Дебая(Низкотемпературный предел)

ffffffff ========
11111111

〈〈〈〈〈〈〈〈 ˆ̂̂̂̂̂̂̂HHHHHHHH 〉〉〉〉〉〉〉〉

√√√√√√√√
〈〈〈〈〈〈〈〈((((((((δδδδδδδδ ˆ̂̂̂̂̂̂̂HHHHHHHH ))))))))22222222))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉 ========

√√√√√√√√
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT 22222222CCCCCCCCVVVVVVVV

EEEEEEEE
ffff ≈≈≈≈ 1111√√√√

NNNN

CCCCVVVV ≈≈≈≈ NNNNkkkkBBBB

((((
TTTT

ΘΘΘΘDDDD

))))3333
;;;; EEEE ≈≈≈≈ NNNNkkkkBBBBTTTT

((((
TTTT

ΘΘΘΘDDDD

))))3333
ffff ≈≈≈≈ 1111√√√√

NNNN

[[[[
1111

NNNN

((((
ΘΘΘΘDDDD

TTTT

))))3333]]]]1111////2222

При T=10T=10--22 ºK, ΘΘΘΘD=200 ºK и N=10N=1016 16 получим ff ~~ 0.030.03; при низких температурах
флуктуации становятся огромными, ff ~~ 11; при T=10T=10--55 ºK для одной частицы в 1 см3.

ФлуктуацииФлуктуации энергииэнергии

Альтернативный подход к флуктуациям энергии: запишем статсумму
системы N частиц как

плотность состоянийплотность состояний

энтропия микроканонического

ансамбля S(ε) =kB ln g(ε)

энтропия микроканонического

ансамбля S(ε) =kB ln g(ε)

Поскольку S~N>>1, 
подинтегральное выражение

очень велико

ZZZZZZZZ ========
11111111

NNNNNNNN !!!!!!!!hhhhhhhh33333333NNNNNNNN

∫∫∫∫∫∫∫∫
dddddddd33333333ppppppppdddddddd33333333qqqqqqqq eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββHHHHHHHH ((((((((pppppppp,,,,,,,,qqqqqqqq)))))))) ========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddεεεεεεεεgggggggg((((((((εεεεεεεε))))))))eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββεεεεεεεε ========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddεεεεεεεεeeeeeeee−−−−−−−−ββββββββεεεεεεεε++++++++llllllllnnnnnnnn gggggggg((((((((εεεεεεεε))))))))

========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddεεεεεεεε eeeeeeeeββββββββ [[[[[[[[TTTTTTTT SSSSSSSS((((((((εεεεεεεε))))))))−−−−−−−−εεεεεεεε]]]]]]]]



РаспределениеРаспределение попо энергииэнергии вв

каноническомканоническом ансамблеансамбле
ZZZZZZZZ ========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddεεεεεεεε eeeeeeeeββββββββ [[[[[[[[TTTTTTTT SSSSSSSS((((((((εεεεεεεε))))))))−−−−−−−−εεεεεεεε]]]]]]]]

Основной вклад в интеграл дает область значений εε около максимума подинтегрального

выражения εε==<E><E> где должны выполняться условия

Согласуется с определением

внутренней энергии EE==<E><E>. 

TTTTTTTT

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂SSSSSSSS

∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε

))))))))

εεεεεεεε========〈〈〈〈〈〈〈〈EEEEEEEE〉〉〉〉〉〉〉〉
======== 11111111;;;;;;;;

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂22222222SSSSSSSS

∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε22222222

))))))))

εεεεεεεε========〈〈〈〈〈〈〈〈EEEEEEEE〉〉〉〉〉〉〉〉
<<<<<<<< 00000000

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂22222222SSSSSSSS

∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε22222222

))))))))

εεεεεεεε========〈〈〈〈〈〈〈〈EEEEEEEE〉〉〉〉〉〉〉〉
========

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂

∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε

11111111

TTTTTTTT

))))))))

εεεεεεεε========〈〈〈〈〈〈〈〈EEEEEEEE〉〉〉〉〉〉〉〉

======== −−−−−−−− 11111111

TTTTTTTT 22222222

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂TTTTTTTT

∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε

))))))))

εεεεεεεε========〈〈〈〈〈〈〈〈EEEEEEEE〉〉〉〉〉〉〉〉
======== −−−−−−−− 11111111

TTTTTTTT 22222222CCCCCCCCVVVVVVVVCCCCCCCCVVVVVVVV >>>>>>>> 00000000

Разложим показатель экспоненты в ряд около максимума: 

TTTTSSSS((((εεεε))))−−−−εεεε ≈≈≈≈ [[[[TTTTSSSS((((EEEE))))−−−−EEEE]]]]++++
1111

2222
((((εεεε−−−−EEEE))))2222TTTT

((((
∂∂∂∂2222SSSS

∂∂∂∂εεεε2222

))))

εεεε====EEEE

++++···· ···· ···· ==== [[[[TTTTSSSS((((EEEE))))−−−−EEEE]]]]−−−− 1111

TTTTCCCCVVVV
((((εεεε−−−−EEEE))))2222++++.... .... ....

Оценка статсуммы:

ZZZZ ≈≈≈≈ eeeeββββ((((TTTTSSSS−−−−EEEE))))

∞∞∞∞∫∫∫∫

0000

ddddεεεε eeeexxxxpppp

((((
−−−− ((((εεεε −−−− EEEE))))2222

kkkkBBBBTTTT 2222CCCCVVVV

))))
==== eeeeββββ((((TTTTSSSS−−−−EEEE))))

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−EEEE

ddddxxxxeeee−−−−xxxx2222////kkkkBBBBTTTT 2222CCCCVVVV

≈≈≈≈
√√√√
ππππkkkkBBBBTTTT 2222CCCCVVVV eeeeββββ((((TTTTSSSS−−−−EEEE))))

гауссов интегралгауссов интеграл

Гауссово распределение

по энергии с шириной
δδδδδδδδεεεεεεεε ========

√√√√√√√√
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT 22222222CCCCCCCCVVVVVVVV



ВВ большомбольшом каноническомканоническом ансамблеансамбле::

Флуктуирует энергия и число частиц

ZZZZ−−−− ====
∑∑∑∑

{{{{nnnniiii}}}}

∏∏∏∏

iiii

eeeexxxxpppp

((((
−−−−nnnniiii((((εεεεiiii −−−− µµµµ))))

kkkkbbbbTTTT

))))
==== TTTTrrrr((((eeee−−−−ββββ(((( ˆ̂̂̂HHHH−−−−µµµµ ˆ̂̂̂NNNN))))))));;;; ˆ̂̂̂ρρρρ ====

eeee−−−−ββββ(((( ˆ̂̂̂HHHH−−−−µµµµ ˆ̂̂̂NNNN))))

TTTTrrrr eeee(((( ˆ̂̂̂HHHH−−−−µµµµ ˆ̂̂̂NNNN))))

EEEEEEEE ======== TTTTTTTTrrrrrrrr(((((((( ˆ̂̂̂̂̂̂̂ρρρρρρρρ ˆ̂̂̂̂̂̂̂HHHHHHHH )))))))) NNNNNNNN ======== TTTTTTTTrrrrrrrr(((((((( ˆ̂̂̂̂̂̂̂ρρρρρρρρ ˆ̂̂̂̂̂̂̂NNNNNNNN ))))))))

Свободная энергия с учетом флуктуационных поправок:

ZZZZZZZZ ≈≈≈≈≈≈≈≈
√√√√√√√√
ππππππππkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT 22222222CCCCCCCCVVVVVVVV eeeeeeeeββββββββ((((((((TTTTTTTT SSSSSSSS−−−−−−−−EEEEEEEE)))))))) ======== eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββFFFFFFFF ;;;;;;;; FFFFFFFF ======== EEEEEEEE −−−−−−−− TTTTTTTT SSSSSSSS −−−−−−−− 11111111

22222222
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT llllllllnnnnnnnn CCCCCCCCVVVVVVVV

Энтропия в микроканоническом и каноническом ансамблях отличается на

величину 1111
2222
kkkkBBBBTTTT llllnnnnCCCCVVVV

Рассмотрим среднее

число частиц

1111

ββββ

∂∂∂∂NNNN

∂∂∂∂µµµµ
====

TTTTrrrr
((((

ˆ̂̂̂NNNN2222eeee−−−−ββββ(((( ˆ̂̂̂HHHH−−−−µµµµ ˆ̂̂̂NNNN
))))

TTTTrrrr
((((
eeee−−−−ββββ(((( ˆ̂̂̂HHHH−−−−µµµµ ˆ̂̂̂NNNN

)))) −−−−




TTTTrrrr
((((

ˆ̂̂̂NNNNeeee−−−−ββββ(((( ˆ̂̂̂HHHH−−−−µµµµ ˆ̂̂̂NNNN
))))

TTTTrrrr
((((
eeee−−−−ββββ(((( ˆ̂̂̂HHHH−−−−µµµµ ˆ̂̂̂NNNN

))))



2222

==== 〈〈〈〈 ˆ̂̂̂NNNN2222〉〉〉〉 −−−− ((((〈〈〈〈 ˆ̂̂̂NNNN〉〉〉〉))))2222

NNNNNNNN ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈NNNNNNNN 〉〉〉〉〉〉〉〉 ========
TTTTTTTTrrrrrrrr
((((((((

ˆ̂̂̂̂̂̂̂NNNNNNNNeeeeeeee−−−−−−−−ββββββββ(((((((( ˆ̂̂̂̂̂̂̂HHHHHHHH−−−−−−−−µµµµµµµµ ˆ̂̂̂̂̂̂̂NNNNNNNN
))))))))

TTTTTTTTrrrrrrrr
((((((((
eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββ(((((((( ˆ̂̂̂̂̂̂̂HHHHHHHH−−−−−−−−µµµµµµµµ ˆ̂̂̂̂̂̂̂NNNNNNNN

)))))))) ========
11111111

ββββββββ

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂ llllllllnnnnnnnn ZZZZZZZZ−−−−−−−−
∂∂∂∂∂∂∂∂µµµµµµµµ

))))))))
========

11111111

ββββββββZZZZZZZZ−−−−−−−−
∂∂∂∂∂∂∂∂ZZZZZZZZ−−−−−−−−
∂∂∂∂∂∂∂∂µµµµµµµµ

∂∂∂∂∂∂∂∂NNNNNNNN

∂∂∂∂∂∂∂∂µµµµµµµµ
======== −−−−−−−− 11111111

ββββββββZZZZZZZZ−−−−−−−−22222222
((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂ZZZZZZZZ−−−−−−−−
∂∂∂∂∂∂∂∂µµµµµµµµ

))))))))22222222
++++++++

11111111

ββββββββZZZZZZZZ−−−−−−−−
∂∂∂∂∂∂∂∂22222222ZZZZZZZZ−−−−−−−−
∂∂∂∂∂∂∂∂µµµµµµµµ22222222

Замечание:  поскольку как CV так и F являются экстенсивными величинами,
CV ~N и F ~N и член kBT ln CV пренебрежимо мал в термодинамическом пределе.



НапомнимНапомним:: для идеального газа 〈〈〈〈NNNN 〉〉〉〉 ====
1111

ββββ

∂∂∂∂ llllnnnnZZZZ−−−−
∂∂∂∂µµµµ

====
eeeeββββµµµµVVVV

λλλλ3333
λλλλ ====

√√√√
2222ππππ����2222

mmmmkkkkBBBBTTTT

Следовательно

〈〈〈〈〈〈〈〈((((((((δδδδδδδδ ˆ̂̂̂̂̂̂̂NNNNNNNN ))))))))22222222〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈 ˆ̂̂̂̂̂̂̂NNNNNNNN 22222222〉〉〉〉〉〉〉〉 −−−−−−−− ((((((((〈〈〈〈〈〈〈〈 ˆ̂̂̂̂̂̂̂NNNNNNNN 〉〉〉〉〉〉〉〉))))))))22222222 ========
11111111

ββββββββ

∂∂∂∂∂∂∂∂〈〈〈〈〈〈〈〈NNNNNNNN 〉〉〉〉〉〉〉〉
∂∂∂∂∂∂∂∂µµµµµµµµ

======== 〈〈〈〈〈〈〈〈NNNNNNNN 〉〉〉〉〉〉〉〉 ffff ====
1111

〈〈〈〈 ˆ̂̂̂NNNN 〉〉〉〉

√√√√
〈〈〈〈((((δδδδ ˆ̂̂̂NNNN ))))2222))))〉〉〉〉 ====

1111√√√√
NNNN

Заметим что изотермическая сжимаемостьизотермическая сжимаемостьffffffff 22222222 ========
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

NNNNNNNN 22222222

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂NNNNNNNN

∂∂∂∂∂∂∂∂µµµµµµµµ

))))))))

TTTTTTTT,,,,,,,,VVVVVVVV

========
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

VVVVVVVV
κκκκκκκκ

κκκκ ==== −−−− 1111

VVVV

((((
∂∂∂∂VVVV

∂∂∂∂PPPP

))))

TTTT,,,,NNNN

Действительно, 

((((
∂∂∂∂NNNN

∂∂∂∂µµµµ

))))

TTTT,,,,VVVV

====
∂∂∂∂((((NNNN,,,, TTTT,,,, VVVV ))))

∂∂∂∂((((µµµµ,,,, TTTT,,,, VVVV ))))
====

∂∂∂∂((((NNNN,,,, TTTT,,,, VVVV ))))

∂∂∂∂((((NNNN,,,, TTTT,,,, PPPP ))))
···· ∂∂∂∂((((NNNN,,,, TTTT,,,, PPPP ))))

∂∂∂∂((((VVVV,,,, TTTT,,,, PPPP ))))
···· ∂∂∂∂((((VVVV,,,, TTTT,,,, PPPP ))))

∂∂∂∂((((NNNN,,,, TTTT,,,, µµµµ))))
···· ∂∂∂∂((((NNNN,,,, TTTT,,,, µµµµ))))

∂∂∂∂((((µµµµ,,,, TTTT,,,, VVVV ))))

==== −−−−NNNN
2222

VVVV 2222

((((
∂∂∂∂VVVV

∂∂∂∂PPPP

))))

TTTT,,,,NNNN

====
NNNN2222

VVVV
κκκκ ffff ====

√√√√
kkkkBBBBTTTTκκκκ

VVVV

Флуктуации плотности числа

частиц описываются гауссовым

распределением с шириной

δδδδδδδδNNNNNNNN ========

√√√√√√√√
22222222kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTTNNNNNNNNκκκκκκκκ

VVVVVVVV

Флуктуации аномально

велики при

∂∂∂∂PPPP

∂∂∂∂VVVV
→→→→ 0000

Критическая опалесценция

(для идеального газа k = 1/P)



ФлуктуацииФлуктуации вв идеальномидеальном парамагнетикепарамагнетике

Напомним: в модели идеального парамагнетика рассматривается цепочка
элементарных магнитных моментов во внешнем магнитном поле########µµµµµµµµiiiiiiii ########HHHHHHHH

Статсумма системы ZZZZ ====

NNNN∏∏∏∏

iiii====1111

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩiiiieeee

−−−−ββββµµµµHHHHccccoooossssθθθθiiii ====


2222ππππ

1111∫∫∫∫

−−−−1111

ddddxxxxeeee−−−−ββββµµµµHHHHxxxx



NNNN

====

[[[[
4444ππππ

µµµµββββHHHH
ssssiiiinnnnhhhh((((ββββµµµµHHHH))))

]]]]NNNN########µµµµµµµµiiiiiiii ########µµµµµµµµiiiiiiii++++++++11111111
########HHHHHHHH

Намагниченность

〈〈〈〈〈〈〈〈########µµµµµµµµ〉〉〉〉〉〉〉〉 ========
11111111

ZZZZZZZZ

∫∫∫∫∫∫∫∫
ddddddddΩΩΩΩΩΩΩΩ ########µµµµµµµµ((((((((θθθθθθθθ,,,,,,,, ϕϕϕϕϕϕϕϕ))))))))eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββ((((((((��������µµµµµµµµ········ ��������HHHHHHHH)))))))) ;;;;;;;; ########µµµµµµµµ ======== µµµµµµµµ((((((((ssssssssiiiiiiiinnnnnnnn θθθθθθθθ ccccccccoooooooossssssss ϕϕϕϕϕϕϕϕ,,,,,,,, ssssssssiiiiiiiinnnnnnnn θθθθθθθθ ssssssssiiiiiiiinnnnnnnn ϕϕϕϕϕϕϕϕ,,,,,,,, ccccccccoooooooossssssss θθθθθθθθ))))))))

Следовательно

в соответствии с

〈〈〈〈〈〈〈〈µµµµµµµµxxxxxxxx〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈µµµµµµµµyyyyyyyy 〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== 00000000;;;;;;;; 〈〈〈〈〈〈〈〈µµµµµµµµzzzzzzzz 〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== µµµµµµµµ ccccccccooooooootttttttthhhhhhhh

((((((((
µµµµµµµµHHHHHHHH

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))
−−−−−−−− kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

HHHHHHHH

Магнитная воспримчивость системы (функция отклика) определена как

〈〈〈〈####µµµµ〉〉〉〉 ==== −−−− 1111

NNNN

((((
∂∂∂∂FFFF

∂∂∂∂ ####HHHH

))))

TTTT,,,,NNNN

χχχχ((((TTTT )))) ==== NNNN
∂∂∂∂〈〈〈〈µµµµ〉〉〉〉
∂∂∂∂HHHH

==== −−−−
((((
∂∂∂∂2222FFFF

∂∂∂∂HHHH2222

))))

TTTT,,,,NNNN

====
NNNNµµµµ2222

kkkkBBBBTTTT

[[[[((((
kkkkBBBBTTTT

µµµµHHHH

))))2222
−−−− 1111

ssssiiiinnnnhhhh2222((((µµµµHHHH////kkkkBBBBTTTT ))))

]]]]

HHHH ==== −−−−
NNNN∑∑∑∑
iiii====1111

####µµµµiiii ···· ####HHHH ==== −−−−
NNNN∑∑∑∑
iiii====1111

µµµµHHHH ccccoooossss θθθθiiii



Флуктуации намагниченности системы определяются ее функцией отклика:

〈〈〈〈〈〈〈〈µµµµµµµµ22222222〉〉〉〉〉〉〉〉 −−−−−−−− ((((((((〈〈〈〈〈〈〈〈µµµµµµµµ〉〉〉〉〉〉〉〉))))))))22222222 ======== µµµµµµµµ22222222
[[[[[[[[((((((((

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

µµµµµµµµHHHHHHHH

))))))))22222222
−−−−−−−− 11111111

ssssssssiiiiiiiinnnnnnnnhhhhhhhh22222222((((((((µµµµµµµµHHHHHHHH////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT ))))))))

]]]]]]]]
========

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

NNNNNNNN
χχχχχχχχ

Для сравнения: флуктуации энергии канонического ансамбля

Теплоемкость является функцией

отклика канонического ансамбля

Флуктуации числа частиц в большом каноническом ансамбле: 

〈〈〈〈 ˆ̂̂̂HHHH2222〉〉〉〉 −−−− ((((〈〈〈〈 ˆ̂̂̂HHHH〉〉〉〉))))2222 ==== kkkkBBBBTTTT
2222CCCCVVVV

〈〈〈〈 ˆ̂̂̂NNNN2222〉〉〉〉 −−−− ((((〈〈〈〈 ˆ̂̂̂NNNN〉〉〉〉))))2222 ==== NNNN 2222 kkkkBBBBTTTT

VVVV
κκκκ

Сжимаемость является функцией

отклика большого канонического ансамбля

ВеличинаВеличина флуктуациифлуктуации термодинамическойтермодинамической системысистемы

определяетсяопределяется ееее соответствующейсоответствующей функциейфункцией откликаотклика

CCCCCCCCVVVVVVVV ========

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂〈〈〈〈〈〈〈〈EEEEEEEE〉〉〉〉〉〉〉〉
∂∂∂∂∂∂∂∂TTTTTTTT

))))))))

TTTTTTTT,,,,,,,,NNNNNNNN

;;;;;;;; χχχχχχχχ ======== NNNNNNNN

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂〈〈〈〈〈〈〈〈µµµµµµµµ〉〉〉〉〉〉〉〉
∂∂∂∂∂∂∂∂HHHHHHHH

))))))))

TTTTTTTT,,,,,,,,NNNNNNNN

;;;;;;;; κκκκκκκκ ======== −−−−−−−− 11111111

VVVVVVVV

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂VVVVVVVV

∂∂∂∂∂∂∂∂PPPPPPPP

))))))))

TTTTTTTT,,,,,,,,NNNNNNNN



ДиссипацияДиссипация ии неравновеснаянеравновесная термодинамикатермодинамика

Флуктуации термодинамических величин связаны с отклонением от равновесия

Одновременно они ведут к диссипации, связанной с увеличением энтропии

Задача: систематически описать термодинамические системы около положения

равновесия и возможные сценарии их дальнейшей эволюции

E2 , S2
T2

E1 , S1
T1

∆ E

Отклонение от стационарности связано

с различием температур в различных

частях системы и переносом энергии

ddTT =T=T22--TT1 1 ;  ;  jjEE= = -- K K ddTT

токток

кинетический

(диссипативный)
коэффициент

кинетический

(диссипативный)
коэффициент

ddddTTTT1111
ddddtttt

====
1111

CCCC1111

ddddEEEE1111
ddddtttt

====−−−−jjjjEEEE
CCCC1111

;;;;
ddddTTTT2222
ddddtttt

====
1111

CCCC2222

ddddEEEE2222
ddddtttt

====
jjjjEEEE
CCCC2222

Ситуация соответствует экспоненциальнойэкспоненциальной релаксациирелаксации

δδδδ ˙̇̇̇TTTT ==== −−−− KKKK

CCCC
δδδδTTTT ;;;;

1111

CCCC
====

1111

CCCC1111
++++

1111

CCCC2222

Изменение энтропии:

δδδδTTTT ∼∼∼∼ eeee−−−−tttt////ττττ ;;;; ττττ ==== −−−−KKKK
CCCC

ddddSSSS

ddddtttt
====

ddddSSSS1111((((EEEE1111))))

ddddtttt
++++
ddddSSSS2222((((EEEE2222))))

ddddtttt
====

1111

TTTT1111

ddddEEEE1111
ddddtttt

++++
1111

TTTT2222

ddddEEEE2222
ddddtttt

≃≃≃≃ −−−−jjjjEEEE
δδδδTTTT

TTTT 2222
==== KKKK

((((
δδδδTTTT

TTTT

))))2222

Второе начало термодинамики означает что кинетический коэффициент K > 0
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РелаксацияРелаксация -- возвратвозврат вв равновесноеравновесное состояниесостояние

В случае малых отклонений температуры перенос энергии пропорционален

градиенту температуры: jjjjEEEE ==== −−−−KKKK∇∇∇∇TTTT ;;;; ∂∂∂∂ttttεεεε ==== −−−−∇∇∇∇ ···· jjjjEEEE ;;;; εεεε ==== EEEE2222 −−−− EEEE1111

Сохранение энергииСохранение энергииПоскольку δδδδδδδδεεεεεεεε ======== CCCCCCCCδδδδδδδδTTTTTTTT

∂∂∂∂ttttTTTT ==== κκκκ∇∇∇∇2222TTTT ;;;; κκκκ ==== KKKK////CCCC Уравнение теплопроводностиУравнение теплопроводности

Математическая физика учит нас что: 

Решения уравнения теплопроводности (диффузии) представляют
собой сумму осциллирующих и экспоненциально подавленных мод

Отклонившиеся от равновесия состояния стремятся вернуться в него

экспоненциальным образом, с возможными попутными осцилляциями
Динамика этого процесса описывается простыми линейными уравнениями типа

уравнения диффузии, связанными с фундаментальными законами термодинамики
Принцип возрастания энтропии накладывает ограничения на кинетические

коэффициенты в соответствующих динамических уравнениях

Задача - определить кинетические коэффициенты.



Процесс возврата системы в равновесное состояние связан

с динамикой флуктуаций самого этого равновесного состояния

Система в Система отклонилась от

равновесном состоянии равновесного состояния

Флуктуации Диссипация

Корреляционные Кинетические

функции коэффициенты

Задача вычисления кинетических коэффициентов решается теорией

линейного отклика на основании расчета корреляционных функций

термодинамической системы в равновесном состоянии

Идея: рассмотреть как меняется среднее значение переменной <B(t)> при
наличии малого возмущения l(t) описываемого поправкой к гамильтониану
системы вида Hint=l(t) A ,  где A - другая переменная, которая может быть
отличной от B.

ГипотезаГипотеза ОнзагераОнзагера

Ларс Онзагер

НП 1968



ДетерминистическоеДетерминистическое ии стохастическоестохастическое описаниеописание

Обыкновенное дифференциальное

уравнение

t

tt

t

X

XX

X

Детерминистическая

эволюция
Стохастическая

эволюция

ddddXXXX

ddddtttt
==== FFFFiiiinnnn((((XXXX)))) −−−− FFFFoooouuuutttt((((XXXX))))

Стохастическое дифференциальное

уравнение

ddddXXXX

ddddtttt
==== FFFFiiiinnnn((((XXXX))))−−−− FFFFoooouuuutttt((((XXXX)))) ++++ FFFFшум
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ПомехиПомехи припри стохастическомстохастическом описанииописании ((шумшум))

Внутренние помехи: связаны с вероятностным (квантовым) характером
процессов в термодинамической системе, или же с ее внутренними
степенями свободы

Внешние помехи: связаны со стохастическим характером флуктуаций
в резервуаре, окружающем систему

Белый шум: спектральные компоненты возмущения равномерно
распределены по всему диапазону частот
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ЭффектЭффект шумашума припри стохастическойстохастической эволюцииэволюции

Fedoroff & Fontana (2002) Science

Georges Seurat

Un dimanche après-midi 
à la Grande Jatte



ФункцииФункции линейноголинейного откликаотклика

Рассмотрим модель одномерного осциллятора под действием внешней силы

dddd2222xxxx

ddddtttt2222
++++ γγγγ

ddddxxxx

ddddtttt
++++ ωωωω22220000xxxx ==== FFFF ((((tttt))))

ОпределениеОпределение:: функция отклика (восприимчивость)
задана соотношением

xxxx((((tttt)))) ====

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

ddddtttt′′′′χχχχ((((tttt−−−− tttt′′′′))))FFFF ((((tttt′′′′))))

dddddddd22222222χχχχχχχχ((((((((tttttttt −−−−−−−− tttttttt′′′′′′′′))))))))

ddddddddtttttttt22222222
++++++++ γγγγγγγγ

ddddddddχχχχχχχχ((((((((tttttttt −−−−−−−− tttttttt′′′′′′′′))))))))

ddddddddtttttttt
++++++++ ωωωωωωωω2222222200000000χχχχχχχχ((((((((tttttttt −−−−−−−− tttttttt′′′′′′′′)))))))) ======== δδδδδδδδ((((((((tttttttt −−−−−−−− tttttttt′′′′′′′′))))))))

Преобразование

Фурье:

c(t-t’) = 0 при t<t’

χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω)))))))) ========
11111111

ωωωωωωωω2222222200000000 −−−−−−−−ωωωωωωωω22222222 −−−−−−−− iiiiiiiiγγγγγγγγωωωωωωωω

Действительная и мнимая части функции c(w): 

КакаяКакая работаработа

совершаетсясовершается

силойсилой F?F?

Трение (диссипация)

Заметим: комплексная
функция c(w) аналитична
при Im c(w) > 0

χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω)))))))) ========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

ddddddddtttttttt eeeeeeeeiiiiiiiiωωωωωωωωttttttttχχχχχχχχ((((((((tttttttt)))))))) ========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddtttttttt eeeeeeeeiiiiiiiiωωωωωωωωttttttttχχχχχχχχ((((((((tttttttt))))))))

RRRRRRRReeeeeeee χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω)))))))) ========
ωωωωωωωω2222222200000000 −−−−−−−− ωωωωωωωω22222222

((((((((ωωωωωωωω2222222200000000 −−−−−−−− ωωωωωωωω22222222))))))))22222222 ++++++++ ((((((((γγγγγγγγωωωωωωωω))))))))22222222
========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

ddddddddtttttttteeeeeeeeiiiiiiiiωωωωωωωωtttttttt
11111111

22222222
((((((((χχχχχχχχ((((((((tttttttt)))))))) ++++++++ χχχχχχχχ((((((((−−−−−−−−tttttttt))))))))))))))))

IIIIIIIImmmmmmmm χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω)))))))) ========
γγγγγγγγωωωωωωωω

((((((((ωωωωωωωω2222222200000000 −−−−−−−− ωωωωωωωω22222222))))))))22222222 ++++++++ ((((((((γγγγγγγγωωωωωωωω))))))))22222222
========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

ddddddddtttttttteeeeeeeeiiiiiiiiωωωωωωωωtttttttt
11111111

22222222iiiiiiii
((((((((χχχχχχχχ((((((((tttttttt)))))))) −−−−−−−− χχχχχχχχ((((((((−−−−−−−−tttttttt))))))))))))))))

(реактивная часть)

(диссипативная часть)



ДиссипацияДиссипация энергииэнергии

Работа, совершенная силой F =  энергия переданная системе (диссипация)

Для упрощения дальнейшего анализа

рассмотрим гармоническую внешнюю силу FFFFFFFF ======== FFFFFFFF00000000 ccccccccoooooooossssssss((((((((ΩΩΩΩΩΩΩΩ00000000tttttttt))))))))

Энергия диссипации

ДомашнееДомашнее заданиезадание::
проверить это соотношение!

Резонансная структура → Ω0 =±ω0,
и Ω0+ω0≈ 2 ω0

ddddddddWWWWWWWW ======== FFFFFFFF ddddddddxxxxxxxx ========⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ ddddddddWWWWWWWW

ddddddddtttttttt
======== FFFFFFFF ((((((((tttttttt))))))))

ddddddddxxxxxxxx

ddddddddtttttttt
======== FFFFFFFF ((((((((tttttttt))))))))

dddddddd

ddddddddtttttttt

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

ddddddddtttttttt′′′′′′′′χχχχχχχχ((((((((tttttttt −−−−−−−− tttttttt′′′′′′′′))))))))FFFFFFFF ((((((((tttttttt′′′′′′′′))))))))

======== FFFFFFFF ((((((((tttttttt))))))))

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

ddddddddωωωωωωωω

22222222ππππππππ
eeeeeeeeiiiiiiiiωωωωωωωωtttttttt iiiiiiiiωωωωωωωωχχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))FFFFFFFF ((((((((ωωωωωωωω)))))))) ========

∫∫∫∫∫∫∫∫
ddddddddωωωωωωωω

22222222ππππππππ

ddddddddωωωωωωωω ′′′′′′′′

22222222ππππππππ
eeeeeeeeiiiiiiii((((((((ωωωωωωωω++++++++ωωωωωωωω ′′′′′′′′ ))))))))tttttttt iiiiiiiiωωωωωωωωχχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))FFFFFFFF ((((((((ωωωωωωωω))))))))FFFFFFFF ((((((((ωωωωωωωω ′′′′′′′′))))))))

ddddddddWWWWWWWW

ddddddddtttttttt
========

11111111

22222222
FFFFFFFF 22222222
00000000 ΩΩΩΩΩΩΩΩ00000000IIIIIIIImmmmmmmm χχχχχχχχ((((((((ΩΩΩΩΩΩΩΩ00000000)))))))) ========

FFFFFFFF 22222222
00000000

22222222

γγγγγγγγΩΩΩΩΩΩΩΩ22222222
00000000

((((((((ωωωωωωωω2222222200000000 −−−−−−−− ΩΩΩΩΩΩΩΩ22222222
00000000))))))))
22222222 ++++++++ ((((((((γγγγγγγγΩΩΩΩΩΩΩΩ00000000))))))))22222222

ddddddddWWWWWWWW

ddddddddtttttttt
========

FFFFFFFF 22222222
00000000

22222222

γγγγγγγγ

44444444((((((((ωωωωωωωω00000000 −−−−−−−− ΩΩΩΩΩΩΩΩ00000000))))))))22222222 ++++++++ γγγγγγγγ22222222



четная часть (симметрична
при обращении времени)

нечетная часть (антисимметрична
при обращении времени)

ДисперсионныеДисперсионные соотношениясоотношения

Напомним: функция отклика причем

c(t-t’) = 0 при t < t’
xxxx((((tttt)))) ====

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

ddddtttt′′′′χχχχ((((tttt−−−− tttt′′′′))))FFFF ((((tttt′′′′))))

Принцип причинности - реакция системы не может предшествовать во времени
возмущению, которое её вызывает

RRRRRRRReeeeeeee χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω)))))))) ========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

ddddddddtttttttteeeeeeeeiiiiiiiiωωωωωωωωtttttttt 11111111

22222222
((((((((χχχχχχχχ((((((((tttttttt)))))))) ++++++++χχχχχχχχ((((((((−−−−−−−−tttttttt))))))))))))))));;;;;;;; IIIIIIIImmmmmmmm χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω)))))))) ========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

ddddddddtttttttteeeeeeeeiiiiiiiiωωωωωωωωtttttttt 11111111

22222222iiiiiiii
((((((((χχχχχχχχ((((((((tttttttt))))))))−−−−−−−−χχχχχχχχ((((((((−−−−−−−−tttttttt))))))))))))))))

χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω)))))))) ========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

ddddddddtttttttt eeeeeeeeiiiiiiiiωωωωωωωωttttttttχχχχχχχχ((((((((tttttttt)))))))) ========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddtttttttt eeeeeeeeiiiiiiiiωωωωωωωωttttttttχχχχχχχχ((((((((tttttttt))))))))

ВопросВопрос:: как связаны друг с другом действительная
и мнимая части функции ? χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))

∮∮∮∮∮∮∮∮
ddddddddωωωωωωωω

χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))

ωωωωωωωω −−−−−−−− ωωωωωωωω00000000
======== 00000000

Диссипация энергии связана с нечетной частью функции отклика - симметрия
по отношению к направлению времени нарушена для ее мнимой части



Интеграл в смысле главного значения

∮∮∮∮∮∮∮∮
ddddddddωωωωωωωω

χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))

ωωωωωωωω −−−−−−−− ωωωωωωωω00000000
======== 00000000

−∞ ∞0 ω0

Выполним аналитическое продолжение переменной ww→ ww¢¢ + i w w ¢¢ ¢¢ и предположим
что w w ¢¢ ¢¢ > 0. Тогда является конечной однозначной функцией во всей

верхней полуплоскости ww то есть не имеет там особых точек

χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))

Интеграл по бесконечно удаленной

полуокружности равен нулю;
Функция регулярнаχχχχχχχχ((((((((00000000))))))))

НемногоНемного комплексногокомплексного анализаанализа……

lllllllliiiiiiiimmmmmmmm
ρρρρρρρρ→→→→→→→→00000000






ωωωωωωωω00000000−−−−−−−−ρρρρρρρρ∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

ddddddddωωωωωωωω
χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))

ωωωωωωωω −−−−−−−− ωωωωωωωω00000000
++++++++

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

ωωωωωωωω00000000++++++++ρρρρρρρρ

ddddddddωωωωωωωω
χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))

ωωωωωωωω −−−−−−−− ωωωωωωωω00000000




 −−−−−−−− iiiiiiiiππππππππχχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω00000000)))))))) ======== 00000000 PPPPPPPP

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

ddddddddωωωωωωωω
χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))

ωωωωωωωω −−−−−−−− ωωωωωωωω00000000
======== iiiiiiiiππππππππχχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω00000000))))))))

Соотношения Крамерса-Кронига:

IIIIIIIImmmmmmmmχχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω00000000)))))))) ======== −−−−−−−− 11111111

ππππππππ
PPPPPPPP

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

ddddddddωωωωωωωω
RRRRRRRReeeeeeeeχχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))

ωωωωωωωω −−−−−−−− ωωωωωωωω00000000
;;;;;;;;

RRRRRRRReeeeeeeeχχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω00000000)))))))) ========
11111111

ππππππππ
PPPPPPPP

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

ddddddddωωωωωωωω
IIIIIIIImmmmmmmmχχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))

ωωωωωωωω −−−−−−−− ωωωωωωωω00000000

Заметим: поскольку функция нечетнаIIIIIIIImmmmmmmmχχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))

RRRRRRRReeeeeeeeχχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω00000000)))))))) ========
11111111

ππππππππ



PPPPPPPP

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddωωωωωωωω
IIIIIIIImmmmmmmmχχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))

ωωωωωωωω −−−−−−−− ωωωωωωωω00000000
++++++++ PPPPPPPP

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddωωωωωωωω
IIIIIIIImmmmmmmmχχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))

ωωωωωωωω ++++++++ ωωωωωωωω00000000





RRRReeeeχχχχ((((ωωωω0000)))) ====
2222

ππππ

∞∞∞∞∫∫∫∫

0000

ddddωωωω
ωωωωIIIImmmmχχχχ((((ωωωω0000))))

ωωωω2222 −−−− ωωωω22220000



ФлуктуационноФлуктуационно--диссипационнаядиссипационная теорематеорема

((КлассическаяКлассическая физикафизика))

M

V
FFFFFFFFTTTTTTTT pppppppp ======== −−−−−−−−γγγγγγγγMMMMMMMMVVVVVVVV

Рассмотрим осциллятор, помещенный в идеальный газ;
полная энергия системы не меняется

Средняя сила, действующая на осциллятор со стороны газа

изменение импульса одной частицы число частиц падающих на осциллятор за 1 с

ffff((((vvvv)))) ====
nnnn√√√√
2222ππππvvvvtttt

eeeexxxxpppp

((((
−−−− ((((vvvv −−−− VVVV ))))2222

2222vvvvtttt

))))
≈≈≈≈ nnnn√√√√

2222ππππvvvvtttt

((((
1111 ++++

vvvvVVVV

vvvv2222tttt

))))
eeee
−−−− vvvv2222

2222vvvv2222tttt ;;;; vvvvtttt ====

√√√√
kkkkBBBBTTTT

mmmm

∆∆∆∆FFFF ==== ∆∆∆∆pppp ···· SSSSvvvvffff((((vvvv))))ddddvvvv ==== 2222SSSSmmmmvvvv2222ffff((((vvvv))))ddddvvvv

Напомним:

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

vvvvvvvvnnnnnnnn eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
−−−−−−−− vvvvvvvv22222222

22222222vvvvvvvv22222222tttttttt

))))))))
ddddddddvvvvvvvv ======== 22222222nnnnnnnn////////22222222vvvvvvvvnnnnnnnn++++++++11111111tttttttt ΓΓΓΓΓΓΓΓ

((((((((
nnnnnnnn ++++++++ 11111111

22222222

))))))))

СредняяСредняя силасила, , действующаядействующая нана осцилляторосциллятор слеваслева::

Распределение

Максвелла

FFFF ((((VVVV )))) ====
2222nnnnSSSSmmmm√√√√

2222ππππvvvvtttt

∞∞∞∞∫∫∫∫

0000

vvvv2222
((((

1111 ++++
vvvvVVVV

vvvv2222tttt

))))
eeee−−−−

vvvv2222

2222vvvvtttt ddddvvvv ====
2222nnnnSSSSmmmm√√√√

2222ππππvvvvtttt

((((√√√√
2222ππππvvvv3333tttt
2222

++++ 2222
√√√√

2222VVVV vvvv2222tttt

))))

MMMMMMMM
dddddddd22222222xxxxxxxx

ddddddddtttttttt22222222
++++++++ γγγγγγγγMMMMMMMM

ddddddddxxxxxxxx

ddddddddtttttttt
++++++++ MMMMMMMMωωωωωωωω2222222200000000xxxxxxxx ======== FFFFFFFF ((((((((tttttttt))))))))



Суммарная сила, действующая на осциллятор с обоих сторон:

FFFFFFFF ======== FFFFFFFF ((((((((VVVVVVVV )))))))) −−−−−−−− FFFFFFFF ((((((((−−−−−−−−VVVVVVVV )))))))) ========
88888888nnnnnnnnSSSSSSSSmmmmmmmmVVVVVVVV vvvvvvvvtttttttt√√√√√√√√

ππππππππ
======== FFFFFFFFTTTTTTTT pppppppp ======== −−−−−−−−γγγγγγγγMMMMMMMMVVVVVVVV

MMMM
dddd2222xxxx

ddddtttt2222
++++γγγγMMMM

ddddxxxx

ddddtttt
++++MMMMωωωω22220000xxxx ==== FFFF ((((tttt))));;;; XXXX((((ωωωω)))) ====

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

ddddttttxxxx((((tttt))))eeeeiiiiωωωωtttt;;;; FFFF((((ωωωω)))) ====

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

ddddttttFFFF ((((tttt))))eeeeiiiiωωωωtttt

XXXX((((ωωωω)))) ====
FFFF ((((ωωωω))))

MMMM ((((ωωωω22220000 −−−− ωωωω2222 −−−− iiiiγγγγωωωω))))
Восприимчивость

осциллятора:
χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω)))))))) ========

11111111

ωωωωωωωω2222222200000000 −−−−−−−− ωωωωωωωω22222222 −−−−−−−− iiiiiiiiγγγγγγγγωωωωωωωω

Задача: описать в общем виде действие возмущения на классическую систему

Описание классической

гамильтоновой системы с

N степенями свободы:

Теорема Лиувилля: [[[[pppp((((0000)))),,,, qqqq((((0000))))]]]] →→→→ [[[[pppp((((tttt)))),,,, qqqq((((tttt))))]]]] ≡≡≡≡ [[[[pppp′′′′,,,, qqqq′′′′]]]];;;; ddddppppddddqqqq ==== ddddpppp′′′′ddddqqqq′′′′

˙̇̇̇qqqq ====
∂∂∂∂HHHH

∂∂∂∂pppp
;;;; ˙̇̇̇pppp ==== −−−−∂∂∂∂HHHH

∂∂∂∂qqqq
;;;; [[[[ppppiiii,,,, qqqqiiii]]]] →→→→ [[[[pppp,,,, qqqq]]]]

∫∫∫∫∫∫∫∫
ddddddddppppppppddddddddqqqqqqqqρρρρρρρρ((((((((pppppppp,,,,,,,, qqqqqqqq;;;;;;;; tttttttt)))))))) ======== 11111111;;;;;;;;

∂∂∂∂∂∂∂∂ρρρρρρρρ

∂∂∂∂∂∂∂∂tttttttt
======== −−−−−−−−{{{{{{{{ρρρρρρρρ,,,,,,,, HHHHHHHH}}}}}}}} ≡≡≡≡≡≡≡≡ LLLLLLLLρρρρρρρρ;;;;;;;; LLLLLLLLAAAAAAAA ======== {{{{{{{{AAAAAAAA,,,,,,,, HHHHHHHH}}}}}}}}

Среднее значение переменной A(t): 〈〈〈〈AAAA((((tttt))))〉〉〉〉 ====

∫∫∫∫
ddddppppddddqqqqAAAA((((pppp,,,, qqqq))))ρρρρ((((pppp,,,, qqqq))))

Напомним:

Мы полагаем ρρρρ((((pppp,,,, qqqq)))) ====
1111

ZZZZ
eeee−−−−ββββHHHH((((pppp,,,,qqqq))));;;; ZZZZ ====

∫∫∫∫
ddddppppddddqqqqeeee−−−−ββββHHHH((((pppp,,,,qqqq))))

γγγγ ====
8888nnnnSSSS

MMMM

√√√√
mmmmkkkkBBBBTTTT

ππππ



ОткликОтклик гамильтоновойгамильтоновой системысистемы

Рассмотрим возмущение системы

Статсумма при этом изменяется как
HHHH ==== HHHH0000 ++++HHHHiiiinnnntttt;;;; HHHHiiiinnnntttt ==== −−−−λλλλAAAA((((pppp,,,, qqqq))))

ZZZZ((((HHHH)))) ====

∫∫∫∫
ddddppppddddqqqqeeee−−−−ββββ((((HHHH0000++++HHHHiiiinnnntttt)))) ≈≈≈≈ ZZZZ((((HHHH0000))))

ZZZZ((((HHHH0000))))

∫∫∫∫
ddddppppddddqqqqeeee−−−−ββββHHHH0000 ((((1111−−−− ββββHHHHiiiinnnntttt)))) ==== ZZZZ((((HHHH0000)))) ((((1111−−−− ββββ〈〈〈〈HHHHiiiinnnntttt〉〉〉〉))))

Среднее по ансамблю некоторой динамической переменной B(p,q): ZZZZ0000 ≡≡≡≡ ZZZZ((((HHHH0000))))

Связная часть

корреляционной функции

BBBB ====
1111

ZZZZ0000((((1111 −−−− ββββ〈〈〈〈HHHHiiiinnnntttt〉〉〉〉))))

∫∫∫∫
ddddppppddddqqqqBBBB((((pppp,,,, qqqq))))eeee−−−−ββββHHHH0000((((1111 −−−− ββββHHHHiiiinnnntttt))))

≈≈≈≈ ((((1111 ++++ ββββ〈〈〈〈HHHHiiiinnnntttt〉〉〉〉)))) ((((〈〈〈〈BBBB〉〉〉〉 −−−− ββββ〈〈〈〈BBBBHHHHiiiinnnntttt〉〉〉〉)))) ==== 〈〈〈〈BBBB〉〉〉〉 ++++ ββββ [[[[〈〈〈〈BBBB〉〉〉〉〈〈〈〈HHHHiiiinnnntttt〉〉〉〉 −−−− 〈〈〈〈BBBBHHHHiiiinnnntttt〉〉〉〉]]]]
≡≡≡≡ 〈〈〈〈BBBB〉〉〉〉 −−−− ββββ〈〈〈〈BBBBHHHHiiiinnnntttt〉〉〉〉cccc 〈〈〈〈AAAABBBB〉〉〉〉cccc ≡≡≡≡ 〈〈〈〈AAAABBBB〉〉〉〉 −−−− 〈〈〈〈AAAA〉〉〉〉〈〈〈〈BBBB〉〉〉〉

Отклонение переменной B от среднего значения: δδδδBBBB ==== BBBB −−−− 〈〈〈〈BBBB〉〉〉〉 ==== −−−−ββββ〈〈〈〈BBBBHHHHiiiinnnntttt〉〉〉〉cccc ==== λλλλββββ〈〈〈〈BBBBAAAA〉〉〉〉cccc
Статическая восприимчивость системы (функция отклика на постоянное внешнее
возмущение):

χχχχχχχχAAAAAAAABBBBBBBB ======== ∂∂∂∂∂∂∂∂BBBBBBBB
∂∂∂∂∂∂∂∂λλλλλλλλ ======== ββββββββ〈〈〈〈〈〈〈〈BBBBBBBBAAAAAAAA〉〉〉〉〉〉〉〉cccccccc

ОткликОтклик системысистемы нана возмущениевозмущение,  ,  описываемыйописываемый

функциейфункцией cc AB AB ,  ,  связансвязан сс равновеснойравновесной флуктуациейфлуктуацией <BA><BA> cc

ЗаметимЗаметим: : если A=B, то 〈〈〈〈〈〈〈〈AAAAAAAA22222222〉〉〉〉〉〉〉〉cccccccc ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈AAAAAAAA22222222〉〉〉〉〉〉〉〉 −−−−−−−− ((((((((〈〈〈〈〈〈〈〈AAAAAAAA〉〉〉〉〉〉〉〉))))))))22222222 средняя квадратичная флуктуация!



КорреляционнаяКорреляционная функцияфункция

Восприимчивость системы зависит от t:

с граничным условием

Вернемся к ситуации когда внешнее возмущение действует в промежутке

времени от до :tttttttt ======== −−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞ tttttttt ======== 00000000

δδδδδδδδBBBBBBBB((((((((tttttttt)))))))) ======== BBBBBBBB((((((((tttttttt)))))))) −−−−−−−− 〈〈〈〈〈〈〈〈BBBBBBBB〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== λλλλλλλλββββββββ〈〈〈〈〈〈〈〈BBBBBBBB((((((((tttttttt))))))))AAAAAAAA((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉cccccccc
δδδδδδδδBBBBBBBB((((((((00000000)))))))) ======== λλλλλλλλββββββββ〈〈〈〈〈〈〈〈BBBBBBBB((((((((00000000))))))))AAAAAAAA((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉cccccccc

Корреляционная функция определена соотношением CCCCBBBBAAAA((((tttt)))) ==== 〈〈〈〈BBBB((((tttt))))AAAA((((0000))))〉〉〉〉cccc

HHHH ==== HHHH0000 ++++HHHHiiiinnnntttt

λλλλ
HHHH ==== HHHH0000

tttt

HHHH((((tttt))))

HHHHHHHHiiiiiiiinnnnnnnntttttttt ========

{{{{{{{{
−−−−−−−−λλλλλλλλAAAAAAAA((((((((pppppppp,,,,,,,, qqqqqqqq)))))))),,,,,,,, tttttttt <<<<<<<< 00000000

00000000,,,,,,,, tttttttt >>>>>>>> 00000000
======== −−−−−−−−λλλλλλλλΘΘΘΘΘΘΘΘ((((((((−−−−−−−−tttttttt))))))))AAAAAAAA((((((((pppppppp,,,,,,,, qqqqqqqq))))))))

В момент t=0 система находится в
равновесном состоянии относительно

возмущенного гамильтониана H

Идея Онзагера: ее дальнейшая эволюция в
новое равновесное состояние описывается

невозмущенным гамильтонианом H0



χχχχχχχχBBBBBBBBAAAAAAAA((((((((tttttttt)))))))) ======== −−−−−−−−ββββββββθθθθθθθθ((((((((tttttttt)))))))) ˙̇̇̇̇̇̇̇CCCCCCCCBBBBBBBBAAAAAAAA((((((((tttttttt))))))))

Определим связную автокорреляционную функцию (функцию Кубо):

CCCCCCCC ((((((((tttttttt)))))))) ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈AAAAAAAA((((((((tttttttt))))))))AAAAAAAA((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉cccccccc χχχχ((((tttt)))) ==== −−−−ββββ dddd

ddddtttt
〈〈〈〈AAAA((((tttt))))AAAA((((0000))))〉〉〉〉cccc

Из-за возмущения или тепловых флуктуаций величина A(t) ведет себя
стохастически,  в каждый данный момент времени A(t) принимает
случайное значение

〈〈〈〈〈〈〈〈AAAAAAAA〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== 00000000

Определим динамическую восприимчивость системы как:

δδδδδδδδBBBBBBBB((((((((tttttttt)))))))) ======== λλλλλλλλ

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

tttttttt

ddddddddtttttttt′′′′′′′′χχχχχχχχ((((((((tttttttt′′′′′′′′))))))));;;;;;;;
dddddddd((((((((δδδδδδδδBBBBBBBB((((((((tttttttt))))))))))))))))

ddddddddtttttttt
======== λλλλλλλλββββββββ ˙̇̇̇̇̇̇̇CCCCCCCCBBBBBBBBAAAAAAAA((((((((tttttttt)))))))) ========

{{{{{{{{
−−−−−−−−λλλλλλλλχχχχχχχχBBBBBBBBAAAAAAAA((((((((tttttttt)))))))) tttttttt >>>>>>>> 00000000

00000000,,,,,,,, tttttttt <<<<<<<< 00000000

Напомним: отклонение переменной B от среднего значения:

АвтокорреляционнаяАвтокорреляционная функцияфункция КубоКубо

δδδδBBBB ==== BBBB −−−− 〈〈〈〈BBBB〉〉〉〉 ==== −−−−ββββ〈〈〈〈BBBBHHHHiiiinnnntttt〉〉〉〉cccc ==== λλλλββββ〈〈〈〈BBBBAAAA〉〉〉〉cccc

Функция линейного откликаФункция линейного отклика

Если то возмущение соответствует белому шумуCCCC((((tttt)))) ∝∝∝∝ δδδδ((((tttt))))



АвтокорреляционнаяАвтокорреляционная функцияфункция

Функция С(t) инвариантна при обращении времени: С(t)= С(-t)

При t=0 Функция С(t)= определяет дисперсию переменной A(t): 
|C(t)| < C(0), поскольку

При больших значениях времени корреляция между A(t) и A(0) отсутствует:

Можно ожидать что

Система может быть выведена из состояния равновесия или внешним

возмущением или тепловыми флуктуациями. 

Эргодическая теорема позволяет заменить среднее по ансамблю средним по

времени:

〈〈〈〈[[[[AAAA((((tttt))))±±±± AAAA((((0000))))]]]]2222〉〉〉〉 ==== 2222〈〈〈〈AAAA〉〉〉〉2222 ±±±± 〈〈〈〈AAAA((((tttt))))AAAA((((0000))))〉〉〉〉 ≥≥≥≥ 0000;;;; 〈〈〈〈AAAA((((0000))))〉〉〉〉 ==== 〈〈〈〈AAAA((((tttt))))〉〉〉〉и

CCCCCCCC ((((((((tttttttt)))))))) ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈AAAAAAAA((((((((tttttttt))))))))AAAAAAAA((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉cccccccc ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈AAAAAAAA((((((((tttttttt))))))))AAAAAAAA((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉 −−−−−−−− 〈〈〈〈〈〈〈〈AAAAAAAA((((((((tttttttt))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉〈〈〈〈〈〈〈〈AAAAAAAA((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈AAAAAAAA((((((((tttttttt))))))))AAAAAAAA((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉

CCCC((((0000)))) ==== 〈〈〈〈AAAA2222((((0000))))〉〉〉〉

lllliiiimmmm
tttt→→→→∞∞∞∞

CCCC((((tttt)))) ==== 0000

CCCCCCCC ((((((((tttttttt)))))))) ∼∼∼∼∼∼∼∼ CCCCCCCC((((((((00000000))))))))eeeeeeee−−−−−−−−||||||||tttttttt||||||||////////ττττττττ

CCCC((((tttt)))) ==== lllliiiimmmm
TTTT→→→→∞∞∞∞

1111

TTTT

TTTT////2222∫∫∫∫

−−−−TTTT////2222

AAAA((((0000))))AAAA((((tttt))))ddddtttt



СпектральнаяСпектральная плотностьплотность

Рассмотрим преобразование Фурье автокорреляционной функции

Фурье-образ переменной A(t): AAAA((((ωωωω)))) ====

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

AAAA((((tttt))))eeeeiiiiωωωωttttddddtttt

CCCC((((ωωωω)))) ====

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

GGGG((((tttt))))eeeeiiiiωωωωttttddddtttt

Теорема Винера-Хитчина:     автокорреляционная функция

является косинус Фурье-образом от своей спектральной плотности

Следовательно

CCCC((((tttt)))) ==== lllliiiimmmm
TTTT→→→→∞∞∞∞

1111

TTTT

TTTT////2222∫∫∫∫

−−−−TTTT////2222

AAAA((((0000))))AAAA((((tttt))))ddddtttt

GGGG((((ωωωω)))) ====
1111

TTTT
AAAA((((ωωωω))))AAAA((((−−−−ωωωω)))) GGGG((((ωωωω)))) ==== GGGG((((−−−−ωωωω))))

Обратное преобразование Фурье:

GGGG((((tttt)))) ====
1111

2222ππππ

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

GGGG((((ωωωω))))eeee−−−−iiiiωωωωttttddddωωωω ====
1111

2222ππππ

∞∞∞∞∫∫∫∫

0000

GGGG((((−−−−ωωωω))))eeee−−−−iiiiωωωωttttdddd((((−−−−ωωωω))))++++
1111

2222ππππ

∞∞∞∞∫∫∫∫

0000

GGGG((((ωωωω))))eeee−−−−iiiiωωωωttttddddωωωω

====
1111

2222ππππ

∞∞∞∞∫∫∫∫

0000

2222GGGG((((ωωωω)))) ccccoooossss((((ωωωωtttt))))ddddωωωω Спектральная плотностьСпектральная плотность DDDD((((ωωωω)))) ==== 2222GGGG((((ωωωω))))



HHHHHHHHiiiiiiiinnnnnnnntttttttt ======== xxxxxxxxFFFFFFFF ((((((((tttttttt))))))))

ФлуктуационноФлуктуационно--диссипационнаядиссипационная теорематеорема

Напомним: нечетная часть
функции отклика определена как IIIIIIIImmmmmmmm χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω)))))))) ========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

ddddddddtttttttteeeeeeeeiiiiiiiiωωωωωωωωtttttttt 11111111

22222222iiiiiiii
((((((((χχχχχχχχ((((((((tttttttt)))))))) −−−−−−−− χχχχχχχχ((((((((−−−−−−−−tttttttt)))))))))))))))) ========

11111111

22222222
ββββββββωωωωωωωωCCCCCCCC((((((((ωωωωωωωω))))))))

C другой стороны,       связана с энергией диссипации:          IIIIIIIImmmmmmmmχχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω))))))))

Следовательно

〈〈〈〈ddddWWWW
ddddtttt
〉〉〉〉 ====

1111

2222
FFFF 22220000 ωωωωIIIImmmm χχχχ

Диссипированная в системе энергия связана с фурье-образом автокорреля-
ционной функции, описывающей флуктуации равновесного состояния

ДиссипированнаяДиссипированная вв системесистеме энергияэнергия связанасвязана сс фурьефурье--образомобразом автокорреляавтокорреля--
ционнойционной функциифункции, , описывающейописывающей флуктуациифлуктуации равновесногоравновесного состояниясостояния

〈〈〈〈ddddWWWW
ddddtttt
〉〉〉〉 ====

ββββ

4444
FFFF 22220000 ωωωω

2222CCCC((((ωωωω))))

Фурье-образ автокорреляционной функции CCCCCCCC((((((((ωωωωωωωω)))))))) ========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

〈〈〈〈〈〈〈〈AAAAAAAA((((((((tttttttt))))))))AAAAAAAA((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉eeeeeeeeiiiiiiiiωωωωωωωωttttttttddddddddtttttttt

В задаче о гармоническом осцилляторе в идеальном газе

xxxx((((ωωωω)))) ==== χχχχ((((ωωωω))))FFFF ((((ωωωω))));;;; χχχχ((((ωωωω)))) ====
1111

MMMM((((ωωωω22220000 −−−− ωωωω2222 −−−− iiiiωωωωγγγγ))))
;;;;

CCCC((((ωωωω)))) →→→→ FFFF ((((ωωωω)))) ====
2222kkkkBBBBTTTT

ωωωω

IIIImmmmχχχχ((((ωωωω))))

||||χχχχ((((ωωωω))))||||2222 ==== 2222kkkkBBBBTTTTMMMMγγγγ ====
11116666nnnnSSSSkkkkBBBBTTTTmmmmvvvvtttt√√√√

ππππ

задача о гармонической

внешней силе FFFF ((((tttt)))) ==== FFFF0000 ccccoooossss((((ωωωωtttt))))



ПростойПростой примерпример: : теорематеорема НайквистаНайквиста

Напомним: функция инвариантна при обращении времени: С(t)= С(-t)CCCCCCCC ((((((((tttttttt)))))))) ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈AAAAAAAA((((((((tttttttt))))))))AAAAAAAA((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉cccccccc

В состоянии термодинамического равновесия ˙̇̇̇̇̇̇̇CCCCCCCCBBBBBBBBAAAAAAAA((((((((tttttttt)))))))) ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈 ˙̇̇̇̇̇̇̇BBBBBBBB((((((((tttttttt))))))))AAAAAAAA((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉cccccccc ======== −−−−−−−−〈〈〈〈〈〈〈〈BBBBBBBB((((((((tttttttt)))))))) ˙̇̇̇̇̇̇̇AAAAAAAA((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉cccccccc

δδδδδδδδBBBBBBBB((((((((tttttttt)))))))) ======== BBBBBBBB((((((((tttttttt)))))))) −−−−−−−− 〈〈〈〈〈〈〈〈BBBBBBBB〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== λλλλλλλλββββββββ〈〈〈〈〈〈〈〈BBBBBBBB((((((((tttttttt))))))))AAAAAAAA((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉cccccccc

Флуктуация величины B: Фурье-образ флуктуации величины B:

χχχχχχχχBBBBBBBBAAAAAAAA((((((((tttttttt)))))))) ======== −−−−−−−−ββββββββθθθθθθθθ((((((((tttttttt)))))))) ˙̇̇̇̇̇̇̇CCCCCCCCBBBBBBBBAAAAAAAA((((((((tttttttt))))))))

Функция отклика δδδδδδδδBBBBBBBB((((((((ωωωωωωωω)))))))) ======== ββββββββλλλλλλλλ

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddtttttttteeeeeeeeiiiiiiiiωωωωωωωωtttttttt〈〈〈〈〈〈〈〈BBBBBBBB((((((((tttttttt)))))))) ˙̇̇̇̇̇̇̇AAAAAAAA((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉cccccccc

Рассмотрим задачу о переносе

заряда в одномерном проводнике: 
AAAAAAAA ======== eeeeeeee

∑∑∑∑∑∑∑∑
iiiiiiii
xxxxxxxxiiiiiiii ;;;;;;;; BBBBBBBB ======== ˙̇̇̇̇̇̇̇AAAAAAAA ======== eeeeeeee

∑∑∑∑∑∑∑∑
iiiiiiii

˙̇̇̇̇̇̇̇xxxxxxxxiiiiiiii ======== ΩΩΩΩΩΩΩΩjjjjjjjj

Ток

Возмущение связано с влиянием

внешнего электрического поля
HHHHHHHHiiiiiiiinnnnnnnntttttttt ======== −−−−−−−−eeeeeeeeEEEEEEEE((((((((tttttttt))))))))

∑∑∑∑∑∑∑∑

iiiiiiii

xxxxxxxxiiiiiiii ======== −−−−−−−−EEEEEEEE((((((((tttttttt))))))))AAAAAAAA

Следовательно δδδδBBBB((((ωωωω)))) ==== ΩΩΩΩjjjj((((ωωωω)))) ==== ββββΩΩΩΩ2222EEEE((((ωωωω))))
∞∞∞∞∫∫∫∫
0000

ddddtttteeeeiiiiωωωωtttt〈〈〈〈jjjj((((tttt))))jjjj((((0000))))〉〉〉〉 ||||EEEE====0000
Закон Ома jjjj((((ωωωω)))) ==== σσσσ((((ωωωω))))EEEE((((ωωωω))));;;; σσσσ((((ωωωω)))) ==== ββββΩΩΩΩ

∞∞∞∞∫∫∫∫
0000

ddddtttteeeeiiiiωωωωtttt〈〈〈〈jjjj((((tttt))))jjjj((((0000))))〉〉〉〉 ||||EEEE====0000
ТеоремаТеорема НайквистаНайквиста



КвантоваяКвантовая функцияфункция линейноголинейного откликаотклика

Как и в классическом случае, рассмотрим возмущение системы H0 + H int

Однако операторы H0 и H int не обязательно коммутируют и eeeeHHHH++++HHHHiiiinnnntttt �� ��==== eeeeHHHHeeeeHHHHiiiinnnntttt

Корреляционная функция определена соотношением CCCCCCCCBBBBBBBBAAAAAAAA ((((((((tttttttt)))))))) ======== 11111111
22222222
〈〈〈〈〈〈〈〈[[[[[[[[BBBBBBBB ((((((((tttttttt))))))))AAAAAAAA((((((((00000000))))))))]]]]]]]]〉〉〉〉〉〉〉〉

Динамическая восприимчивость системы : χχχχBBBBAAAA((((tttt)))) ==== iiiiθθθθ((((tttt))))〈〈〈〈[[[[BBBB((((tttt)))),,,, AAAA((((0000))))]]]]〉〉〉〉

Усреднение по равновесному ансамблю: 〈〈〈〈〈〈〈〈AAAAAAAA〉〉〉〉〉〉〉〉 ========
11111111

ZZZZZZZZ
TTTTTTTTrrrrrrrr
((((((((
AAAAAAAAeeeeeeee−−−−−−−−ββββββββHHHHHHHH

))))))))
;;;;;;;; ZZZZZZZZ ======== TTTTTTTTrrrrrrrreeeeeeee−−−−−−−−ββββββββHHHHHHHH

Временная эволюция величины A(t) определена в картине Гейзенберга как

AAAAAAAA((((((((tttttttt)))))))) ======== eeeeeeeeiiiiiiiiHHHHHHHHtttttttt////////��������AAAAAAAA((((((((00000000))))))))eeeeeeee−−−−−−−−iiiiiiiiHHHHHHHHtttttttt////////��������

Флуктуационно-диссипационная теорема отличается от классической формы

IIIIIIIImmmmmmmm χχχχχχχχ((((((((ωωωωωωωω)))))))) ========
11111111

22222222��������

((((((((
11111111 −−−−−−−− eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββ��������ωωωωωωωω

))))))))
SSSSSSSSBBBBBBBBAAAAAAAA((((((((ωωωωωωωω))))))));;;;;;;; SSSSSSSSBBBBBBBBAAAAAAAA((((((((tttttttt)))))))) ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈BBBBBBBB((((((((tttttttt))))))))AAAAAAAA((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉cccccccc

Фукция КубоФукция Кубо

ВопросВопрос:: когда классическое описание неприменимо? Если ħω>>kBT !



ОткликОтклик квантовогоквантового осциллятораосциллятора

Напомним: одномерный квантовомеханический осциллятор определяется как

HHHH ====
ˆ̂̂̂pppp2222

2222mmmm
++++
mmmmωωωω22220000

2222
ˆ̂̂̂xxxx2222;;;; HHHH||||nnnn〉〉〉〉 ==== εεεεnnnn||||nnnn〉〉〉〉;;;; εεεεnnnn ==== ����ωωωω0000((((nnnn++++

1111

2222
))))

Представление операторов a, a† : ˆ̂̂̂xxxx ====
xxxx0000√√√√
2222

((((
ˆ̂̂̂aaaa++++ ˆ̂̂̂aaaa††††

))))
;;;;

ˆ̂̂̂pppp ==== −−−− iiii����
xxxx0000
√√√√

2222

((((
ˆ̂̂̂aaaa−−−− ˆ̂̂̂aaaa††††

)))) xxxx0000 ====
√√√√

����

mmmmωωωω0000ˆ̂̂̂aaaa||||nnnn〉〉〉〉 ====
√√√√
nnnn||||nnnn−−−− 1111〉〉〉〉

ˆ̂̂̂aaaa††††||||nnnn〉〉〉〉 ====
√√√√
nnnn++++ 1111||||nnnn++++ 1111

Оператор возмущения: HHHHiiiinnnntttt ==== −−−−hhhh((((tttt))))ˆ̂̂̂xxxx
Отклик квантовой системы на

возмущение определяется

уравнением Лиувилля-Неймана:  iiii����
∂∂∂∂ ˆ̂̂̂ρρρρ

∂∂∂∂tttt
==== −−−−[[[[ ˆ̂̂̂ρρρρ,,,, HHHH ++++HHHHiiiinnnntttt]]]]

ˆ̂̂̂ρρρρ0000 ====
1111

ZZZZ
eeee−−−−ββββHHHH ;;;; ZZZZ ==== TTTTrrrr eeee−−−−ββββHHHH

ˆ̂̂̂ρρρρ ==== ˆ̂̂̂ρρρρ0000 ++++ δδδδ ˆ̂̂̂ρρρρ

iiii����
∂∂∂∂δδδδ ˆ̂̂̂ρρρρ

∂∂∂∂tttt
==== −−−−[[[[δδδδ ˆ̂̂̂ρρρρ,,,, HHHH ]]]]−−−− [[[[ ˆ̂̂̂ρρρρ0000,,,, HHHHiiiinnnntttt]]]]

Функция отклика:

δδδδ ˆ̂̂̂ρρρρ((((tttt)))) ====
iiii

����

∫∫∫∫
ddddtttt′′′′[[[[ ˆ̂̂̂ρρρρ0000,,,, HHHHiiiinnnntttt((((tttt

′′′′))))]]]]

χχχχ((((tttt−−−− tttt′′′′)))) ==== −−−− iiii

����
ΘΘΘΘ((((tttt−−−− tttt′′′′))))〈〈〈〈[[[[ ˆ̂̂̂xxxx((((tttt)))),,,, ˆ̂̂̂xxxx((((tttt′′′′))))]]]]〉〉〉〉
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Преобразование Фурье

функции отклика:
χχχχ((((tttt−−−− tttt′′′′)))) ==== −−−− iiii

����
ΘΘΘΘ((((tttt−−−− tttt′′′′))))〈〈〈〈[[[[ ˆ̂̂̂xxxx((((tttt)))),,,, ˆ̂̂̂xxxx((((tttt′′′′))))]]]]〉〉〉〉

h - параметр, гарантирующий
сходимость интеграла

χχχχ((((ωωωω)))) ====

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

ddddttttχχχχ((((tttt))))eeeeiiiiωωωωtttt

==== −−−− iiii

����

∑∑∑∑

nnnn,,,,nnnn′′′′

eeee−−−−ββββεεεεnnnn

ZZZZ
||||〈〈〈〈nnnn|||| ˆ̂̂̂xxxx||||nnnn′′′′〉〉〉〉||||2222

∞∞∞∞∫∫∫∫

0000

ddddtttt
{{{{
eeeeiiii((((εεεεnnnn−−−−εεεεnnnn′′′′++++����ωωωω))))tttt////���� −−−− eeeeiiii((((εεεεnnnn′′′′−−−−εεεεnnnn++++����ωωωω))))tttt////����

}}}}
eeee−−−−ηηηηtttt

====
∑∑∑∑

nnnn,,,,nnnn′′′′

eeee−−−−ββββεεεεnnnn

ZZZZ
||||〈〈〈〈nnnn|||| ˆ̂̂̂xxxx||||nnnn′′′′〉〉〉〉||||2222

{{{{
1111

����ωωωω −−−− εεεεnnnn′′′′ ++++ εεεεnnnn ++++ iiii����ηηηη
−−−− 1111

����ωωωω −−−− εεεεnnnn ++++ εεεεnnnn′′′′ ++++ iiii����ηηηη

}}}}

Поскольку 〈〈〈〈nnnn|||| ˆ̂̂̂xxxx||||nnnn′′′′〉〉〉〉 ====
xxxx0000√√√√
2222
〈〈〈〈nnnn||||((((ˆ̂̂̂aaaa++++ ˆ̂̂̂aaaa††††))))||||nnnn′′′′〉〉〉〉 ====

xxxx0000√√√√
2222

{{{{
δδδδnnnn′′′′,,,,nnnn++++1111

√√√√
nnnn++++ 1111 ++++ δδδδnnnn′′′′,,,,nnnn−−−−1111

√√√√
nnnn
}}}}

χχχχ((((ωωωω)))) ====
xxxx22220000
2222����

{{{{
1111

ωωωω −−−− ωωωω0000 ++++ iiiiηηηη
++++

1111

ωωωω ++++ ωωωω0000 ++++ iiiiηηηη

}}}}

поглощение кванта энергии ħw испускание кванта энергии ħw



СтохастическиеСтохастические процессыпроцессы

Задача пьяного матроса: он выходит из кабака в таком состоянии
что не в состоянии сделать два шага в одном направлении, 
каждый последующий шаг делается произвольно. 

Вопрос: как далеко он уйдет и какова вероятность того, что он
попадет на корабль?

(Сравните с упражнением 2.4)

Одномерная задача: p - вероятность шага влево; 
q=1-p - вероятность шага вправо

〈〈〈〈xxxx〉〉〉〉 ====

NNNN∑∑∑∑

nnnn====0000

NNNN !!!!

nnnn!!!!((((NNNN −−−− nnnn))))!!!!
[[[[((((2222nnnn −−−− NNNN ))))aaaa]]]] ppppnnnnqqqqNNNN−−−−nnnn ==== 2222aaaapppp

∂∂∂∂

∂∂∂∂pppp

(((( NNNN∑∑∑∑

nnnn====0000

NNNN !!!!

nnnn!!!!((((NNNN −−−− nnnn))))!!!!
ppppnnnnqqqqNNNN−−−−nnnn

))))
−−−−NNNNaaaa

n=N → все шаги вправо; n=0 → все шаги влево - - матрос абсолютно трезв!

Поскольку

〈〈〈〈xxxx〉〉〉〉 ====
∑∑∑∑

nnnn PPPPnnnnxxxx

NNNNNNNN∑∑∑∑∑∑∑∑

nnnnnnnn========00000000

NNNNNNNN !!!!!!!!

nnnnnnnn!!!!!!!!((((((((NNNNNNNN −−−−−−−− nnnnnnnn))))))))!!!!!!!!
ppppppppnnnnnnnnqqqqqqqqNNNNNNNN−−−−−−−−nnnnnnnn ======== ((((((((pppppppp ++++++++ qqqqqqqq))))))))NNNNNNNN

〈〈〈〈xxxx〉〉〉〉 ==== 2222aaaapppp
∂∂∂∂

∂∂∂∂pppp
((((pppp++++ qqqq))))

NNNN−−−−NNNNaaaa ==== 2222aaaappppNNNN [[[[((((pppp++++qqqq))))NNNN−−−−1111]]]]−−−−NNNNaaaa ==== 2222aaaappppNNNN ····1111NNNN−−−−1111−−−−NNNNaaaa ==== NNNNaaaa((((pppp−−−−qqqq))))

pppppppp ======== qqqqqqqq ======== 11111111
22222222 −−−−−−−−→→→→→→→→ 〈〈〈〈〈〈〈〈xxxxxxxx〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== 00000000



Как далеко может матрос отойти от кабака? 

Рассмотрим стандартное отклонение (флуктуацию) координаты δδδδδδδδxxxxxxxx22222222 ======== 〈〈〈〈〈〈〈〈xxxxxxxx22222222 〉〉〉〉〉〉〉〉 −−−−−−−− ((((((((〈〈〈〈〈〈〈〈xxxxxxxx〉〉〉〉〉〉〉〉))))))))22222222

〈〈〈〈〈〈〈〈xxxxxxxx22222222〉〉〉〉〉〉〉〉 ========
NNNNNNNN∑∑∑∑∑∑∑∑

nnnnnnnn========00000000

NNNNNNNN !!!!!!!!

nnnnnnnn!!!!!!!!((((((((NNNNNNNN −−−−−−−− nnnnnnnn))))))))!!!!!!!!
[[[[[[[[((((((((22222222nnnnnnnn −−−−−−−− NNNNNNNN ))))))))aaaaaaaa]]]]]]]]

22222222 ppppppppnnnnnnnnqqqqqqqqNNNNNNNN−−−−−−−−nnnnnnnn ======== NNNNNNNNaaaaaaaa22222222
[[[[[[[[
((((((((NNNNNNNN −−−−−−−− 11111111))))))))((((((((pppppppp −−−−−−−− qqqqqqqq))))))))22222222 ++++++++ 11111111

]]]]]]]]

δδδδxxxx2222 ==== 4444NNNNaaaa2222ppppqqqq Среднее отклонение за 1 шаг δδδδδδδδxxxxxxxx2222222200000000 ======== 44444444aaaaaaaa22222222ppppppppqqqqqqqq

Трехмерная задача:

Случайным является выбор

направления каждого шага длиной L

####RRRR

####RRRRNNNN ==== ####RRRRNNNN−−−−1111 ++++ ####LLLL

####RRRRNNNN ···· ####RRRRNNNN ==== ||||####RRRRNNNN ||||2222 ==== |||| ####RRRRNNNN−−−−1111||||2222 ++++ 2222####RRRRNNNN−−−−1111 ···· ####LLLL++++ ||||####LLLL||||2222

〈〈〈〈RRRR2222NNNN 〉〉〉〉 ==== 〈〈〈〈RRRR2222NNNN−−−−1111〉〉〉〉++++ 〈〈〈〈2222RRRRNNNN−−−−1111LLLL ccccoooossss θθθθ〉〉〉〉++++ LLLL2222 ==== 〈〈〈〈RRRR2222NNNN−−−−1111〉〉〉〉 ++++ LLLL2222
〈〈〈〈ccccoooossss θθθθ〉〉〉〉 ==== 0000

По индукции 〈〈〈〈〈〈〈〈RRRRRRRR22222222NNNNNNNN 〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== NNNNNNNNLLLLLLLL22222222 Заметим: число шагов N ~ t 〈〈〈〈RRRR2222NNNN 〉〉〉〉 ==== ααααttttLLLL2222

Какой смысл имеет постоянная a a ?



Случайная (стохастическая) величина A принимает значения,  
каждое из который имеет некоторую вероятность, из определенного набора. 
При этом заданы

Весь набор возможных значений случайной величины;  
Вероятности реализации каждого этого значения.

Пример: число выпавшее при броске игрального кубика является стохастической
переменной, принимающей значения из набора 6   чисел, соответствующие
вероятности равны 1/6 для каждого числа.

СлучайныеСлучайные величинывеличины

СлучайныйСлучайный илиили стохастическийстохастический процесспроцесс x(tx(t )) - процесс в ходе которого
переменная xx не зависит однозначным образом от некоторой независимой

переменной tt (например от времени). Наблюдения за различными системами
ансамбля дают различные функции x(tx(t).). Задача состоит в анализе

соответствующих распределенийраспределений вероятностивероятности. 

Поскольку n,m >>1 и

Одномерное случайное блуждание: чтобы попасть в точку x=mL нужно сделать ½(n+m)
шагов величины L вперед и ½(n-m) назад. Соответствующая вероятность определяется
биномиальным распределением

nnnn!!!! ≈≈≈≈
((((nnnn
eeee

))))nnnn√√√√
2222ππππnnnn

PPPP ((((nnnn,,,, mmmm)))) ====
nnnn!!!![[[[

1111
2222
((((nnnn−−−−mmmm))))

]]]]
!!!!
[[[[
1111
2222
((((nnnn ++++mmmm))))

]]]]
!!!!

PPPP ((((nnnn,,,, mmmm)))) ====
2222eeee−−−−

mmmm2222

2222nnnn√√√√
2222ππππnnnnРаспределение ГауссаРаспределение Гаусса
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МарковскиеМарковские процессыпроцессы

Можно построить иерархию вероятностей случайных блужданий:

P1(x,t)dx → вероятность обнаружить частицу в интервале {{x, x+dx}} в момент

времени t
P2(x1,t1; x2,t2) dx1 dx2→ вероятность обнаружить частицу в интервале {{x1, x1+dx1}}
в момент времени t1 и в интервале {{x2, x2+dx2}} в момент времени t2
P3(x1,t1; x2,t2 ; x3,t3) dx1 dx2 dx3→ вероятность обнаружить частицу в интервале

{{x1, x1+dx1}} в момент времени t1, в интервале {{x2,x2+dx2}} в момент времени t2 и в
интервале {{x3, x3+dx3}} в момент времени t3

Определение 1: случайный процесс называется Марковским процессом

если он полностью определяется величинами P2(x1,t1; x2,t2) dx1 dx2

Определение 2: случайный процесс называется стационарным, если все
вероятности в иерархии Pn не зависят от сдвига переменной t  → t + ∆t

Альтернативно, в цепи Маркова каждый шаг определяется предыдущим шагом



ФункцияФункция распределенияраспределения вероятностейвероятностей

Определение 3: условная вероятность Pn(x1,t1; x2,t2 ...| xn,tn ) dxn это

вероятность обнаружить частицу в интервале {{xn, xn+dxn}} в момент времени

tn, при условии что переменная x(t) принимает значения x1в момент времени

t1,  x2  в момент времени t2, … и, наконец,  xn-1 в момент времени tn-1

Определение 4: функция распределения вероятностей pn(x1,t1; x2,t2 ... xn,tn )
и условная вероятность cвязаны как

ppppnnnn((((xxxx1111,,,, tttt1111;;;; .... .... .... ;;;; xxxxnnnn,,,, ttttnnnn)))) ==== ppppnnnn−−−−1111((((xxxx1111,,,, tttt1111;;;; .... .... .... ;;;; xxxxnnnn−−−−1111,,,, ttttnnnn−−−−1111))))PPPPnnnn((((xxxx1111,,,, tttt1111;;;; .... .... .... ;;;; xxxxnnnn−−−−1111,,,, ttttnnnn−−−−1111||||xxxxnnnn,,,, ttttnnnn))))

В случае марковского процесса Pn(x1,t1; x2,t2 ...| xn,tn ) = P2(xn-1,tn-1| xn,tn ) 

Двухточечная функция условного распределения вероятностей удовлетворяет

уравнению Чепмена-Колмогорова - интегрирование по всем возможным
промежуточным позициям x2  в момент времени t2 :

При марковских процессах

PPPP2222((((xxxx1111,,,, tttt1111||||xxxx3333,,,, tttt3333)))) ====

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞
ddddxxxx2222PPPP2222((((xxxx1111,,,, tttt1111||||xxxx2222,,,, tttt2222))))PPPP3333((((xxxx1111,,,, tttt1111;;;; xxxx2222,,,, tttt2222||||xxxx3333,,,, tttt3333))))

PPPP2222((((xxxx1111,,,, tttt1111||||xxxx3333,,,, tttt3333)))) ====

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

ddddxxxx2222PPPP2222((((xxxx1111,,,, tttt1111||||xxxx2222,,,, tttt2222))))PPPP2222((((xxxx2222,,,, tttt2222||||xxxx3333,,,, tttt3333))))

Уравнение Смолуховского



Детерминистическое

описание

Стохастическое описание

(1 возможная реализация)

Стохастическое описание

(10 возможных реализаций)

Стохастическое описание

(распределение вероятности)

ВероятностноеВероятностное описаниеописание стохастическихстохастических процессовпроцессов

P(x,t) 

ddddxxxx

ddddtttt
==== FFFF ((((xxxx))))

〈〈〈〈xxxx〉〉〉〉 ====
∑∑∑∑
nnnn
ddddxxxxnnnnPPPPnnnn((((xxxx,,,, tttt))))

〈〈〈〈xxxx((((iiii))))〉〉〉〉 ====
∑∑∑∑
nnnn
ddddxxxxnnnnPPPP

((((iiii))))
nnnn ((((xxxx,,,, tttt))))

〈〈〈〈xxxx〉〉〉〉 ====

∫∫∫∫
DDDDxxxxPPPP ((((xxxx,,,, tttt))))

x

x

x

x
t

t

t

t



ОтОт случайныхслучайных блужданийблужданий кк уравнениюуравнению диффузиидиффузии

Напомним: в задаче об одномерном случайном блуждании вероятность
оказаться в точке x=mL после четного числа n шагов длиной L равна

PPPP ((((nnnn,,,, mmmm)))) ====
2222eeee−−−−

mmmm2222

2222nnnn√√√√
2222ππππnnnn

Положим что n шагов произошло за время t → P(n, m)=P(x)dx= P(x)·2L 
и определим 2222DDDDtttt ≡≡≡≡ nnnnLLLL2222

PPPP ((((xxxx,,,, tttt)))) ====
1111√√√√

4444ππππDDDDtttt
eeeexxxxpppp

((((
−−−− xxxx2222

4444DDDDtttt

))))

Уравнение диффузии: ∂∂∂∂PPPP

∂∂∂∂tttt
==== DDDD

∂∂∂∂2222PPPP

∂∂∂∂xxxx2222
;;;; PPPP ((((xxxx,,,, 0000)))) ==== δδδδ((((xxxx))))

В трехмерной задаче PPPP ((((rrrr,,,, tttt)))) ====
1111

((((4444ππππDDDDtttt))))3333////2222
eeeexxxxpppp

((((
−−−− rrrr2222

4444DDDDtttt

))))
;;;; 〈〈〈〈rrrr2222〉〉〉〉 ==== 6666DDDDtttt

коэффициент

диффузии

коэффициент

диффузии

С точки зрения эксперимента коэффициент

диффузии определен соотношением
DDDDDDDD ========

〈〈〈〈〈〈〈〈xxxxxxxx22222222〉〉〉〉〉〉〉〉
22222222tttttttt



БроуновскоеБроуновское движениедвижение

Броуновская частица массы M
стохастически бомбардируемая

легкими частицами массы m 
(резервуар при температуре T)

M

Вязкость: ####FFFFvvvv ==== −−−−αααα####vvvv Макроскопический масштаб времени γγγγ ==== αααα
MMMM

Микроскопический масштаб времени
между двумя столкновениями t t ~10~10--1212 cc

Простейшее описание: модель Калдейры-Леже:

HHHH ====
PPPP 2222

2222MMMM
++++

NNNN∑∑∑∑

iiii====1111

pppp2222iiii
2222mmmmiiii

++++
1111

2222

NNNN∑∑∑∑

iiii====1111

mmmmiiiiωωωω
2222
iiii ((((XXXX −−−− xxxxiiii))))

2222

====

[[[[
PPPP 2222

2222MMMM
++++
κκκκXXXX2222

2222

]]]]
++++

[[[[
NNNN∑∑∑∑

iiii====1111

((((
pppp2222iiii

2222mmmmiiii
++++
mmmmiiiiωωωω

2222
iiii xxxx
2222
iiii

2222

))))]]]]
−−−−XXXX

NNNN∑∑∑∑

iiii====1111

mmmmiiiiωωωω
2222
iiii xxxxiiii

==== HHHHMMMM ++++HHHHmmmm ++++HHHHiiiinnnntttt

κκκκ ====
NNNN∑∑∑∑
iiii====1111

mmmmiiiiωωωω
2222
iiii

коэффициент

трения

коэффициент

трения



БроуновскоеБроуновское движениедвижение: : функцияфункция откликаотклика

Взаимодействие между броуновской частицей и резервуаром:

Сила, действующая
на частицу M

Сила, действующая
на частицу M

HHHH ==== HHHH0000 ++++HHHHiiiinnnntttt;;;; HHHHiiiinnnntttt ==== −−−−λλλλAAAA((((pppp,,,, qqqq))))

HHHH ==== HHHH0000 ++++HHHHiiiinnnntttt;;;; HHHHiiiinnnntttt ==== −−−−XXXX((((tttt))))FFFF ((((tttt))));;;; FFFF ((((tttt)))) ====
NNNN∑∑∑∑

iiii====1111

mmmmωωωω2222iiii xxxxiiii

Взаимодействие в теории линейного отклика: 

XXXX((((tttt)))) ⇌⇌⇌⇌ λλλλ;;;; FFFF ((((tttt)))) ⇌⇌⇌⇌ AAAA((((pppp,,,, qqqq))))

Уравнение движения

броуновской частицы: MMMM
dddd2222XXXX

ddddtttt2222
==== −−−−κκκκXXXX ++++ FFFF ((((tttt))))

Пренебрегая обратным влиянием

броуновской частицы на резервуар:
FFFF ((((tttt)))) ====

NNNN∑∑∑∑

iiii====1111

[[[[mmmmωωωω2222iiii xxxxiiii((((0000)))) ccccoooossssωωωωiiiitttt++++ ωωωωiiiippppiiii((((0000)))) ssssiiiinnnnωωωωiiiitttt]]]]

Включая взаимодействие:

CCCC((((tttt)))) ==== 〈〈〈〈FFFF ((((tttt))))FFFF ((((0000))))〉〉〉〉

Функция отклика

FFFF ((((tttt)))) →→→→ FFFF ((((tttt))))++++ δδδδFFFF ((((tttt))));;;; δδδδFFFF ((((tttt)))) ====

tttt∫∫∫∫

0000

ddddtttt′′′′χχχχ((((tttt−−−− tttt′′′′))))XXXX((((tttt′′′′)))) ==== −−−−ββββ
tttt∫∫∫∫

0000

ddddtttt′′′′ ˙̇̇̇CCCC((((tttt−−−− tttt′′′′))))XXXX((((tttt′′′′))))

Автокорреляционная

функция

Заметим: решение точное!

Интегрируя по частям: MMMM
dddd2222XXXX

ddddtttt2222
==== FFFF ((((tttt))))−−−− ββββ

∞∞∞∞∫∫∫∫

0000

ddddtttt′′′′CCCC((((tttt′′′′)))) ˙̇̇̇XXXX((((tttt−−−− tttt′′′′))))
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HHHH ==== HHHH0000 ++++HHHHiiiinnnntttt

λλλλ
HHHH ==== HHHH0000

tttt

tttt

Флуктуации координаты

броуновской частицы

HHHHiiiinnnntttt ==== FFFF ((((tttt))))XXXX((((tttt))))

HHHH((((tttt)))) ====

{{{{
λλλλ,,,, tttt <<<< 0000
0000,,,, tttt >>>> 0000

==== λλλλΘΘΘΘ((((tttt))))

HHHH((((tttt))))

∆∆∆∆〈〈〈〈XXXX((((tttt))))〉〉〉〉
CCCC((((tttt)))) ==== 〈〈〈〈δδδδXXXX((((tttt))))δδδδXXXX((((0000))))〉〉〉〉cccc ====

kkkkBBBBTTTT

λλλλ
∆∆∆∆〈〈〈〈xxxx((((tttt))))〉〉〉〉



БроуновскоеБроуновское движениедвижение: : 
флуктуационнофлуктуационно--диссипационнаядиссипационная теорематеорема

Флуктуирующая сила

со стороны резервуара
Сила трения

(отклик системы)

Предположим что C(t) изменяется гораздо быстрее чем X(t):

MMMM
dddd2222XXXX

ddddtttt2222
==== FFFF ((((tttt))))−−−− ββββ

tttt∫∫∫∫

0000

ddddtttt′′′′CCCC((((tttt′′′′)))) ˙̇̇̇XXXX((((tttt−−−− tttt′′′′))))

−−−−ββββ
tttt∫∫∫∫

0000

ddddtttt′′′′CCCC((((tttt′′′′)))) ˙̇̇̇XXXX((((tttt−−−− tttt′′′′)))) ≈≈≈≈ −−−−ββββ ˙̇̇̇XXXX((((tttt))))

∞∞∞∞∫∫∫∫

0000

ddddttttCCCC((((tttt)))) ==== −−−−ββββ ˙̇̇̇XXXX

∞∞∞∞∫∫∫∫

0000

ddddtttt〈〈〈〈FFFF ((((tttt))))FFFF ((((0000))))〉〉〉〉

FFFFFFFFvvvvvvvv ======== −−−−−−−−MMMMMMMMγγγγγγγγ ˙̇̇̇̇̇̇̇XXXXXXXX ((((((((tttttttt))))))));;;;;;;; γγγγγγγγ ========
ββββββββ

MMMMMMMM

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddtttttttt〈〈〈〈〈〈〈〈FFFFFFFF ((((((((tttttttt))))))))FFFFFFFF ((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉
ФДТ - коэффициент трения
(диссипация) определяется
флуктуациями силы F(t)

Окончательно - уравнение движения
броуновской частицы:

MMMM
dddd2222XXXX

ddddtttt2222
==== FFFF ((((tttt))))−−−− γγγγMMMM

ddddXXXX

ddddtttt

Обычное описание броуновского движения начинается

с этой эмпирической формулы! 



УравнениеУравнение ЛанжевенаЛанжевена

MMMM
dddd2222XXXX

ddddtttt2222
==== FFFF ((((tttt))))−−−− γγγγMMMM

ddddXXXX

ddddtttt

Уравнение движения броуновской частицы УравнениеУравнение ЛанжевенаЛанжевена

V̇ = −γV+ f(t)

Для сферической частицы радиуса a коэффициент трения γγγγ ====
6666ππππηηηηaaaa

mmmm ВязкостьВязкость

Условие белого шума:  

- случайная функция, 

Решение уравнения Ланжевена:

f(t) 〈f(t)〉 = 0

〈〈〈〈ffff ((((tttt))))ffff ((((tttt′′′′))))〉〉〉〉 ==== λλλλδδδδ((((tttt −−−− tttt′′′′))))

ЗаметимЗаметим::

VVVV ((((tttt)))) ==== vvvv0000eeee
−−−−γγγγtttt ++++ eeee−−−−γγγγtttt

∞∞∞∞∫∫∫∫

0000

ddddtttt′′′′eeeeγγγγtttt
′′′′

ffff((((tttt′′′′))))

〈〈〈〈VVVV ((((tttt))))〉〉〉〉 ==== vvvv0000eeee
−−−−γγγγtttt Средняя скорость

броуновской частицы

Средняя скорость

броуновской частицыСледовательно, дисперсия скорости:

==== λλλλeeee−−−−2222γγγγ
tttt∫∫∫∫

0000

ddddtttt′′′′eeee2222γγγγtttt
′′′′

====
λλλλ

2222γγγγ

((((
1111−−−− eeee−−−−2222γγγγtttt

))))
→→→→ λλλλ

2222γγγγ
==== 〈〈〈〈VVVV 2222〉〉〉〉 По теореме о

равнораспределении

MMMMVVVV 2222 ==== kkkkBBBBTTTT

λλλλλλλλ ======== γγγγγγγγ
22222222kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

MMMMMMMM
Уравнение Эйнштейна (связь диффузии
скорости l и коэффициента трения g)

белый шум: 〈〈〈〈ffff ((((tttt))))〉〉〉〉 ==== 0000

〈〈〈〈((((VVVV ((((tttt))))−−−− 〈〈〈〈VVVV ((((tttt))))〉〉〉〉))))2222〉〉〉〉 ==== 〈〈〈〈((((VVVV ((((tttt))))−−−− vvvv0000eeee
−−−−γγγγtttt))))2222〉〉〉〉 ==== eeee−−−−2222γγγγ

tttt∫∫∫∫

0000

ddddtttt′′′′ddddtttt′′′′′′′′eeeeγγγγ((((tttt
′′′′++++tttt′′′′′′′′))))〈〈〈〈ffff((((tttt′′′′))))ffff((((tttt′′′′′′′′))))〉〉〉〉



ДвижениеДвижение броуновскойброуновской частицычастицы

Заметим: уравнение Эйнштейна выражает ФДТ:  l соответствует

флуктуациям случайной силы, а трение g - диссипации энергии

λλλλλλλλ ======== γγγγγγγγ
22222222kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

MMMMMMMM

Координата броуновской частицы: XXXX((((tttt)))) ==== XXXX((((0000)))) ++++

tttt∫∫∫∫

0000

ddddtttt′′′′VVVV ((((tttt′′′′))))

Дисперсия координаты:

〈〈〈〈((((XXXX((((tttt))))−−−−XXXX((((0000))))))))2222〉〉〉〉 ====

((((
vvvv22220000 −−−−

kkkkBBBBTTTT

MMMM

))))
1111

γγγγ2222
((((
1111 −−−− eeee−−−−γγγγtttt

))))2222
++++

2222kkkkBBBBTTTT

MMMMγγγγ

((((
tttt−−−− 1111

γγγγ
[[[[1111−−−− eeee−−−−γγγγtttt]]]]

))))

При - свободное движение X(0)=0:

При -

tttttttt ≪≪≪≪≪≪≪≪ 11111111////////γγγγγγγγ

tttt≫≫≫≫ 1111////γγγγ

Напомним: коэффициент диффузии DDDD ====
〈〈〈〈XXXX2222〉〉〉〉
2222tttt

〈〈〈〈XXXX2222((((tttt))))〉〉〉〉 ≈≈≈≈ 2222kkkkBBBBTTTT

MMMMγγγγ
tttt

〈〈〈〈〈〈〈〈XXXXXXXX22222222((((((((tttttttt))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉 ≈≈≈≈≈≈≈≈ vvvvvvvv2222222200000000 tttttttt
22222222

DDDDDDDD ========
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

MMMMMMMMγγγγγγγγ

Соотношение

Эйнштейна

В пределе большого времени наблюдения

автокорреляционная функция скорости:

〈〈〈〈〈〈〈〈VVVVVVVV ((((((((tttttttt′′′′′′′′))))))))VVVVVVVV ((((((((tttttttt′′′′′′′′′′′′′′′′))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉 ========
λλλλλλλλ

22222222γγγγγγγγ
eeeeeeee−−−−−−−−γγγγγγγγ ||||||||tttttttt′′′′′′′′−−−−−−−−tttttttt′′′′′′′′′′′′′′′′ ||||||||



УравнениеУравнение ФоккераФоккера--ПланкаПланка

PPPP2222((((xxxx1111,,,, tttt1111||||xxxx3333,,,, tttt3333)))) ====

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

ddddxxxx2222PPPP2222((((xxxx1111,,,, tttt1111||||xxxx2222,,,, tttt2222))))PPPP2222((((xxxx2222,,,, tttt2222||||xxxx3333,,,, tttt3333))))

Напомним: уравнение Смолуховского для марковского процесса (интегральное уравнение, 
описывающее временную эволюцию функции распределения условной вероятности P2):

Если переменная x(t) медленно меняется за малый временной интервал dt то временная
эволюция марковского процесса может быть описана дифференциальным уравнением

Фоккера-Планка. Стандартный пример - броуновское движение

∂∂∂∂PPPP2222
∂∂∂∂tttt

==== −−−− ∂∂∂∂

∂∂∂∂xxxx
[[[[FFFF ((((xxxx))))PPPP2222]]]] ++++

1111

2222

∂∂∂∂2222

∂∂∂∂xxxx2222
[[[[GGGG((((xxxx))))PPPP2222]]]] P2(x,t) 

диффузиядиффузия

Начальные условия: PPPPPPPP22222222((((((((xxxxxxxx00000000 ,,,,,,,, 00000000||||||||xxxxxxxx,,,,,,,, 00000000)))))))) ======== δδδδδδδδ((((((((xxxxxxxx −−−−−−−− xxxxxxxx00000000))))))))

снос (дрейф)снос (дрейф)

FFFF ((((xxxx))))==== lllliiiimmmm
∆∆∆∆tttt→→→→0000

〈〈〈〈∆∆∆∆xxxx〉〉〉〉
∆∆∆∆tttt

==== lllliiiimmmm
∆∆∆∆tttt→→→→0000

1111

∆∆∆∆tttt

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

((((xxxx−−−− xxxx′′′′))))PPPP2222((((xxxx||||xxxx′′′′,,,,∆∆∆∆tttt))))ddddxxxx′′′′

GGGG((((xxxx))))==== lllliiiimmmm
∆∆∆∆tttt→→→→0000

〈〈〈〈∆∆∆∆xxxx2222〉〉〉〉
∆∆∆∆tttt

==== lllliiiimmmm
∆∆∆∆tttt→→→→0000

1111

∆∆∆∆tttt

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

((((xxxx −−−− xxxx′′′′))))2222PPPP2222((((xxxx||||xxxx′′′′,,,,∆∆∆∆tttt))))ddddxxxx′′′′

Cкорость изменения среднего отклонения

Cкорость изменения квадрата
среднего отклонения



Убыль

PPPP2222((((xxxx1111,,,, tttt1111||||xxxx3333,,,, tttt3333)))) ====

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

ddddxxxx2222PPPP2222((((xxxx1111,,,, tttt1111||||xxxx2222,,,, tttt2222))))PPPP2222((((xxxx2222,,,, tttt2222||||xxxx3333,,,, tttt3333))))

Уравнение Смолуховского:

Введем новые переменные (            )

x3

xx22

x1

t1 t2 t3t dt

x
dx

x0

xxxx1111 →→→→ xxxx0000,,,, xxxx3333 →→→→ xxxx,,,, xxxx2222 →→→→ xxxx −−−− δδδδxxxx,,,, tttt2222 −−−− tttt1111 →→→→ tttt,,,, tttt3333 −−−− tttt2222 →→→→ δδδδtttt

δδδδtttt≪≪≪≪ tttt

PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx,,,, tttt++++δδδδtttt)))) ====

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

dddd((((δδδδxxxx))))PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx−−−−δδδδxxxx,,,, tttt))))PPPP2222((((xxxx−−−−δδδδxxxx||||xxxx,,,, δδδδtttt)))) ≈≈≈≈ PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx,,,, tttt))))++++
∂∂∂∂PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx,,,, tttt))))

∂∂∂∂tttt
δδδδtttt

Заметим что
∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

dddd((((δδδδxxxx))))PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx,,,, tttt))))PPPP2222((((xxxx||||xxxx−−−−δδδδxxxx,,,, δδδδtttt)))) ====PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx,,,, tttt))))
∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

dddd((((δδδδxxxx))))PPPP2222((((xxxx||||xxxx−−−−δδδδxxxx,,,, δδδδtttt)))) ====PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx,,,, tttt))))

=1

∂∂∂∂PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx,,,, tttt))))
∂∂∂∂tttt

δδδδtttt ====

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

dddd((((δδδδxxxx))))PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx−−−−δδδδxxxx,,,, tttt))))PPPP2222((((xxxx−−−−δδδδxxxx||||xxxx,,,, δδδδtttt))))−−−−
∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

dddd((((δδδδxxxx))))PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx,,,, tttt))))PPPP2222((((xxxx||||xxxx−−−−δδδδxxxx,,,, δδδδtttt))))

скорость изменения

функции распределения

условной вероятности P2

Прибыль
xxxxxxxx11111111 →→→→→→→→ xxxxxxxx22222222 →→→→→→→→ xxxxxxxx33333333 xxxxxxxx11111111 →→→→→→→→ xxxxxxxx33333333 →→→→→→→→ xxxxxxxx22222222

Основное кинетическое уравнение для условной вероятности броуновского движения



48

ВыводВывод уравненияуравнения ФоккераФоккера--ПланкаПланка

Рассмотрим разложение члена в ряд

по переменной dx и учтем что при малых значениях dx
и фиксированном значении x функция
быстро убывает, то есть нет необходимости одновременно
разлагать ее в ряд по dx :

∂∂∂∂PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx,,,, tttt))))
∂∂∂∂tttt

δδδδtttt ==== −−−−PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx,,,, tttt)))) ++++

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

dddd((((δδδδxxxx))))PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx −−−− δδδδxxxx,,,, tttt))))PPPP2222((((xxxx −−−− δδδδxxxx||||xxxx,,,, δδδδtttt))))

PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx−−−−δδδδxxxx,,,, tttt))))PPPP2222((((xxxx−−−−δδδδxxxx||||xxxx,,,, δδδδtttt)))) ====
∞∞∞∞∑∑∑∑

nnnn====0000

((((−−−−1111))))nnnn

nnnn!!!!
((((δδδδxxxx))))nnnn

∂∂∂∂nnnn[[[[PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx,,,, tttt))))]]]]
∂∂∂∂xxxxnnnn

PPPP2222((((xxxx||||xxxx++++δδδδxxxx,,,, δδδδtttt))))

PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx −−−− δδδδxxxx,,,, tttt))))

PPPP2222((((xxxx−−−− δδδδxxxx||||xxxx,,,, δδδδtttt))))

∂∂∂∂PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx,,,, tttt))))
∂∂∂∂tttt

δδδδtttt ====

∞∞∞∞∑∑∑∑

nnnn====1111

((((−−−−1111))))nnnn

nnnn!!!!

∂∂∂∂nnnn

∂∂∂∂xxxxnnnn


PPPP2222((((xxxx0000||||xxxx,,,, tttt)))) lllliiiimmmm

δδδδtttt→→→→0000

1111

δδδδtttt

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

dddd((((δδδδxxxx))))((((δδδδxxxx))))nnnnPPPP2222((((xxxx||||xxxx ++++ δδδδxxxx,,,, δδδδtttt))))




Первые два слагаемых (n=1,2) в правой части дают уравнение Фоккера-Планка

t dt

x
dx

x0



НеобратимыеНеобратимые процессыпроцессы: : 
ОсновноеОсновное кинетическоекинетическое уравнениеуравнение

Pi(t) → вероятность обнаружить систему в i-ом состоянии в момент времени t
Pi(t + dt) → вероятность обнаружить систему в этом же состоянии в следующий

момент времени t+ dt

Основное предположение: PPPPiiii((((tttt++++ δδδδtttt)))) ====
∑∑∑∑

kkkk

AAAAiiiikkkkPPPPkkkk((((tttt)))) Вероятность

перехода

Вероятность

перехода

t t + dt

i
PPPPiiii((((tttt++++ δδδδtttt)))) −−−− PPPPiiii((((tttt)))) ====

∑∑∑∑

kkkk

AAAAiiiikkkkPPPPkkkk((((tttt))))−−−−
((((
∑∑∑∑

kkkk

AAAAkkkkiiii

))))
PPPPiiii((((tttt))))

∑∑∑∑
kkkk

PPPPkkkk ==== 1111;;;;
∑∑∑∑
kkkk

AAAAkkkkiiii ====
∑∑∑∑
iiii
AAAAiiiikkkk ==== 1111

Вероятности перехода
в единицу времени: 

Вероятности перехода
в единицу времени: 

ddddPPPPiiii

ddddtttt
====
∑∑∑∑

kkkk

((((aaaaiiiikkkkPPPPkkkk −−−− aaaakkkkiiiiPPPPiiii))))AAAAiiiikkkk ==== aaaaiiiikkkkδδδδtttt

ОсновноеОсновное кинетическоекинетическое ууравнениеравнение

Принцип детального равновесия:                                           aaaaiiiikkkkPPPPkkkk ==== aaaakkkkiiiiPPPPiiii

Заметим: основное кинетическое уравнение описывает необратимый процесс: 

PPPPkkkk((((tttt)))) ====
∑∑∑∑

iiii

AAAA−−−−1111kkkkiiii PPPPiiii((((tttt++++ δδδδtttt))));;;;
∑∑∑∑

kkkk

AAAAiiiikkkkAAAA
−−−−1111
kkkkjjjj ==== δδδδiiiijjjj

не имеют смысла

вероятностей переходов

не имеют смысла

вероятностей переходов

AAAA−−−−1111kkkkjjjj



НеравновеснаяНеравновесная термодинамикатермодинамика: : УравнениеУравнение БольцманаБольцмана

Напомним: функция распределения f(r,p,t) определена соотношением: 

ffff((((rrrr,,,, pppp,,,, tttt))))
dddd3333rrrrdddd3333pppp

hhhh3333
====

число частиц находящихся в элементе объема d3r в окрестности
точки r с величинами импульса в элементе d3p около значения p в

момент времени t.

Вопрос: как функция f(r,p,t) меняется со временем? 
Пренебрегая эффектами столкновения, можно применить уравнение Лиувилля: 

Учет столкновений: 

ddddffff

ddddtttt
≡≡≡≡ ∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂tttt
++++
∂∂∂∂####rrrr

∂∂∂∂tttt
∇∇∇∇����rrrrffff ++++

∂∂∂∂####pppp

∂∂∂∂tttt
∇∇∇∇����ppppffff ==== 0000

####pppp1111 ++++ ####pppp2222 ==== ####pppp1111
′′′′ ++++ ####pppp2222

′′′′

∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂tttt
++++
∂∂∂∂####rrrr

∂∂∂∂tttt
∇∇∇∇����rrrrffff ++++

∂∂∂∂####pppp

∂∂∂∂tttt
∇∇∇∇����ppppffff ====

((((
ddddffff

ddddtttt

))))

ccccoooollllllll

интеграл столкновенийинтеграл столкновений

Кинетическое уравнение:
∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂tttt
==== −−−− ˙̇̇̇rrrr

∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂rrrr
−−−− ˙̇̇̇pppp

∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂pppp
++++

((((
ddddffff

ddddtttt

))))

ccccoooollllllll

свободное движениесвободное движениеВ отсутствие столкновений

любая функция вида

ffff ((((rrrr,,,, pppp,,,, tttt)))) ==== ϕϕϕϕ((((rrrr −−−− pppptttt

mmmm
,,,, pppp))))

является решением бесстолкновительного

кинетического уравнения

Частный случай - распределение Больцмана

ffff((((rrrr,,,, pppp,,,, tttt)))) ==== ffff ((((pppp)))) ==== eeeeµµµµ////kkkkBBBBTTTT eeee−−−−pppp2222////2222mmmmkkkkBBBBTTTT

ṗ = Fext



КинетическоеКинетическое уравнениеуравнение БольцманаБольцмана

∂f

∂t
= −v∂f

∂r
− F · ∂f

∂p
+

(
df

dt

)

coll

Функция распределения f(r,p,t) может меняться за счет следующих процессов:

Приток/отток молекул в выбранный элемент объема d3r в окрестности точки r
Изменение импульса молекул за счет действия внешних сил

Рассеяние молекул при столкновениях друг с другом

Процессы рождения/уничтожения частиц

�
�

�

p

p+dp

r r+dr

ffff ((((rrrr))))vvvv ffff ((((rrrr ++++ ddddrrrr))))vvvv

ffff ((((pppp)))) ddddppppddddtttt

ffff ((((pppp++++ ddddpppp)))) ddddppppddddtttt Кинетическое уравнение Больцмана:
7-мерное нелинейное

интегро-дифференциальное уравнение

Вопрос: как вычислить
интеграл столкновений? 



СтолкновенияСтолкновения частицчастиц

Смысл интеграла столкновений:

((((
∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂tttt

))))

ccccoooollllllll

δδδδtttt ==== ((((RRRRiiiinnnn −−−− RRRRoooouuuutttt))))δδδδtttt

RRRRRRRRiiiiiiiinnnnnnnn - число столкновений за промежуток времени dt в результате которых одна из частиц
после столкновения находится в элементе объема d3r d3p в окрестности точки (r,p)

- число столкновений за промежуток времени dt в результате которых одна из частиц
до столкновения находилась в элементе объема d3r d3p в окрестности точки (r,p)

RRRRRRRRoooooooouuuuuuuutttttttt

Для определения явного вида интеграла столкновений предположим что:
Скорость молекулы не зависит от ее положения в пространстве

Эффекты столкновения со стенками пренебрежимо малы

Внешние силы не влияют на сам процесс столкновения

Учитываются только бинарные столкновения

От одного столкновения до другого молекулы движутся свободно

Законы сохранения импульса и энергии

пары сталкивающихся частиц:

####vvvv1111 ++++####vvvv2222 ==== ####vvvv1111
′′′′ ++++####vvvv2222

′′′′;;;; ||||####vvvv1111||||2222 ++++ ||||####vvvv2222||||2222 ==== ||||####vvvv1111 ′′′′||||2222 ++++ ||||####vvvv2222 ′′′′||||2222

####vvvv1111

####vvvv2222
####vvvv ′′′′
2222

####vvvv ′′′′
1111

В системе центра масс

####VVVV ====
1111

2222
((((####vvvv1111 ++++ ####vvvv2222))));;;; ####uuuu ==== ####vvvv2222 −−−− ####vvvv1111

####VVVV ==== ####VVVV ′′′′;;;; ||||####uuuu|||| ==== ||||####uuuu ′′′′||||

####vvvv2222

####vvvv1111

####vvvv ′′′′
1111

####VVVV

####vvvv ′′′′
2222

####uuuu

####uuuu ′′′′



система центра масслабораторная система

ГеометрияГеометрия рассеяниярассеяния

####vvvv1111

####vvvv2222
####vvvv ′′′′
2222

####vvvv ′′′′
1111 ####uuuu

####uuuu ′′′′

−−−−####uuuu ′′′′
−−−−####uuuu

b

b

b
b

b

####uuuu

z

df
####uuuu ′′′′

####uuuu ′′′′

fq

dW

Поток частиц I - число молекул пересекающих за 1 сек единичную площадку, 
ортогональную пучку

Число молекул, рассеиваемых за 1 сек в направлении телесного угла dW определяется

дифференциальным сечением рассеяния s(W): IIIIσσσσ((((ΩΩΩΩ))))ddddΩΩΩΩ ==== IIIIbbbb ddddbbbbddddφφφφ



ИнтегралИнтеграл столкновенийстолкновений

Плотность потока частиц со скоростями v2, падающих на молекулу, имеющую фиксиро-
ваннную скорость v1 и находящуюся в элементе объема d3r в окрестности точки r:

IIII ==== ffff((((rrrr,,,, vvvv2222,,,, tttt))))dddd
3333vvvv2222||||####vvvv1111 −−−− ####vvvv2222||||

Число бинарных столкновений в элементе объема d3r в течение промежутка времени dt:

IIIIσσσσ((((ΩΩΩΩ))))ddddΩΩΩΩδδδδtttt ==== ffff((((rrrr,,,, vvvv2222,,,, tttt))))dddd
3333vvvv2222||||####vvvv1111 −−−− ####vvvv2222||||σσσσ((((ΩΩΩΩ))))ddddΩΩΩΩδδδδtttt

RRRRoooouuuutttt ==== ffff ((((rrrr,,,, vvvv1111,,,, tttt))))
∫∫∫∫
dddd3333vvvv2222

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩ σσσσ((((ΩΩΩΩ))))||||####vvvv1111 −−−− ####vvvv2222||||ffff((((rrrr,,,, vvvv2222,,,, tttt))))####vvvv1111 ++++ ####vvvv2222 ==== ####vvvv1111

′′′′ ++++ ####vvvv2222
′′′′

####vvvv1111
′′′′ ++++ ####vvvv2222

′′′′ ==== ####vvvv1111 ++++ ####vvvv2222Обратный процесс - столкновения при фиксированной скорости v1

Плотность потока частиц со скоростями , падающих на молекулу, имеющую скорость####vvvv ′′′′
2222 ####vvvv ′′′′

1111

((((
∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂tttt

))))

ccccoooollllllll

==== ((((RRRRiiiinnnn −−−− RRRRoooouuuutttt)))) ====

∫∫∫∫
dddd3333vvvv2222

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩσσσσ((((ΩΩΩΩ))))||||####vvvv1111 −−−− ####vvvv2222||||((((ffff ′′′′1111ffff ′′′′2222 −−−− ffff1111ffff2222))))

RRRRiiiinnnn ====
∫∫∫∫
dddd3333vvvv2222

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩ σσσσ((((ΩΩΩΩ))))||||####vvvv1111 −−−− ####vvvv2222||||ffff ((((rrrr,,,, vvvv ′′′′1111 ,,,, tttt))))ffff ((((rrrr,,,, vvvv ′′′′2222 ,,,, tttt))))

интеграл

столкновений:

интеграл

столкновений:

ffff ′′′′1111 ≡≡≡≡ ffff((((rrrr,,,, vvvv ′′′′1111 ,,,, tttt)))),,,, ffff ′′′′2222 ≡≡≡≡ ffff((((rrrr,,,, vvvv ′′′′2222 ,,,, tttt)))),,,, ffff1111 ≡≡≡≡ ffff((((rrrr,,,, vvvv1111,,,, tttt)))),,,, ffff2222 ≡≡≡≡ ffff((((rrrr,,,, vvvv2222,,,, tttt))))

IIII ==== ffff((((rrrr,,,, vvvv′′′′2222,,,, tttt))))dddd
3333vvvv′′′′2222||||####vvvv ′′′′2222 −−−− ####vvvv ′′′′1111 ||||;;;; ||||####vvvv ′′′′2222 −−−− ####vvvv ′′′′1111 |||| ==== ||||####vvvv2222 −−−− ####vvvv1111||||



РавновеснаяРавновесная функцияфункция распределенияраспределения

Уравнение переноса Больцмана:
((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ####vvvv1111 ···· ∇∇∇∇����rrrr ++++

∂∂∂∂####pppp1111
∂∂∂∂tttt
∇∇∇∇����pppp1111

))))
ffff1111 ====

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩ

∫∫∫∫
dddd3333vvvv2222σσσσ((((ΩΩΩΩ))))||||####vvvv1111 −−−− ####vvvv2222||||((((ffff ′′′′2222 ffff ′′′′1111 −−−− ffff2222ffff1111))))

Равновесная функция распределения: 

ffff ((((rrrr,,,, pppp,,,, tttt)))) →→→→ ffff ((((pppp))));;;; ∂∂∂∂ffff
∂∂∂∂tttt

==== 0000

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩ

∫∫∫∫
dddd3333vvvv2222σσσσ((((ΩΩΩΩ))))||||####vvvv1111 −−−− ####vvvv2222||||((((ffff ′′′′2222 ffff ′′′′1111 −−−− ffff2222ffff1111)))) ==== 0000

Достаточное и необходимое условие равновесия: ffff0000((((vvvv
′′′′
2222 ))))ffff0000((((vvvv

′′′′
1111 ))))−−−− ffff0000((((vvvv2222))))ffff0000((((vvvv1111)))) ==== 0000

Определение: H-функционал Больцмана где функция

распределения удовлетворяет уравнению
HHHHHHHH ((((((((tttttttt)))))))) ========

∫∫∫∫∫∫∫∫
dddddddd33333333vvvvvvvvffffffff ((((((((########vvvvvvvv,,,,,,,, tttttttt)))))))) llllllllnnnnnnnn ffffffff ((((((((########vvvvvvvv,,,,,,,, tttttttt))))))))

ffff ((((####vvvv,,,, tttt))))

∂∂∂∂ffff((((####vvvv,,,, tttt))))

∂∂∂∂tttt
====

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩ

∫∫∫∫
dddd3333vvvv2222σσσσ((((ΩΩΩΩ))))||||####vvvv1111 −−−− ####vvvv2222||||((((ffff ′′′′2222 ffff ′′′′1111 −−−− ffff2222ffff1111))))

H-теорема Больцмана: ∂∂∂∂HHHH((((tttt))))

∂∂∂∂tttt
≤≤≤≤ 0000 Заметим: условие эквивалентно

ddddHHHH((((tttt))))

ddddtttt
==== 0000

ddddHHHH

ddddtttt
====

∫∫∫∫
dddd3333vvvv

∂∂∂∂ffff((((####vvvv,,,, tttt))))

∂∂∂∂tttt
((((1111 ++++ llllnnnn ffff ((((####vvvv,,,, tttt)))))))) если то

∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂tttt
==== 0000,,,,

ddddHHHH

ddddtttt
==== 0000



РавновеснаяРавновесная функцияфункция распределенияраспределения: : 
распределениераспределение МаксвеллаМаксвелла--БольцманаБольцмана ((reduxredux))

Найдем решение уравнение для равновесной функции распределения:

ffff0000((((####vvvv
′′′′
1111 ))))ffff0000((((####vvvv

′′′′
2222 )))) −−−− ffff0000((((####vvvv1111))))ffff0000((((####vvvv2222)))) ==== 0000 ====⇒⇒⇒⇒ llllnnnn ffff0000((((####vvvv1111)))) ++++ llllnnnn ffff0000((((####vvvv2222)))) ==== llllnnnn ffff0000((((####vvvv

′′′′
1111 )))) ++++ llllnnnn ffff0000((((####vvvv

′′′′
2222 ))))

В ходе бинарных столкновений сохраняется величина χχχχ((((####vvvv1111)))) ++++ χχχχ((((####vvvv2222))));;;; χχχχ((((####vvvv)))) ==== llllnnnn ffff0000((((####vvvv))))

В случае классического соударения частиц сохранятся может только энергия и импульс:

llllnnnn ffff0000((((####vvvv)))) ==== −−−−αααα((((####vvvv −−−− ####vvvv0000))))
2222 ++++ llllnnnnCCCC;;;; αααα,,,, CCCC ==== ccccoooonnnnsssstttt ffff0000((((####vvvv)))) ==== CCCCeeee−−−−αααα((((����vvvv−−−−����vvvv0000))))

2222

Условие нормировки функции распределения: 

∫∫∫∫
ffff((((####rrrr,,,, ####vvvv,,,, tttt))))dddd3333rrrrdddd3333vvvv ==== VVVV

∫∫∫∫
ffff((((####rrrr,,,, ####vvvv,,,, tttt))))dddd3333vvvv ==== NNNN

NNNN

VVVV
==== CCCC

∫∫∫∫
dddd3333vvvveeee−−−−αααα((((����vvvv−−−−����vvvv0000))))

2222

==== CCCC
((((ππππ
αααα

))))3333////2222
====⇒⇒⇒⇒ CCCC ====

NNNN

VVVV

((((αααα
ππππ

))))3333////2222

Средняя скорость молекул:

Средняя энергия молекул:

〈〈〈〈####vvvv〉〉〉〉 ====
∫∫∫∫
dddd3333vvvv����vvvvffff0000((((����vvvv))))∫∫∫∫
dddd3333vvvvffff0000((((����vvvv))))

==== CCCCVVVV
NNNN

∫∫∫∫
dddd3333vvvv####vvvveeee−−−−αααα((((����vvvv−−−−����vvvv0000))))

2222

==== ####vvvv0000

=0

εεεε====〈〈〈〈EEEE〉〉〉〉 ====
∫∫∫∫
dddd3333vvvv((((mmmmvvvv2222////2222))))ffff0000((((����vvvv))))∫∫∫∫

dddd3333vvvvffff0000((((����vvvv))))
==== 2222ππππmmmmCCCCVVVV

NNNN

∞∞∞∞∫∫∫∫
0000

ddddvvvvvvvv4444eeee−−−−ααααvvvv2222 ==== 3333
4444
mmmm
αααα

Для идеального газа εεεε ==== 3333
2222
kkkkBBBBTTTT αααα ==== mmmm

2222kkkkBBBBTTTT
;;;; CCCC ==== NNNN

VVVV

((((
mmmm

2222ππππkkkkBBBBTTTT

))))3333////2222

Окончательно: ffff0000((((####vvvv)))) ====
NNNN

VVVV

((((
mmmm

2222ππππkkkkBBBBTTTT

))))3333////2222
eeeexxxxpppp

((((
−−−− mmmm vvvv2222

2222kkkkBBBBTTTT

))))
Распределение

Максвелла-Больцмана



ДоказательствоДоказательство HH--теоремытеоремы

ddddHHHH

ddddtttt
====

∫∫∫∫
dddd3333vvvv1111

∂∂∂∂ffff ((((####vvvv1111,,,, tttt))))

∂∂∂∂tttt
((((1111 ++++ llllnnnn ffff ((((####vvvv1111,,,, tttt))))))))

====

∫∫∫∫
dddd3333vvvv1111

∫∫∫∫
dddd3333vvvv2222

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩσσσσ((((ΩΩΩΩ))))||||####vvvv1111 −−−− ####vvvv2222||||((((ffff ′′′′2222 ffff ′′′′1111 −−−− ffff2222ffff1111))))((((1111 ++++ llllnnnn ffff1111))))

симметрия ####vvvv1111 ⇌⇌⇌⇌ ####vvvv2222

двухчастичное столкновение

####vvvv1111 ++++ ####vvvv2222 ==== ####vvvv1111
′′′′ ++++ ####vvvv2222

′′′′

ddddHHHH

ddddtttt
====

∫∫∫∫
dddd3333vvvv2222

∫∫∫∫
dddd3333vvvv1111

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩσσσσ((((ΩΩΩΩ))))||||####vvvv2222 −−−− ####vvvv1111||||((((ffff ′′′′1111 ffff ′′′′2222 −−−− ffff1111ffff2222))))((((1111 ++++ llllnnnn ffff2222))))

симметризация:
ddddHHHH

ddddtttt
====

1111

2222

∫∫∫∫
dddd3333vvvv1111

∫∫∫∫
dddd3333vvvv2222

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩσσσσ((((ΩΩΩΩ))))||||####vvvv1111 −−−− ####vvvv2222||||((((ffff ′′′′1111 ffff ′′′′2222 −−−− ffff1111ffff2222))))[[[[2222 ++++ llllnnnn((((ffff1111ffff2222))))]]]]

симметрия прямого и

обратного столкновений

{{{{####vvvv1111,,,, ####vvvv2222}}}}⇌⇌⇌⇌ {{{{####vvvv ′′′′1111 ,,,, ####vvvv ′′′′2222}}}}
ddddHHHH

ddddtttt
====

1111

2222

∫∫∫∫
dddd3333vvvv ′′′′1111

∫∫∫∫
dddd3333vvvv ′′′′2222

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩσσσσ ′′′′((((ΩΩΩΩ))))||||####vvvv ′′′′1111 −−−− ####vvvv ′′′′2222 ||||((((ffff1111ffff2222 −−−− ffff ′′′′1111 ffff

′′′′
2222 ))))[[[[2222 ++++ llllnnnn((((ffff ′′′′1111 ffff

′′′′
2222 ))))]]]]

dddd3333vvvv ′′′′2222dddd
3333vvvv ′′′′1111 ==== dddd3333vvvv1111dddd

3333vvvv2222;;;; σσσσ ′′′′((((ΩΩΩΩ)))) ==== σσσσ((((ΩΩΩΩ))));;;; ||||####vvvv ′′′′2222 −−−− ####vvvv ′′′′1111 |||| ==== ||||####vvvv2222 −−−− ####vvvv1111||||
ddddHHHH

ddddtttt
====

1111

4444

∫∫∫∫
dddd3333vvvv1111

∫∫∫∫
dddd3333vvvv2222

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩσσσσ((((ΩΩΩΩ))))||||####vvvv1111 −−−− ####vvvv2222||||((((ffff ′′′′1111 ffff ′′′′2222 −−−− ffff1111ffff2222))))[[[[llllnnnn((((ffff1111ffff2222))))−−−− llllnnnn((((ffff ′′′′1111 ffff

′′′′
2222 ))))]]]]

≤≤≤≤≤≤≤≤ 00000000

Заметим: функционал Больцмана H - переобозначенная энтропия! S= -kBH

СмыслСмысл HH--теоремытеоремы:: При произвольных начальных условиях функция
распределения всегда стремится к равновесному значениюffff ((((####rrrr,,,, ####pppp,,,, tttt))))

(Сравните с упражнением 3.1)

ffff0000((((####rrrr,,,, ####pppp,,,, tttt))))



РелаксацияРелаксация. . ДлинаДлина свободногосвободного пробегапробега

ДлинаДлина свободногосвободного пробегапробега ll - среднее расстояние пробегаемое молекулой между
двумя последовательными столкновениями.
Число столкновений за единицу времени в единице объема:

####vvvv1111

a

ZZZZ ====

∫∫∫∫
dddd3333vvvv1111

∫∫∫∫
dddd3333vvvv2222

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩ σσσσ((((ΩΩΩΩ))))||||####vvvv1111 −−−− ####vvvv2222||||ffff ((((rrrr,,,, vvvv1111,,,, tttt))))ffff((((rrrr,,,, vvvv2222,,,, tttt))))

Полное сечение - геометрически
∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩσσσσ((((ΩΩΩΩ)))) ==== ππππaaaa2222

ЗаметимЗаметим:: в каждом столкновении обрывается пробег 2 частиц:
среднее число свободных пробегов совершаемых одной частицей

за 1 сек в единице объема где находится n молекул равно 2Z/n

λλλλ ====
nnnn〈〈〈〈vvvv〉〉〉〉
2222ZZZZ

ττττ ====
λλλλ

〈〈〈〈vvvv〉〉〉〉 〈〈〈〈vvvv〉〉〉〉 ====
√√√√

2222kkkkBBBBTTTT////mmmm Наиболее вероятная

скорость частицы

Наиболее вероятная

скорость частицы

Время свободного пробегаВремя свободного пробега

####VVVV ====
1111

2222
((((####vvvv1111 ++++ ####vvvv2222))));;;; ####uuuu ==== ####vvvv2222 −−−− ####vvvv1111

В системе центра массРавновесный газ: распределение Максвелла-Больцмана

ffff ((((rrrr,,,, vvvv,,,, tttt)))) ==== nnnn

((((
mmmm

2222ππππkkkkBBBBTTTT

))))3333////2222
eeeexxxxpppp

((((
−−−− mmmmvvvv2222

2222kkkkBBBBTTTT

))))

vvvv22221111 ++++ vvvv22222222
ZZZZ ==== ππππaaaa2222nnnn2222

((((
mmmm

2222ππππkkkkBBBBTTTT

))))3333∫∫∫∫
dddd3333VVVV

∫∫∫∫
dddd3333uuuu||||####uuuu|||| eeeexxxxpppp

[[[[
−−−− mmmm
2222kkkkBBBBTTTT

((((
2222VVVV 2222 ++++ uuuu2222

2222

))))]]]]

==== 4444ππππaaaa2222nnnn2222
√√√√

kkkkBBBBTTTT
ππππmmmm

==== 4444ππππaaaa2222nnnn2222
〈〈〈〈vvvv〉〉〉〉√√√√
2222ππππ Двойной гауссов интеграл



ЗаконыЗаконы сохранениясохранения вв неравновесныхнеравновесных процессахпроцессах

Напомним: при бинарных столкновениях сохраняется величина χχχχ((((####vvvv)))) ==== llllnnnn ffff0000((((####vvvv))))

χχχχ((((####vvvv1111)))) ++++ χχχχ((((####vvvv2222)))) ==== χχχχ((((####vvvv ′′′′1111 )))) ++++ χχχχ((((####vvvv ′′′′2222 ))))

Теорема: для произвольной сохраняющейся величины выполняется соотношениеχχχχ((((####rrrr,,,, ####vvvv))))
∫∫∫∫

dddd3333vvvvχχχχ((((####rrrr,,,, ####vvvv))))

((((
∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂tttt

))))

ccccoooollllllll

====0000

∫∫∫∫
dddd3333vvvvχχχχ((((####rrrr,,,, ####vvvv))))

((((
∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂tttt

))))

ccccoooollllllll

====

∫∫∫∫
dddd3333vvvv1111

∫∫∫∫
dddd3333vvvv2222

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩσσσσ((((ΩΩΩΩ))))||||####vvvv2222 −−−− ####vvvv1111||||χχχχ1111((((ffff ′′′′1111ffff ′′′′2222 −−−− ffff1111ffff2222))))

Симметрии

переменных

интегрирования:

####vvvv1111 ⇌⇌⇌⇌ ####vvvv2222
####vvvv1111 ⇌⇌⇌⇌ ####vvvv ′′′′1111 ,,,, ####vvvv2222 ⇌⇌⇌⇌ ####vvvv ′′′′2222
####vvvv1111 ⇌⇌⇌⇌ ####vvvv ′′′′2222 ,,,, ####vvvv2222 ⇌⇌⇌⇌ ####vvvv ′′′′1111

Имеется 4 эквивалентных формы исходного выражения, то есть
∫∫∫∫
dddd3333vvvvχχχχ((((####rrrr,,,, ####vvvv))))

((((
∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂tttt

))))

ccccoooollllllll

====
1111

4444

∫∫∫∫
dddd3333vvvv1111

∫∫∫∫
dddd3333vvvv2222

∫∫∫∫
ddddΩΩΩΩσσσσ((((ΩΩΩΩ))))||||####vvvv2222−−−−####vvvv1111||||((((ffff ′′′′1111ffff ′′′′2222−−−−ffff1111ffff2222))))((((χχχχ1111++++χχχχ2222−−−−χχχχ′′′′1111−−−−χχχχ′′′′2222)))) ==== 0000

χχχχ((((####vvvv1111)))) ++++ χχχχ((((####vvvv2222)))) ==== χχχχ((((####vvvv ′′′′1111 )))) ++++ χχχχ((((####vvvv ′′′′2222 ))))

ffff((((####rrrr,,,, ####vvvv,,,, tttt)))) - некоторая (не обязательно равновесная!) функция распределения

Выполняется закон сохранения:



УравнениеУравнение БольцманаБольцмана ии теорематеорема сохранениясохранения

((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ####vvvv ···· ∇∇∇∇����rrrr ++++

∂∂∂∂####pppp

∂∂∂∂tttt
∇∇∇∇����pppp

))))
ffff ====

((((
∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂tttt

))))

ccccoooollllllll

××××
∫∫∫∫
dddd3333vvvvχχχχ((((####rrrr,,,, ####vvvv))))

∫∫∫∫
dddd3333vvvvχχχχ((((####rrrr,,,, ####vvvv))))

((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ####vvvv ···· ∇∇∇∇����rrrr ++++

####FFFF

mmmm
···· ∇∇∇∇����vvvv

))))
ffff((((####rrrr,,,, ####vvvv,,,, tttt)))) ==== 0000

Заметим: при а такжеffff((((####rrrr,,,, ####vvvv,,,, tttt))))→→→→ 0000 ||||####vvvv|||| →→→→∞∞∞∞

Интегрируя по частям, получим

∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt

∫∫∫∫
dddd3333vvvv((((χχχχffff )))) ++++

∂∂∂∂

∂∂∂∂xxxxiiii

∫∫∫∫
dddd3333vvvv((((χχχχvvvviiiiffff ))))−−−−

∫∫∫∫
dddd3333vvvv

∂∂∂∂χχχχ

∂∂∂∂xxxxiiii
((((vvvviiiiffff))))

++++
1111

mmmm

∫∫∫∫
dddd3333vvvv

∂∂∂∂

∂∂∂∂vvvviiii
((((χχχχFFFFiiiiffff))))−−−− 1111

mmmm

∫∫∫∫
dddd3333vvvv

∂∂∂∂χχχχ

∂∂∂∂vvvviiii
((((FFFFiiiiffff))))−−−− 1111

mmmm

∫∫∫∫
dddd3333vvvv

∂∂∂∂FFFFiiii

∂∂∂∂vvvviiii
((((χχχχffff)))) ==== 0000

∫∫∫∫
ffff ((((####rrrr,,,, ####vvvv,,,, tttt))))dddd3333vvvv ==== nnnn

(учитывая что )χχχχ ==== χχχχ((((####rrrr,,,, ####vvvv))))

〈〈〈〈XXXX〉〉〉〉 ====
∫∫∫∫
dddd3333vvvvXXXXffff((((����vvvv))))∫∫∫∫
dddd3333vvvvffff((((����vvvv))))

Основное кинетическое уравнение

Заметим: c - любая сохраняющаяся величина

∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
〈〈〈〈nnnnχχχχ〉〉〉〉 ++++ ∂∂∂∂

∂∂∂∂xxxxiiii
〈〈〈〈nnnnvvvviiiiχχχχ〉〉〉〉 −−−− nnnn〈〈〈〈vvvviiii

∂∂∂∂χχχχ

∂∂∂∂xxxxiiii
〉〉〉〉 −−−− nnnn

mmmm
〈〈〈〈FFFFiiii

∂∂∂∂χχχχ

∂∂∂∂vvvviiii
〉〉〉〉 −−−− nnnn

mmmm
〈〈〈〈∂∂∂∂FFFFiiii

∂∂∂∂vvvviiii
χχχχ〉〉〉〉 ==== 0000



Массовая плотностьМассовая плотность

ЗаконыЗаконы сохранениясохранения

Сохранение массы: c=m
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
〈〈〈〈nnnnmmmm〉〉〉〉 ++++

∂∂∂∂

∂∂∂∂xxxxiiii
〈〈〈〈nnnnmmmmvvvviiii〉〉〉〉 ≡≡≡≡

∂∂∂∂ρρρρ

∂∂∂∂tttt
++++ ∇∇∇∇ ···· ((((ρρρρ####vvvv)))) ==== 0000

ρρρρ((((####rrrr,,,, tttt)))) ==== mmmmnnnn((((####rrrr,,,, tttt))))Сохранение импульса: c=mvvvvi
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
〈〈〈〈ρρρρvvvviiii〉〉〉〉++++

∂∂∂∂

∂∂∂∂xxxxjjjj
〈〈〈〈ρρρρvvvviiiivvvvjjjj〉〉〉〉 −−−−

ρρρρ

mmmm
FFFFiiii ==== 0000

Заметим:〈〈〈〈vvvviiiivvvvjjjj〉〉〉〉==== 〈〈〈〈((((vvvviiii−−−− ¯̄̄̄vvvviiii))))((((vvvvjjjj −−−− ¯̄̄̄vvvvjjjj))))〉〉〉〉++++ ¯̄̄̄vvvviiii ¯̄̄̄vvvvjjjj

Тензор давленияТензор давления

PPPPiiiijjjj ==== ρρρρ〈〈〈〈((((vvvviiii −−−− ¯̄̄̄vvvviiii))))((((vvvvjjjj −−−− ¯̄̄̄vvvvjjjj))))〉〉〉〉
Средняя скоростьСредняя скорость

Сохранение энергии: χχχχ ==== mmmm
2222
||||vvvviiii −−−− ¯̄̄̄vvvviiii||||2222

ρρρρ

((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ¯̄̄̄vvvvjjjj

∂∂∂∂

∂∂∂∂xxxxjjjj

))))
¯̄̄̄vvvviiii ====

FFFFiiii

mmmm
−−−− 1111

ρρρρ

∂∂∂∂

∂∂∂∂xxxxjjjj
PPPPiiiijjjj

Вектор потока тепла:Вектор потока тепла:

ρρρρ

((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ¯̄̄̄vvvviiii

∂∂∂∂

∂∂∂∂xxxxiiii

))))
ΘΘΘΘ ++++

2222

3333

∂∂∂∂

∂∂∂∂xxxxiiii
qqqqiiii ==== −−−−2222

3333
ΛΛΛΛiiiijjjjPPPPiiiijjjj

ТемператураТемпература

ΛΛΛΛiiiijjjj ==== mmmm
2222

((((
∂∂∂∂vvvviiii
∂∂∂∂xxxxjjjj

++++
∂∂∂∂vvvvjjjj
∂∂∂∂xxxxiiii

))))

1111

2222

∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
〈〈〈〈ρρρρ((((||||vvvv −−−− ¯̄̄̄vvvv||||2222))))〉〉〉〉 ++++ 1111

2222

∂∂∂∂

∂∂∂∂xxxxiiii
〈〈〈〈ρρρρvvvviiii||||vvvv −−−− ¯̄̄̄vvvv ||||2222〉〉〉〉 −−−− 1111

2222
ρρρρ〈〈〈〈vvvviiii

∂∂∂∂

∂∂∂∂xxxxiiii
||||vvvv −−−− ¯̄̄̄vvvv||||2222〉〉〉〉 ==== 0000

ΘΘΘΘ ==== kkkkBBBBTTTT ==== mmmm
3333
〈〈〈〈||||vvvv −−−− ¯̄̄̄vvvv||||2222〉〉〉〉 qqqqiiii ==== mmmm

2222
ρρρρ〈〈〈〈((((vvvviiii −−−− ¯̄̄̄vvvviiii))))||||vvvv −−−− ¯̄̄̄vvvv||||2222〉〉〉〉



КинетическоеКинетическое уравнениеуравнение: : начальноеначальное приближениеприближение

Задание функции распределения полностью определяет сохраняющиеся величины

Рассмотрим простейший случай распределения, локально совпадающего с распре-
делением Максвелла-Больцмана, при медленно меняющихся переменных r,Q,v…

Заметим: передача тепла в идеальном газе отсутствует:

ffff ((((rrrr,,,, vvvv,,,, tttt)))) ==== nnnn

((((
mmmm

2222ππππkkkkBBBBTTTT

))))3333////2222
eeeexxxxpppp

((((
−−−−mmmm||||vvvv −−−− ¯̄̄̄vvvv||||2222

2222kkkkBBBBTTTT

))))

qqqqiiii ====
mmmm

2222
ρρρρ〈〈〈〈((((vvvviiii−−−−¯̄̄̄vvvviiii))))||||vvvv−−−−¯̄̄̄vvvv||||2222〉〉〉〉 ==== mmmm2222

2222
nnnn

((((
mmmm

2222ππππkkkkBBBBTTTT

))))3333////2222∫∫∫∫
dddd3333vvvv((((vvvviiii−−−−¯̄̄̄vvvviiii))))||||vvvv−−−−¯̄̄̄vvvv||||2222eeeexxxxpppp

((((
−−−−mmmm||||vvvv−−−− ¯̄̄̄vvvv||||2222

2222kkkkBBBBTTTT

))))
==== 0000

Давление:

PPPP ====
ρρρρ

3333

((((
mmmm

2222ππππkkkkBBBBTTTT

))))3333////2222∫∫∫∫
dddd3333uuuuuuuu2222eeee

−−−− mmmmuuuu2222

2222kkkkBBBBTTTT

PPPPiiiijjjj ==== mmmmnnnn

((((
mmmm

2222ππππkkkkBBBBTTTT

))))3333////2222∫∫∫∫
dddd3333vvvv((((vvvviiii −−−− vvvvjjjj))))((((vvvvjjjj −−−− vvvviiii))))eeeexxxxpppp

((((
−−−−mmmm||||vvvv −−−− ¯̄̄̄vvvv||||2222

2222kkkkBBBBTTTT

))))
==== δδδδiiiijjjjPPPP

∂∂∂∂ρρρρ

∂∂∂∂tttt
++++ ∇∇∇∇ ···· ((((ρρρρ####uuuu)))) ==== 0000

((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ####uuuu ···· ∇∇∇∇

))))
####uuuu ++++

1111

ρρρρ
∇∇∇∇PPPP ====

####FFFF

mmmm((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ####uuuu ···· ∇∇∇∇

))))
ΘΘΘΘ ++++

1111

CCCCVVVV
((((∇∇∇∇ ···· ####uuuu))))ΘΘΘΘ ==== 0000

Уравнение непрерывностиУравнение непрерывности

Уравнение ЭйлераУравнение Эйлера

CV=3kB/2

Равновесное течение газа без

вязкости и теплопередачи

ДомашнееДомашнее заданиезадание:: получить из этой системы уравнение
Бернулли для стационарного потока при условиях

∂∂∂∂����uuuu
∂∂∂∂tttt

==== 0000,,,, ∇∇∇∇ρρρρ ==== 0000,,,, ∇∇∇∇×××× ####uuuu ==== 0000



СтационарноеСтационарное течениетечение потокапотока газагаза ((жидкостижидкости))

Рассмотрим равновесный поток движущийся относительно наблюдателя со скоростью ####uuuu

+
((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ####uuuu ···· ∇∇∇∇

))))
ρρρρ ==== −−−−ρρρρ∇∇∇∇ ···· ####uuuu;;;; −−−− 3333

2222

ρρρρ

ΘΘΘΘ

((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ####uuuu ···· ∇∇∇∇

))))
ΘΘΘΘ ==== ρρρρ∇∇∇∇ ···· ####uuuu

((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ####uuuu ···· ∇∇∇∇

))))
ρρρρ−−−− 3333

2222

ρρρρ

ΘΘΘΘ

((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ####uuuu ···· ∇∇∇∇

))))
ΘΘΘΘ ====

((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ####uuuu ···· ∇∇∇∇

))))((((
ρρρρΘΘΘΘ−−−−3333////2222

))))
==== 0000

Напомним: уравнение состояния идеального газа

PPPPVVVV ==== NNNNkkkkBBBBTTTT ====⇒⇒⇒⇒ PPPP ==== nnnnkkkkBBBBTTTT ==== ρρρρΘΘΘΘ
mmmm

Производная вдоль потока

(полная производная Du)

Для наблюдателя, движущегося вдоль линий тока, сохраняется величина
(в разреженном газе могут происходить только адиабатические процессы) 

PPPPρρρρ−−−−5555////3333

Рассмотрим уравнение Эйлера при F=0 и линеаризуем остальные два уравнения:

∂∂∂∂ρρρρ

∂∂∂∂tttt
++++ ρρρρ∇∇∇∇ ···· ####uuuu ==== 0000;;;;

ρρρρ
∂∂∂∂####uuuu

∂∂∂∂tttt
++++∇∇∇∇PPPP ==== 0000;;;;

3333

2222
ρρρρ
∂∂∂∂ΘΘΘΘ

∂∂∂∂tttt
−−−−ΘΘΘΘ

∂∂∂∂ρρρρ

∂∂∂∂tttt
==== 0000

∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt

∇∇∇∇
∇∇∇∇2222PPPP −−−− ∂∂∂∂2222ρρρρ

∂∂∂∂tttt2222
==== 0000

Заметим: в адиабатическом потоке

∇∇∇∇2222PPPP ====∇∇∇∇····
[[[[
∂∂∂∂PPPP
∂∂∂∂ρρρρ

]]]]
∇∇∇∇ρρρρ≈≈≈≈

((((
∂∂∂∂PPPP
∂∂∂∂ρρρρ

))))

SSSS
∇∇∇∇2222ρρρρ

∇∇∇∇2222ρρρρ−−−− ρρρρκκκκ
∂∂∂∂2222ρρρρ

∂∂∂∂tttt2222
==== 0000;;;; κκκκ ====

1111

ρρρρ

((((
∂∂∂∂ρρρρ

∂∂∂∂PPPP

))))

SSSS

====
3333

5555

mmmm

ρρρρkkkkBBBBTTTT

СжимаемостьСжимаемость

Волновое уравнение:
скорость звука cccc ==== 1111√√√√

ρρρρκκκκ
====
√√√√

5555kkkkBBBBTTTT
3333mmmm



64

КинетическоеКинетическое уравнениеуравнение: : первоепервое приближениеприближение

Главная задача кинетической теории -
решение уравнения переноса при заданном

механизме столкновения,  внешней силе
и начальных условиях

Проблема: сложность нелинейного интегро-дифференциального уравнения переноса

Упростим задачу, положив что отклонение системы от равновесия невелико: 

Предположим что интеграл столкновений приближенно определяется как

ffff((((####rrrr,,,, ####vvvv,,,, tttt)))) ==== ffff0000((((####rrrr,,,, ####vvvv,,,, tttt)))) ++++ gggg((((####rrrr,,,, ####vvvv,,,, tttt))));;;; gggg((((####rrrr,,,, ####vvvv,,,, tttt))))≪≪≪≪ ffff0000((((####rrrr,,,, ####vvvv,,,, tttt))))

((((
∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂tttt

))))

ccccoooollllllll

==== −−−−ffff −−−− ffff0000
ττττ

==== −−−− gggg

ττττ

Отклонение функции распределения от равновесного состояния экспоненциально затухает:

((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ####vvvv ···· ∇∇∇∇����rrrr ++++ ####FFFF ···· ∇∇∇∇����pppp

))))
ffff ====

((((
∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂tttt

))))

ccccoooollllllll

∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂tttt
====

∂∂∂∂((((ffff −−−− ffff0000))))

∂∂∂∂tttt
−−−− ffff −−−− ffff0000

ττττ
====⇒⇒⇒⇒ gggg((((tttt)))) ==== gggg((((0000))))eeee−−−−tttt////ττττ

Время релаксации

(порядка времени свободного пробега) 

Время релаксации

(порядка времени свободного пробега) 

((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ####vvvv ···· ∇∇∇∇����rrrr ++++ ####FFFF ···· ∇∇∇∇����pppp

))))
ffff0000 ==== −−−−gggg

ττττ
Задача: Вычислить функцию gggg((((####rrrr,,,, ####vvvv,,,, tttt))))



КинетическоеКинетическое уравнениеуравнение: : ЭлектропроводностьЭлектропроводность

Рассмотрим пространственно однородную и стационарную систему электрических

зарядов во внешнем электрическом поле напряженностью

((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ####vvvv ···· ∇∇∇∇����rrrr ++++ ####FFFF ···· ∇∇∇∇����pppp

))))
ffff0000 ==== −−−−ffff −−−− ffff0000

ττττ

####EEEE ==== ((((EEEE,,,, 0000,,,, 0000))));;;; ####FFFF ==== eeee ####EEEE

ffff ==== ffff0000 −−−− ττττeeee ####EEEE ···· ∇∇∇∇����ppppffff0000

Поскольку (  четная функция компоненты ),  плотность электрического

тока определяется интегралом столкновений:

∫∫∫∫
####vvvvffff0000((((pppp))))

dddd3333pppp

hhhh3333
==== 0000 ffff0000 ####vvvv

Интегрируя по частямИнтегрируя по частям

ЗаметимЗаметим:: мы полагаем что время релаксации
не зависит от скорости (энергии) заряда

Формула Друды для проводимости металлаФормула Друды для проводимости металла
АльтернативныйАльтернативный выводвывод: : 
распределение Максвелла

####jjjj ==== eeee

∫∫∫∫
####vvvvffff ((((pppp))))

dddd3333pppp

hhhh3333
==== −−−−eeee

2222ττττ

mmmm

∫∫∫∫
####pppp (((( ####EEEE ···· ∇∇∇∇����ppppffff0000))))

dddd3333pppp

hhhh3333
====
eeee2222ττττ

mmmm

∫∫∫∫
∇∇∇∇����pppp((((####pppp ···· ####EEEE))))ffff0000

dddd3333pppp

hhhh3333

====
eeee2222ττττ

mmmm
####EEEE

∫∫∫∫
ffff0000
dddd3333pppp

hhhh3333
====
NNNNeeee2222ττττ

mmmm
####EEEE

ffff0000 ==== NNNN

((((
mmmm

2222ππππkkkkBBBBTTTT

))))3333////2222
eeee
−−−− mmmmvvvv2222

2222kkkkBBBBTTTT

∂∂∂∂ffff0000
∂∂∂∂εεεε

==== −−−− 1111

kkkkBBBBTTTT
ffff0000

∇∇∇∇����ppppffff0000 ==== ����pppp
mmmm

∂∂∂∂ffff0000
∂∂∂∂εεεε

####jjjj ==== −−−−ττττeeee2222 ####EEEE
∫∫∫∫
vvvv2222
∂∂∂∂ffff0000
∂∂∂∂εεεε

dddd3333vvvv ====
eeee2222ττττ

kkkkBBBBTTTT
####EEEE

∫∫∫∫
vvvv2222ffff0000dddd

3333vvvv ====
NNNNeeee2222ττττ

mmmm
####EEEE



КинетическоеКинетическое уравнениеуравнение: : 
гидродинамическоегидродинамическое приближениеприближение

Рассмотрим пространственно слабо не однородную систему в отсутствие внешних полей
((((
∂∂∂∂

∂∂∂∂tttt
++++ ####vvvv ···· ∇∇∇∇����rrrr ++++ ####FFFF ···· ∇∇∇∇����pppp

))))
ffff0000 ==== −−−−ffff −−−− ffff0000

ττττ
∂∂∂∂ffff0000
∂∂∂∂tttt

++++ ####vvvv ···· ∂∂∂∂ffff0000
∂∂∂∂####rrrr

≈≈≈≈ ∂∂∂∂gggg

∂∂∂∂tttt

Наиболее общая форма равновесной функции

распределения: ffff0000 ∝∝∝∝ eeeeββββµµµµeeee−−−−ββββεεεεiiiinnnntttteeee−−−−ββββmmmm((((����vvvv−−−−����uuuu))))2222////2222

kkkkBBBBTTTT

ffff0000

∂∂∂∂ffff0000
∂∂∂∂tttt

====

[[[[((((
∂∂∂∂µµµµ

∂∂∂∂TTTT

))))

PPPP

−−−− µµµµ−−−− εεεε

TTTT

]]]]
∂∂∂∂TTTT

∂∂∂∂tttt
++++

((((
∂∂∂∂µµµµ

∂∂∂∂PPPP

))))

TTTT

∂∂∂∂PPPP

∂∂∂∂tttt
++++mmmm####vvvv ···· ∂∂∂∂####uuuu

ddddtttt

εεεε ==== εεεεiiiinnnntttt ++++mmmmvvvv2222////2222

Напомним:
((((
∂∂∂∂µµµµ

∂∂∂∂TTTT

))))

PPPP

==== −−−−SSSS;;;;

((((
∂∂∂∂µµµµ

∂∂∂∂PPPP

))))

TTTT

====
VVVV

NNNN
====

1111

nnnn
;;;; HHHH ==== µµµµ++++ TTTTSSSS

Энтальпия

на частицу

Энтальпия

на частицу

kkkkBBBBTTTT

ffff0000

∂∂∂∂ffff0000
∂∂∂∂tttt

====
εεεε −−−−HHHH

TTTT

∂∂∂∂TTTT

∂∂∂∂tttt
++++

1111

nnnn

∂∂∂∂PPPP

∂∂∂∂tttt
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Напомним: выполняется уравнение непрерывности и уравнение Эйлера((((
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В локальной системе

Условие адиабатичности процесса

Воспользуемся тем, что

Для идеального газа

Следовательно
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ВязкостьВязкостьУравнение переноса ТеплопроводностьТеплопроводность
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“Thermodynamics is a funny subject. The first time you

go through it, you don’t understand it at all. The second 

time you go through it, you think you understand it, 

except for one or two small points. The third time you go

through it, you know you don’t understand it, but by that

time you are used to it, so it doesn’t bother you any

more.”

Arnold Sommerfeld

КонецКонец основногоосновного лекционноголекционного курсакурса.  .  
УдачиУдачи нана экзаменеэкзамене вв июнеиюне!!


