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МодельныеМодельные системысистемы вв статистическойстатистической

механикемеханике

Большинство свойств макроскопических систем связано с огромным
числом их динамических степеней свободы. 

Их исследование значительно упрощается при рассмотрении
сравнительно простых модельных систем, допускающих
пренебрежение взаимодействием между частицами или же его учет в
рамках теории возмущений.  К таким моделям относятся:

Система невзаимодействующих частиц в ящике с идеально

отражающими стенками (идеальный газ)

СистемаСистема невзаимодействующихневзаимодействующих спиновспинов вово внешнемвнешнем магнитноммагнитном

полеполе ((идеальныйидеальный парамагнетикпарамагнетик ))

СистемаСистема невзаимодействующихневзаимодействующих осцилляторовосцилляторов сс заданнойзаданной

частотойчастотой ((модельмодель ЭйнштейнаЭйнштейна колебанийколебаний твердоготвердого телатела))



ЭнтропияЭнтропия

ЭнтропияЭнтропия системы определяется как среднее значение ηη

Рассмотрим величину

В силу статистической независимости подсистем

ηηηη ==== −−−− llllnnnn ρρρρ((((pppp,,,, qqqq;;;; tttt))))

ρρρρ11112222 ==== ρρρρ1111ρρρρ2222;;;; ηηηη11112222 ==== −−−− llllnnnn ρρρρ11112222 ==== −−−− llllnnnn ρρρρ1111 −−−− llllnnnn ρρρρ2222 ==== ηηηη1111 ++++ ηηηη2222

SSSSSSSS ========<<<<<<<< ηηηηηηηη >>>>>>>>======== −−−−−−−−
∫∫∫∫∫∫∫∫ ddddddddppppppppddddddddqqqqqqqq
((((((((22222222ππππππππ��������))))))))33333333NNNNNNNN NNNNNNNN !!!!!!!!

ρρρρρρρρ((((((((pppppppp,,,,,,,, qqqqqqqq;;;;;;;; tttttttt)))))))) llllllllnnnnnnnn ρρρρρρρρ((((((((pppppppp,,,,,,,, gggggggg;;;;;;;; tttttttt)))))))) (2.1)

В случае микроканонического распределения равновесной замкнутой

системы в энергетическом слое δδδδEEEE ∈∈∈∈ ((((EEEE −−−− ∆∆∆∆EEEE
2222
)))) ≤≤≤≤ HHHH((((pppp,,,, qqqq)))) ≤≤≤≤ ((((EEEE ++++ ∆∆∆∆EEEE

2222
))))

ρρρρ((((pppp,,,, qqqq)))) ==== ΩΩΩΩ−−−−1111((((EEEE,,,, NNNN,,,, VVVV )))) ΩΩΩΩ((((EEEE,,,, NNNN,,,, VVVV )))) ==== 1111
NNNN !!!!((((2222ππππ����))))3333NNNN

∫∫∫∫

δδδδEEEE

ddddppppddddqqqqгде

Тогда энтропия равна логарифму статистического веса:

SSSSSSSS ======== −−−−−−−−
∫∫∫∫∫∫∫∫ ddddddddppppppppddddddddqqqqqqqq
((((((((22222222ππππππππ��������))))))))33333333NNNNNNNNNNNNNNNN !!!!!!!!

ΩΩΩΩΩΩΩΩ−−−−−−−−11111111 llllllllnnnnnnnn ΩΩΩΩΩΩΩΩ−−−−−−−−11111111 ======== llllllllnnnnnnnn ΩΩΩΩΩΩΩΩ((((((((EEEEEEEE,,,,,,,, NNNNNNNN,,,,,,,, VVVVVVVV )))))))) (2.2)

Энтропия является функциейфункцией состояниясостояния то есть она зависит только от
макроскопического состояния но не от того, каким образом система в него
пришла.
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СпиноваяСпиновая цепочкацепочка вв магнитноммагнитном полеполе

Модель парамагнетика: цепочка N состояний со спином ½ во

внешнем магнитном поле

(2.3)

Энергия состояния со спином вверх: ε/2 ; N↑↑↑↑ состояний
Энергия состояния со спином вниз:  -ε/2 ; N- N↑↑↑↑ состояний

Полная энергия цепочки: то есть

Число состояний со спином вверх есть

Энтропия спиновой цепочки:

EEEE ==== NNNN↑↑↑↑
εεεε
2222
−−−− ((((NNNN −−−−NNNN↑↑↑↑))))

εεεε
2222 NNNN↑↑↑↑ ====

EEEE
εεεε
++++ NNNN

2222

CCCC
NNNN↑↑↑↑

NNNN ==== NNNN !!!!
((((NNNN↑↑↑↑))))!!!!((((NNNN−−−−NNNN↑↑↑↑))))!!!!

ΩΩΩΩ((((EEEE)))) ==== CCCC
EEEE
εεεε
++++NNNN

2222

NNNN

SSSS====llllnnnnΩΩΩΩ((((EEEE)))) ====llllnnnnCCCCNNNN↑↑↑↑

NNNN



ВероятностьВероятность

Правило умножения независимых событий: P (i и j) = P (i) · P (j)

ПримерПример:  Какова вероятность того, что при 2 последовательных бросках игрового
кубика одна и та же грань появится дважды? 
Вероятность одной подобной комбинации есть, например (1,1): 1/6x1/6=1/36  
(правило умножения) Следовательно, по правилу сложения 6 независимых
событий, P = P(1,1) + P(2,2) +...+ P(6,6) = 6·1/36 = 1/6

Мы будем понимать под событиемсобытием некоторый результат измерения. Событие является
статистической величиной если его вероятность P в процессе измерения меньше 1.
Если происходят два последовательных события,  то имеется 2 возможности:

Правило сложения независимых событий: P (i или j) = P (i) + P (j)

В процессе измерения наблюдается оба события

- Умножение вероятностей

(независимые события - вероятность одного события не влияет
на вероятность другого)

( )
{ }

( )NN APA σσσσ
σ

,...,,..., 11∑=
Ожидаемое значение макроскопической

наблюдаемой A: (усредненное по всем
возможным микросостояниям)

В процессе измерения наблюдается то или иное событие

- Сумма вероятностей



Примеры
Рассмотрим два спина. Имеется 4 возможных конфигурации микросостояний:

MMMM =           2µµµµ 0           0         - 2µµµµ

Если поле выключено, то все микросостояния имеют одну и ту же энергию
(вырождение). Заметим что 2 микросостояния с MMMM=0 микросостояния

имеют одну и ту же энергию даже если B≠0: они принадлежат одному и
тому же макроскопическому состоянию со множественностью ΩΩΩΩ=2. 
Макроскопические состояния могут быть классифицированы по полному
магнитному моменту MMMM и множественности (статистическому весу) ΩΩΩΩ:

M M M M =           2µµµµ 0         - 2µµµµ

ΩΩΩΩ =             1          2           1

В случае 3 спинов:

MMMM =      3µµµµ µµµµ µµµµ µµµµ -µµµµ -µµµµ -µµµµ -3µµµµ

MMMM =           3µµµµ µµµµ - µµµµ -3µµµµ

ΩΩΩΩ =             1          3           3            1
микросостояния :
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МножественностьМножественность состоянисостоянийй спиновойспиновой цепочкицепочки

Всего имеется N спиновых состояний в цепочке, при этом число

равновероятных состояний есть 2N, а вероятность находиться в данном

микросостоянии есть 1/2N.

В отсутствие внешнего поля энергия всех возможных
макроскопических состояний равна нулю, каждое состояние
полностью определено заданием чисел (N, N↑↑↑↑). Множественность этого
состояния определяется числом способов выбрать N↑↑↑↑ объектов из N :

1)0,( =Ω N NN =Ω )1,(
( )
2

1
)2,(

−×=Ω NN
N

( ) ( )
23

21
)3,(

×
−×−×=Ω NNN

N

Ω(N,n) = N·(N−1)...[N−(n−1)]
n...2·1 = N !

n!(N−n)!

ΩΩΩΩ((((NNNN,,,, NNNN↑↑↑↑)))) ====
NNNN !!!!

NNNN↑↑↑↑NNNN↓↓↓↓
==== NNNN !!!!

NNNN↑↑↑↑((((NNNN−−−−NNNN↑↑↑↑))))

Множественность (статистический вес) макроскопического состояния
спиновой цепочки (N, N↑↑↑↑): 
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ФормулаФормула СтирлингаСтирлинга длядля NN!  (!  (NN>>1)>>1)

N
e

N
NeNN

N
NN ππ 22! 







=≈ −

Множественность (статистический вес) макроскопического состояния
зависит от N!, воспользуемся приближением Стирлинга для ln(N!):

NNNN −≈ ln!ln

что в пределе ln N << N, справедливом для больших значений N
действительно дает

( ) [ ] NNNxxxxx N
N

−≈−=≈++++= ∫ lnlndlnlnN  · · ·ln3  ln2  ln1  lnN! 1

1

Более точно:
(Упражнение 1.1)

( ) ( ) ( ) NNNNNNNN −≈++−= ln2ln
2

1
ln

2

1
ln!ln π

N

e

N
N 







≈!или
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РРаспределениеаспределение вероятностивероятности состоянисостоянийй спиновойспиновой цепочкицепочки

СС ростомростом числачисла состоянийсостояний вв цепочкецепочке распределениераспределение

вероятностивероятности быстробыстро приближаетсяприближается кк PP((N,NN,N↑↑↑↑↑↑↑↑)) = = NN/2/2

N↑

PP(1, (1, NN↑↑↑↑↑↑↑↑))

0.5

0 1 n
0 0.5·1023 1023

⇒⇒⇒⇒ ⇒⇒⇒⇒

N↑ N↑

PP(15, (15, NN↑↑↑↑↑↑↑↑)) P(1023, N↑↑↑↑)

PPPPPPPP ((((((((NNNNNNNN,,,,,,,, NNNNNNNN↑↑↑↑↑↑↑↑)))))))) ========

((((((((
11111111

22222222

))))))))NNNNNNNN
NNNNNNNN !!!!!!!!

NNNNNNNN↑↑↑↑↑↑↑↑ !!!!!!!!((((((((NNNNNNNN −−−−−−−− NNNNNNNN↑↑↑↑↑↑↑↑ ))))))))!!!!!!!!
≈≈≈≈≈≈≈≈

((((((((
11111111

22222222

))))))))NNNNNNNN
NNNNNNNNNNNNNNNN eeeeeeee−−−−−−−−NNNNNNNN

NNNNNNNN↑↑↑↑↑↑↑↑
NNNNNNNN↑↑↑↑↑↑↑↑eeeeeeee−−−−−−−−NNNNNNNN↑↑↑↑↑↑↑↑ ((((((((NNNNNNNN −−−−−−−− NNNNNNNN↑↑↑↑↑↑↑↑))))))))((((

((((NNNNNNNN−−−−−−−−NNNNNNNN↑↑↑↑↑↑↑↑))))))))eeeeeeee−−−−−−−−((((((((NNNNNNNN−−−−−−−−NNNNNNNN↑↑↑↑↑↑↑↑))))))))

========
NNNNNNNNNNNNNNNN

22222222NNNNNNNNNNNNNNNN
NNNNNNNN↑↑↑↑↑↑↑↑

↑↑↑↑↑↑↑↑
((((((((NNNNNNNN −−−−−−−− NNNNNNNN↑↑↑↑↑↑↑↑ ))))))))((((

((((NNNNNNNN−−−−−−−−NNNNNNNN↑↑↑↑↑↑↑↑))))))))
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МножественностьМножественность ((энтропияэнтропия) ) ии беспорядокбеспорядок

Заметим: Можно связать понятия множественностимножественности

и беспорядкабеспорядка макроскопического состояния. Малые
значения множественности соответствуют порядку в

системе, большая множественность означает беспорядок.
В результате случайного процесса гораздо более вероятно

придти к конфигурации с большим значением Ω, чем к
упорядоченной системе с малой множественностью Ω:

↑↓↓↑↓↑↑↓↓↓↑↓↑↑↓↓↑↓↑↑↓↓↓↑↓↑↑↓↓↑↓↑↑↓↓↓↑↓↑↑↓↓↑↓↑↑↓↓↓↑↓↑↑↓↑↑↑↓↑↑↑↓↑↑↑↓↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑

большие значения Ωмалые значения Ω
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(2.4)

Энтропия спиновой цепочки:

Формула Стирлинга: llllnnnnnnnn!!!! ==== nnnn llllnnnnnnnn−−−− nnnn ++++ 1111
2222
llllnnnn((((2222ππππnnnn)))) ++++OOOO((((1111////nnnn))))

где ω↑ = N↑↑↑↑ /N и ω↓ =(1- N↑↑↑↑ /N) - вероятности состояний со спином вверх
и спином вниз.
Так как эти вероятности можно записать как

ωωωω↑↑↑↑ ====
1111
2222
++++ EEEE

EEEE0000

;;;; ωωωω↓↓↓↓ ====
1111
2222
−−−− EEEE

EEEE0000

EEEE0000 ==== NNNNεεεεгде

SSSSSSSS((((((((EEEEEEEE)))))))) ======== NNNNNNNN
[[[[[[[[
−−−−−−−−
((((((((
11111111
22222222 ++++++++

EEEEEEEE
EEEEEEEE00000000

))))))))
llllllllnnnnnnnn
((((((((
11111111
22222222 ++++++++

EEEEEEEE
EEEEEEEE00000000

))))))))
−−−−−−−−
((((((((
11111111
22222222 −−−−−−−−

EEEEEEEE
EEEEEEEE00000000

))))))))
llllllllnnnnnnnn
((((((((
11111111
22222222 −−−−−−−−

EEEEEEEE
EEEEEEEE00000000

))))))))]]]]]]]]

Энтропия пропорциональна размеру системы, S ~N,  то есть
энтропия является экстенсивным параметром

SSSS ==== llllnnnnΩΩΩΩ((((EEEE)))) ≈≈≈≈ NNNN llllnnnnNNNN −−−−NNNN↑↑↑↑ llllnnnnNNNN↑↑↑↑ −−−− ((((NNNN −−−−NNNN↑↑↑↑)))) llllnnnn((((NNNN −−−−NNNN↑↑↑↑))))

==== −−−−NNNN↑↑↑↑ llllnnnn
NNNN↑↑↑↑

NNNN
−−−− ((((NNNN −−−−NNNN↑↑↑↑)))) llllnnnn

NNNN−−−−NNNN↑↑↑↑

NNNN
==== NNNN ((((−−−−ωωωω↑↑↑↑ llllnnnnωωωω↑↑↑↑ −−−− ωωωω↓↓↓↓ llllnnnnωωωω↓↓↓↓))))

EEEE ==== NNNN↑↑↑↑
εεεε
2222
−−−− ((((NNNN −−−−NNNN↑↑↑↑))))

εεεε
2222

ЭнтропияЭнтропия спиновойспиновой цепочкицепочки вв магнитноммагнитном полеполе
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(2.5)

Модифицируем формулировку задачи и найдем вероятность
магнетизации спиновой цепочки ω(n). полагая что имеется ½½ ((N+nN+n))
состояний со спином вверх и ½½ (N(N--n)n) состояний со спином вниз. 

Тогда в отсутствие внешнего магнитного поля среднее значение
магнитного момента цепочки < MMMM >=0 однако нас интересует

распределение вероятности ω(MMMM),   M M M M = nµ .

Для каждого отдельного состояния вероятность ориентации в

выбранном направлении равна ½ и по аналогии с (2.3) число
независимых комбинаций приводящих к одному и тому же полному
моментуMMMM есть

Вероятность того, что спонтанная магнетизация цепочки будет
равна M M M M = nµ таким образом составляет

ωωωω((((nnnn)))) ==== NNNN !!!!

[[[[ 11112222 ((((NNNN++++nnnn))))]]]]!!!![[[[ 11112222 ((((NNNN−−−−nnnn))))]]]]!!!!

ωωωω((((nnnnµµµµ)))) ====
((((
1111
2222

))))NNNN NNNN !!!!

[[[[ 11112222 ((((NNNN++++nnnn))))]]]]!!!![[[[ 11112222 ((((NNNN−−−−nnnn))))]]]]!!!!
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Воспользовавшись формулой Стирлинга и разложением
логарифма при N�n

llllnnnn
((((
1111±±±±

nnnn

NNNN

))))
≈≈≈≈ ±±±±

nnnn

NNNN
−−−−

nnnn2222

2222NNNN2222
++++ .... .... ....

получим

llllnnnnωωωω((((nnnnµµµµ)))) ≈≈≈≈ −−−−
1111

2222
llllnnnnNNNN ++++ llllnnnn 2222−−−−

1111

2222
llllnnnn((((2222ππππ))))−−−−

nnnn2222

2222NNNN
==== −−−−

1111

2222
llllnnnn

((((
ππππNNNN

2222

))))
−−−−

nnnn2222

2222NNNN

Таким образом, мы получили гауссовогауссово распределение вероятности

ωωωω((((MMMM)))) ≈≈≈≈

((((
2222

NNNNππππ

))))1111////2222
eeee−−−−

nnnn2222

2222NNNN (2.6)

ωωωω((((nnnnµµµµ)))) ====
((((
1111
2222

))))NNNN NNNN !!!!

[[[[ 11112222 ((((NNNN++++nnnn))))]]]]!!!![[[[ 11112222 ((((NNNN−−−−nnnn))))]]]]!!!!

Замечание: заполните пропущенные выкладки в выводе этой формулы
самостоятельно!



Что все это означает?  Необратимость!

Если два макроскопических объекта находятся в тепловом контакте

друг с другом, то абсолютно стохастические и обратимые, 
микроскопические процессы ведущие к хаотическому изменению

микросостояний, на макроскопическом уровне необратимо приводят
к установлению наиболее вероятного макросостояния объединенной

системы. Любые отклонения от этого макроскопического состояния
крайне малы!

В системе с большим числом частиц подавляющее большинство

микросостояний соответствует наиболее вероятному

макросостоянию. Следовательно:

(a) Если система не находится в наиболее вероятном макросостоянии,
то она неизбежно быстро к нему эволюционирует. Причина
«направленности» и необратимости этого процесса чисто

статистическая: в этом направлении конфигурационного

пространства имеется намного больше микросостояний чем в

любом другом. Это объясняет почему энергия «перетекает» от

«горячего» к «холодному» а не наоборот.
(b) В дальнейшем система остается в наиболее вероятном

макросостоянии несмотря на небольшие флуктуации

макроскопических параметров.
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ПримерПример

Предположим что одно макроскопическое состояние спиновой

цепочки имеет значение энтропии 1 J/K , а другое - 1.001 J/K . 
Насколько более вероятно обнаружить систему в первом из этих

состояний?

197.2 10
1919 1910

10
log

7.2 10 log7.2 10 3 1010 10 10
e

ee
× 

  × ×× × = = ≈

193 10

1000 000
×

LL14243

ΩΩΩΩΩΩΩΩ22222222

ΩΩΩΩΩΩΩΩ11111111
========
eeeeeeeeSSSSSSSS22222222////////kkkkkkkkBBBBBBBB

eeeeeeeeSSSSSSSS11111111////////kkkkkkkkBBBBBBBB
========
eeeeeeee00000000........7777777722222222444444446666666644444444········1111111100000000

2222222233333333

eeeeeeee00000000........7777777722222222555555553333333366666666········1111111100000000
2222222233333333
======== eeeeeeee77777777........22222222········1111111100000000

1111111199999999
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ОператорОператор энтропииэнтропии вв квантовойквантовой статистикестатистике

В квантовой статистике положительно определенный эрмитов
оператор энтропии определяется как логарифм матрицы плотности

ηηηη ==== −−−− llllnnnn ρρρρ

Энтропия квантовой системы: SSSS ====<<<< ηηηη >>>>==== −−−− <<<< llllnnnn ρρρρ >>>>==== −−−−SSSSpppp ((((ρρρρ llllnnnn ρρρρ))))

Физический смысл энтропии: вероятность обнаружить

систему в состоянии с энергией EEEEEEEE ======== eeeeeeeeSSSSSSSS((((((((EEEEEEEE))))))))

Эта вероятность максимальна если максимальна энтропия состояния
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ЗаконЗакон возрастаниявозрастания энтропияэнтропия

Рассмотрим две спиновых цепочки с числом состояний N1 , N2 и соединим их

вместе так что полная энергия системы есть E = E1
0 + E2

0

Если разрешен обмен энергии между цепочками, то какова вероятность
того, что первая система будет иметь новую энергию Ei ? 
Очевидно E2 = E - Ei и соответствующее число состояний есть

Поскольку мы по прежнему полагаем что все состояния равновероятны, веро-
ятность обнаружить систему в каком-то состоянии есть 1/Ω(E). Энтропия сис-
темы пропорциональна очень большому числу частиц N и из всех возможных
значений Ei следует выбрать то, которое соответствует максимуму полной
энтропии, то есть

ΩΩΩΩ((((EEEE)))) ====
∑∑∑∑

EEEEiiii

eeeeSSSS1111((((EEEEiiii))))eeeeSSSS2222((((EEEE−−−−EEEEiiii)))) ====
∑∑∑∑

EEEEiiii

eeeeSSSS1111((((EEEEiiii))))++++SSSS2222((((EEEE−−−−EEEEiiii))))

∂∂∂∂∂∂∂∂SSSSSSSS11111111
∂∂∂∂∂∂∂∂EEEEEEEE

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
EEEEEEEEmmmmmmmmaaaaaaaaxxxxxxxx

−−−−−−−−
∂∂∂∂∂∂∂∂SSSSSSSS22222222
∂∂∂∂∂∂∂∂EEEEEEEE

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
EEEEEEEE−−−−−−−−EEEEEEEEmmmmmmmmaaaaaaaaxxxxxxxx

======== 00000000 (2.8)

(2.7)
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Сумма по числу состояний (2.7) приближенно равна
∑∑∑∑∑∑∑∑

EEEEEEEEiiiiiiii

eeeeeeeeSSSSSSSS11111111((((((((EEEEEEEEiiiiiiii))))))))++++++++SSSSSSSS22222222((((((((EEEEEEEE−−−−−−−−EEEEEEEEiiiiiiii)))))))) ≈≈≈≈≈≈≈≈ eeeeeeeeSSSSSSSS11111111((((((((EEEEEEEEmmmmmmmmaaaaaaaaxxxxxxxx))))))))++++++++SSSSSSSS22222222((((((((EEEEEEEE−−−−−−−−EEEEEEEEmmmmmmmmaaaaaaaaxxxxxxxx))))))))

и полная энтропия объединенной системы или увеличилась или же

осталась без изменений:

SSSS((((EEEE)))) ≈≈≈≈ SSSS1111((((EEEEmmmmaaaaxxxx)))) ++++ SSSS2222((((EEEE −−−− EEEEmmmmaaaaxxxx)))) ≥≥≥≥ SSSS1111((((EEEE1111)))) ++++ SSSS2222((((EEEE −−−− EEEE1111))))

Закон возрастания энтропии является одной из формулировок

второго начала термодинамики

Ряд последовательно проходимых изолированной системой состояний

соответствует все более вероятному состоянию, при этом энтропияэнтропия

системысистемы сс подавляющейподавляющей вероятностьювероятностью возрастаетвозрастает..

ЗаконЗакон возрастаниявозрастания энтропииэнтропии
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Условие статистического равновесия является наиболее вероятным

состоянием изолированной системы которое соответствует максимуму

энтропии. Значение энтропии равновесной системы зависит от энергии EE, 

числа частиц NN и внешних параметров (объем, давление и др.)

Рассмотрим условие равновесия системы, состоящей из двух

изолированных подсистем, разделенных жестким непроницаемым

теплоизолирующим барьером

ТермодинамическийТермодинамический контактконтакт междумежду

двумядвумя системамисистемами

E2 , S2E1 , S1
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При тепловом контакте системы могут обмениваться энергией и в

состоянии теплового равновесия усредненный поток энергии между

двумя подсистемами равен нулю и энтропия объединенной системы

максимальна по отношению к флуктуациям энергии между ними. 

Учитывая аддитивность энтропии S = S1+S2

поскольку полная энергия термоизолированной объединенной системы

сохраняется, δE = δE1+δE2 =0, то

ТепловойТепловой контактконтакт междумежду двумядвумя системамисистемами

δδδδSSSS ==== δδδδSSSS1111 ++++ δδδδSSSS2222 ====
∂∂∂∂SSSS1111
∂∂∂∂EEEE1111

δδδδEEEE1111 ++++
∂∂∂∂SSSS2222
∂∂∂∂EEEE2222

δδδδEEEE2222 ==== 0000

δδδδSSSS ====

[[[[
∂∂∂∂SSSS1111
∂∂∂∂EEEE1111

−−−−
∂∂∂∂SSSS2222
∂∂∂∂EEEE2222

]]]]
δδδδEEEE1111 ==== 0000 (2.9)
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ТемператураТемпература

Определяя обратную температуру как

условие максимума полной энтропии (2.9) можно записать как T1 =T2

ββββ ==== 1111
TTTT
====
∂∂∂∂SSSS

∂∂∂∂EEEE
====
∂∂∂∂ llllnnnnΩΩΩΩ((((EEEE))))

∂∂∂∂EEEE

E1+δE E2-δEE1 , S1 E2 ,S2

δδδδSSSS ==== ∂∂∂∂SSSS1111
∂∂∂∂EEEE

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
EEEE1111

δδδδEEEE1111 ++++
∂∂∂∂SSSS2222
∂∂∂∂EEEE

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
EEEE2222

δδδδEEEE2222 ====

((((
∂∂∂∂SSSS1111
∂∂∂∂EEEE

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
EEEE1111

−−−− ∂∂∂∂SSSS2222
∂∂∂∂EEEE

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
EEEE2222

))))

δδδδEEEE ====
((((
1111
TTTT1111
−−−− 1111

TTTT2222

))))
δδδδEEEE

Возрастание энтропии означает что если δE > 0, то T2 > T1 и температура

уменьшилась у системы у которой уменьшилась энергия

(2.10)
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МагнетизацияМагнетизация. . ЗаконЗакон КюриКюри

Используя формулу (2.4) можно определить температуру спиновой цепочки как

1111
TTTT
====
∂∂∂∂SSSS

∂∂∂∂EEEE
====
1111

εεεε
llllnnnn

((((
EEEE0000////2222−−−− EEEE

EEEE0000////2222 ++++ EEEE

))))
====
1111

εεεε
llllnnnn

((((
ωωωω↓↓↓↓
ωωωω↑↑↑↑

))))

Тогда илиωωωω↓↓↓↓
ωωωω↑↑↑↑
==== eeee−−−−εεεε////TTTT ωωωω↓↓↓↓ ====

1111
1111++++eeee−−−−εεεε////TTTT ,,,, ωωωω↑↑↑↑ ====

eeee−−−−εεεε////TTTT

1111++++eeee−−−−εεεε////TTTT

(Распределение Больцмана)Если включено внешнее магнитное

поле B , то ε = gµ B и полный
момент MMMM = gµ N(ω↑ - ω↓) есть

MMMM ==== ggggµµµµNNNN
((((

eeee−−−−εεεε////TTTT

1111++++eeee−−−−εεεε////TTTT
−−−− 1111

1111++++eeee−−−−εεεε////TTTT

))))
==== ggggµµµµNNNN

2222
ttttaaaannnnhhhh ggggµµµµBBBB

2222TTTT

MMMM ≈≈≈≈ gggg2222µµµµ2222NNNNBBBB
4444TTTT

Если

и магнитная восприимчивость парамагнетика в

слабых полях полях есть (закон Кюри)  

BBBB ≪≪≪≪ TTTT
ggggµµµµ

χχχχχχχχ ======== gggggggg22222222µµµµµµµµ22222222NNNNNNNN
44444444TTTTTTTT ∝∝∝∝∝∝∝∝ 11111111

TTTTTTTT



СвязьСвязь междумежду статистическимистатистическими ии термодинамическимитермодинамическими
величинамвеличинамии. . ТемператураТемпература

и если T → ∞, то

Энтропия (2.4) пропорциональна огромному числу N ~ 1023 . 
Практичнее определить ее как S → kB S, где kB =1.381× 10−23JK−1

-постоянная Больцмана. При этом T → T/kB и температура

спиновой цепочки тогда
1111
TTTT
====
kkkkBBBB

εεεε
llllnnnn

((((
ωωωω↓↓↓↓
ωωωω↑↑↑↑

))))

NNNN↑↑↑↑////NNNN ==== 1111
eeeeεεεε////kkkkBBBBTTTT++++1111

→→→→ 1111////2222

E

S(E) 

NεNε/2

Что происходит с состояниями для которых NN↑↑/N /N >>½½ ?

При этом число микросостояний уменьшается с

ростом энергии, то есть температура становится
отрицательной.

СостоянияСостояния сс отрицательнойотрицательной температуройтемпературой возможнывозможны толькотолько еслиесли
числочисло всехвсех возможныхвозможных микросостояниймикросостояний конечноконечно ((вв данномданном случаеслучае
онооно равноравно 22NN))



Если возбуждено M осцилляторных состояний, то числом способов выбрать M
объектов из N (множественность системы) есть

ЕщеЕще одинодин примерпример: : системасистема квантовыхквантовых осцилляторовосцилляторов

Рассмотрим систему состоящую из N тождественных
несвязанных квантовых одномерных гармонических

осцилляторов.  За вычетом энергии нулевых колебаний
энергия системы есть

n i – номер возбуждения i-го осциллятора

В этом случае энтропия системы вычисляется как

E = ∆E
N∑

i=1

ni, ∆E = �ω

SSSS ==== llllnnnnΩΩΩΩ((((EEEE)))) ==== NNNN

[[[[
−−−−
MMMM

NNNN
llllnnnn
MMMM

NNNN
++++
MMMM ++++ NNNN

NNNN
llllnnnn

((((
MMMM ++++NNNN

NNNN

))))]]]]

==== NNNN ((((−−−−nnnn llllnnnn((((nnnn)))) ++++ ((((1111 ++++ nnnn)))) llllnnnn((((1111 ++++ nnnn)))))))) ,,,, nnnn ====
MMMM

NNNN
====

EEEE

NNNN∆∆∆∆EEEE

Температура системы 11111111
TTTTTTTT ======== ∂∂∂∂∂∂∂∂SSSSSSSS

∂∂∂∂∂∂∂∂EEEEEEEE ======== 11111111
∆∆∆∆∆∆∆∆EEEEEEEE llllllllnnnnnnnn

((((((((
11111111++++++++nnnnnnnn

nnnnnnnn

))))))))

ВопросВопрос:: возможны ли в этой системе состояния с отрицательной температурой?

ΩΩΩΩΩΩΩΩ((((((((NNNNNNNN,,,,,,,, MMMMMMMM )))))))) ========
((((((((NNNNNNNN ++++++++MMMMMMMM −−−−−−−− 11111111))))))))!!!!!!!!

((((((((NNNNNNNN −−−−−−−− 11111111))))))))!!!!!!!!MMMMMMMM !!!!!!!!
≈≈≈≈≈≈≈≈
((((((((NNNNNNNN ++++++++MMMMMMMM ))))))))NNNNNNNN++++++++MMMMMMMM

NNNNNNNNNNNNNNNNMMMMMMMMMMMMMMMM
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ββββ ==== 1111
TTTT
====
∂∂∂∂SSSS

∂∂∂∂EEEE
====
∂∂∂∂ llllnnnnΩΩΩΩ((((EEEE))))

∂∂∂∂EEEE
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ММодельодель твердоготвердого телатела ЭйнштейнаЭйнштейна

В 1907 А.Эйнштейн предложил простую модель, позволившую
объяснить термодинамические свойства твердого тела: 

кристалл, содержащий N атомов моделируется 3N идентичными
независимыми квантовыми гармоническими осцилляторами, 
энергия каждого осциллятора квантуется как целое число n i

единиц энергии εεεε = ħωωωω. Трехмерный осциллятор изотропен по
всем направлениям:








 ++






 ++






 +=+= 22222222
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2

1

2

1
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1

2

1

2

1

2

1

2

1
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 ++
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1
,,, 2

1

2

1

2

1

2

1

i
iziyixii nnnnE εωωω hhh

Внутренняя энергия

твердого тела: 
εεεεε

2

3

2

1

2

1 3

1

3

1

3

1

3

1

N
nnnE i

N

i

N

i
i

N

i
i

N

i

+=+=






 += ∑∑∑∑
====

энергия вакуума

Эффективная

внутренняя энергия: 
i

N

i

nE ∑
=

=
3

1

ε

1 2 3 3N

ħωωωω

Все осцилляторы идентичны



МножественностьМножественность состоянийсостояний вв ммоделоделии твердоготвердого телатела

МакроскопическоеМакроскопическое состояниесостояние вв моделимодели твердоготвердого телатела задаетсязадается

параметрамипараметрами NN ии EE, , аа микроскопическоемикроскопическое состояниесостояние –– квантовымиквантовыми
числамичислами nn ii наборанабора 33NN осцилляторовосцилляторов. . 

Кристалл, содержащий 1 атом:

EIIIIII

2110

2101

2011

2200

2020

2002

1100

1010

1001

0000 Ω(0)=1

Ω(1)=3

Ω(2)=6

EIIIIII

3210

3201

3120

3021

3102

3012

3111

3300

3030

3003

Ω(3)=10

( )
!)1(!

!11
),(

−
−+=







 −+
=Ω

NM

NM

M

NM
MN

Статистический вес состояния

N осцилляторов (N/3 атомов) 
с распределенными между ними

M квантов энергии
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СвязьСвязь междумежду статистическимистатистическими ии термодинамическимитермодинамическими
величинамивеличинами. . ТеплоемкостьТеплоемкость..

Теплоёмкость макроскопической системы при ряде ограничений можно

определить как

CCCCCCCC ======== ∂∂∂∂∂∂∂∂EEEEEEEE
∂∂∂∂∂∂∂∂TTTTTTTT

(2.11)

Поскольку энтропия является функцией энергии, можно записать

∂∂∂∂SSSS
∂∂∂∂TTTT
==== ∂∂∂∂SSSS

∂∂∂∂EEEE
···· ∂∂∂∂EEEE

∂∂∂∂TTTT
==== CCCC

TTTT

то есть ∆∆∆∆SSSS ====

∫∫∫∫ TTTT2222

TTTT1111

CCCC((((TTTT ))))

TTTT
ddddTTTT (2.12)

Повторное дифференцирование определения температуры дает

∂∂∂∂2222SSSS
∂∂∂∂EEEE2222 ==== −−−−

1111
TTTT 2222CCCC

Если теплоёмкость положительна, то система является термодинамически
стабильной (исключение: черные дыры имеют отрицательную теплоёмкость!)  
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При механическом контакте системы разделены подвижным

барьером и равновесие достигается при равном давлении на

барьер с обоих сторон.

ТепловойТепловой контактконтакт междумежду двумядвумя системамисистемамиМеханическийМеханический контактконтакт междумежду двумядвумя системамисистемами

V1-δV V1+δVE1 ,S1,V 1 E2 ,S2,V 2

(2.13)δδδδSSSS ====
∂∂∂∂SSSS1111
∂∂∂∂VVVV1111

δδδδVVVV1111 ++++
∂∂∂∂SSSS2222
∂∂∂∂VVVV2222

δδδδVVVV2222 ++++
∂∂∂∂SSSS1111
∂∂∂∂EEEE1111

δδδδEEEE1111 ++++
∂∂∂∂SSSS2222
∂∂∂∂EEEE2222

δδδδEEEE2222 ==== 0000
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В состоянии теплового равновесия выполняется условие

δS=0 и, поскольку полный объем системы VV = V= V11+V+V22

сохраняется, δV = δV1+δV2 =0, и тогда

δδδδSSSS ====
∂∂∂∂SSSS1111
∂∂∂∂VVVV1111

δδδδVVVV1111 ++++
∂∂∂∂SSSS2222
∂∂∂∂VVVV2222

δδδδVVVV2222 ====

[[[[
∂∂∂∂SSSS1111
∂∂∂∂VVVV1111

−−−−
∂∂∂∂SSSS2222
∂∂∂∂VVVV2222

]]]]
δδδδVVVV1111 ==== 0000

(2.15)

ДавлениеДавление

Определим давление как

Если система находится в состоянии теплового равновесия, то
условие механического равновесия (2.14)можно записать как P1 =P2

(2.14)

PPPPPPPP ======== TTTTTTTT

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂SSSSSSSS

∂∂∂∂∂∂∂∂VVVVVVVV

))))))))

EEEEEEEE,,,,,,,,NNNNNNNN
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ПереносПеренос частицчастиц припри контактеконтакте междумежду системамисистемами. . 
ХимическийХимический потенциалпотенциал..

Предположим что при механическом контакте возможна диффузия

частиц различных типов через барьер. Сохранение полного числа
частиц N = N1+N2 означает что δN = δN1+δN2 =0, и равновесие

достигается при условии

δδδδSSSS ====
∂∂∂∂SSSS1111
∂∂∂∂NNNN1111

δδδδNNNN1111 ++++
∂∂∂∂SSSS2222
∂∂∂∂NNNN2222

δδδδNNNN2222 ====

[[[[
∂∂∂∂SSSS1111
∂∂∂∂NNNN1111

−−−−
∂∂∂∂SSSS2222
∂∂∂∂NNNN2222

]]]]
δδδδNNNN1111 ==== 0000

Определим химический потенциал как

µµµµ ==== −−−−TTTT

((((
∂∂∂∂SSSS

∂∂∂∂NNNN

))))

EEEE,,,,VVVV

(2.19)

Если система находится в состоянии теплового равновесия при

постоянном объеме и температуре, то условие равновесия (2.18)

можно записать как µ1 = µ 2

(2.18)
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Тепло передается от более горячей системы к более холодной.

Обмен энергией →→ Т=const →→ Тепловое равновесие

• Система, находящаяся при более высоком давлении, 
расширяется сжимая систему с низким давлением.

Изменение объема →→ P=const →→ Механическое равновесие

Частицы перемещаются от системы с большим химическим

потенциалом к системе с меньшим значением µµ. 

Обмен частицами →→ µµ=const →→ Химическое равновесие

УсловияУсловия термодинамическоготермодинамического равновесияравновесия

припри контактеконтакте междумежду двумядвумя системамисистемами::
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Рассмотрим термодинамическую систему энтропия которой

зависит от энергии, объема и числа частиц. Тогда при малых
изменениях этих параметров

(2.21)

НачалаНачала термодинамикитермодинамики

Учитывая определения давления (2.15), температуры (2.10) и

химического потенциала (2.19)

это выражение можно записать как

(2.20)ddddSSSS ====
∂∂∂∂SSSS

∂∂∂∂VVVV
ddddVVVV ++++

∂∂∂∂SSSS

∂∂∂∂EEEE
ddddEEEE ++++

∂∂∂∂SSSS

∂∂∂∂NNNN
ddddNNNN

1111
TTTT
====
∂∂∂∂SSSS

∂∂∂∂EEEE
;;;; PPPP ==== TTTT

∂∂∂∂SSSS

∂∂∂∂VVVV
;;;; µµµµ ==== −−−−TTTT

∂∂∂∂SSSS

∂∂∂∂NNNN

TTTTddddSSSS ==== ddddEEEE ++++ PPPPddddVVVV −−−− µµµµddddNNNN
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ВнутренняяВнутренняя энергияэнергия

E = Ekinetic + Epotential

Внутренняя энергия системы частиц E, определяется как сумма (1) 
кинетических энергий частиц в системе отсчета, в которой центр масс

системы покоится (трансляции, вращения, вибрации), и (2) потенциальной
энергии взаимодействия частиц.

Внутренняя энергия является функцией состояния

системы, то есть она зависит только от значения

макроскопических параметров а не от способа

приготовления системы (траектории в пространстве

параметров).

E= E(V, T)В состоянии термодинамического равновесия [ f (P,V,T)=0 ] :

P

V 
T A

B

В простейшем случае идеального газа взаимодействие между частицами

отсутствует:   E = E (T) = Ekinetic ; Epotential =0
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МодельМодель идеальногоидеального газагаза

Модель идеального газа связана с рядом упрощений

все молекулы идентичны, их число N очень велико;

низкая плотность газа;

молекулы очень малы по сравнению с расстояниями между ними; 

молекулы не взаимодействуют друг с другом;

движение молекул описывается законами классической механики;

столкновения между молекулами и стенками ящика абсолютно упруги. 

Модели вещества: газ (случайное движение частиц)

твердое тело (позиции частиц фиксированы)

Воздух при нормальных условиях:

~ 2.7~ 2.7⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅10101919 молекулмолекул вв 1 cm1 cm 33

РазмерРазмер молекулмолекул ~ (2~ (2--3)3)⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅1010--1010 m, m, расстояниерасстояние
междумежду молекулмолекуламиами ~ 3~ 3⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅1010--99 mm

СредняяСредняя скоростьскорость -- 500 500 m/sm/s

СредняяСредняя длинадлина пробегапробега -- 1010--77 m m 

ЧислоЧисло столкновенийстолкновений вв 1 1 сексек -- 5 5 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅101099
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температура идеального газа T ⇔ кинетическая энергия

движения молекул

Давление P – результат столкновений молекул со стенками ящика.

Давление = Сила/Площадь = [∆P / ∆t ] / S

При каждом упругом столкновении: 
∆∆∆∆px = 2 m v x

Время между столкновениями:  ∆∆∆∆t = 2 L/v x

Для N молекул -

vx

Площадь S

L

Объем V =  LS

ppppiiii ====
2222mmmmiiiivvvvxxxx
2222LLLL////vvvvxxxx

1111
SSSS
==== mmmmiiiivvvv

2222
xxxx
1111
VVVV

PPPPPPPP ========
NNNNNNNN∑∑∑∑∑∑∑∑

iiiiiiii========11111111
ppppppppiiiiiiii ========

11111111

VVVVVVVV

NNNNNNNN∑∑∑∑∑∑∑∑

iiiiiiii========11111111

mmmmmmmmiiiiiiiivvvvvvvv
22222222
xxxxxxxx ========

NNNNNNNNmmmmmmmm

VVVVVVVV
<<<<<<<< vvvvvvvv22222222xxxxxxxx >>>>>>>>
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температура идеального газа пропорциональна

средней кинетической энергии его молекул

Средняя кинетическая

энергия движения

молекул идеального газа :

Внутренняя энергия одноатомного идеального газа не зависит

от его объема:

PPPPVVVV ====
NNNN∑∑∑∑

iiii====1111

mmmmvvvv2222xxxx ==== NNNNmmmm <<<< vvvv2222xxxx >>>>

PPPPVVVV ==== NNNNkkkkBBBBTTTT





mmmm <<<< vvvv2222xxxx >>>>==== kkkkBBBBTTTT

<<<< EEEEkkkkiiiinnnn >>>>====
1111

2222
mmmm <<<< vvvv2222 >>>>====

1111

2222
mmmm <<<< vvvv2222xxxx ++++ vvvv2222yyyy ++++ vvvv2222zzzz >>>>

====
3333

2222
mmmm <<<< vvvv2222xxxx >>>>

<<<< EEEEkkkkiiiinnnn >>>>====
3333

2222
kkkkBBBBTTTT

EEEEEEEE ========
33333333

22222222
NNNNNNNNkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT ;;;;;;;; PPPPPPPPVVVVVVVV ========

22222222

33333333
EEEEEEEE



В одноатомном идеальном газе каждая

молекула имеет среднюю кинетическую

энергию

В этом случае имеется 3 трансляционных
степени свободы

Средняя кинетическая энергия молекулы есть

3(1/2 3(1/2 kTkT) = 3/2 ) = 3/2 kTkT.

Для классического двухатомного газа имеется

5 степеней свободы: 3 трансляционных + 2 
вращательных

ТеоремаТеорема оо равнораспределенииравнораспределении

〈〈〈〈EEEEkkkkiiiinnnn〉〉〉〉 ====
1111

2222
mmmm〈〈〈〈vvvv2222〉〉〉〉 ====

1111

2222
mmmm〈〈〈〈vvvv2222xxxx ++++ vvvv2222yyyy ++++ vvvv2222zzzz 〉〉〉〉

Теорема о равнораспределении кинетической энергии по степеням
свободы:

На каждую независимую квадратичную степень свободы приходится

средняя тепловая энергия ½½ kTkTz

y

x

ωωzz

ωωyy

Молекула двухатомного газа может вращаться вокруг оси x и оси y.
Соответствующие энергии вращения есть ½ Ixωx2 and ½ Iyωy2.



39

В квантовой теории уровни энергии

вращательного движения квантуются:

Равнораспределение применимо не

только к кинетической, но и к
потенциальной энергии: модель
гармонического осциллятора.

Вибрационные степени свободы:

Для квантового двухатомного газа

имеется 6 степеней свободы: 3 
трансляционных + 2 вращательных
+1 вибрационная (со вкладом как в
кинетическую так и в потенциальную

энергию)

ТеоремаТеорема оо равнораспределенииравнораспределении

EEEE ==== LLLL2222

2222IIII
====

����
2222llll((((llll++++1111))))
2222IIII

z

y
x

ωωzz

ωωyy

EEEEEEEEkkkkkkkkiiiiiiiinnnnnnnn ========
11111111

22222222
mmmmmmmm〈〈〈〈〈〈〈〈vvvvvvvv22222222〉〉〉〉〉〉〉〉,,,,,,,, UUUUUUUUppppppppooooooootttttttt ========

11111111

22222222
kkkkkkkk∆∆∆∆∆∆∆∆xxxxxxxx22222222

Все 3 типа степеней свободы квадратично
зависят от скорости и подчиняются
принципу равнораспределения энергии

Средняя энергия молекулы двухатомного

газа:
EE = 3/2 3/2 kkBBTT + 2/2 2/2 kkBBTT+1/2 1/2 kkBBTT+1/2 1/2 kkBBTT

= 7/2 7/2 kkBBTT ??



� теплоемкость двухатомного газа зависит от температуры: 
различные степени свободы «включены» при разных
температурах Пример: H2

СвязьСвязь сс экспериментальнымиэкспериментальными даннымиданными

Сравним нашу модель с экспериментальными данными.
Измеряемым параметром является теплоемкость C=dE/dT

С

Температура (К)

трансляции

вращения

вибрации

ВопросВопрос:: что произойдет при очень высоких температурах?
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ФункцииФункции ии уравненияуравнения состояниясостояния

Сколько переменных необходимо задать чтобы полностью описать

равновесное состояние термодинамической системы?  В случае
простой однокомпонентной системы их должно быть как минимум 3, 
например T, P, V . Если количество переменных больше 3, то они
связаны друг с другом уравнениями состояния , например
уравнение состояния идеального газа

PPPPVVVV ==== NNNNkkkkBBBBTTTT

связывает 4 переменные. Другие примеры – уравнение Ван-дер-Ваальса

((((
PPPP ++++ aaaaNNNN2222

VVVV 2222

))))
((((VVVV −−−− bbbbNNNN)))) ==== NNNNkkkkBBBBTTTT

(2.18)

Уравнение состояния парамагнетика (закон Кюри)

(2.19)

MMMM ==== CCCC
VVVV BBBB

TTTT

В 3-х мерном пространстве P-V-T равновесному состоянию соответ-
ствует точка, уравнению состояния соответствует поверхность.
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РаботаРабота ии теплотатеплота
Изменение внутренней энергии ∆∆∆∆E  возможно
двумя способами: 

Q – обмен энергией между системой и

окружением за счет теплопередачи через границу

– нагрев (Q > 0) /охлаждение (Q < 0)
A – любой другой способ передачи энергии

через границу

– работа

Процессы теплопередачи:
теплопроводность: передача энергии при столкновении молекул;

более быстрая молекула передает энергию

медленной молекуле.
конвекция: передача энергии макроскопическим потоком жидкости

или газа

излучение: передача энергии при излучении/поглощении
электромагнитного излучения.

Теплопередача

Работа

Как работа так и теплопередача описывают перенос

энергии через границу системы.



43

В случае циклических процессов

(Ei = Ef) ⇒ Q = - A.
Если при этом система остается

термоизолированной, Q = 0  то A= 0

Первое начало термодинамики: изменить внутреннюю энергию

макроскопической системы можно или совершая работу или за счет

теплопередачи. 

:   Закон сохранения энергии

P

V T

Считается что тепло, подводимое к системе Q и работа A
положительны если энергия системы увеличивается.

ПервоеПервое началоначало термодинамикитермодинамики

∆∆∆∆E = Q + A

Альтернативная формулировка: 
Невозможно создать вечный двигатель первого рода
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МатематическоеМатематическое отступлениеотступление: : 
полныеполные ии неполныенеполные дифференциалыдифференциалы

Для элементарного количества теплоты δδQQ, элементарной работы δδAA и
малого приращения ddEE внутренней энергии первое начало термодинамики
записывается как

где ddEE - полный дифференциал энергии (функции состояния), а δδQQ и

δδAA – неполные дифференциалы количества теплоты и работы, которые не
являются функциями состояния.

ddddddddEEEEEEEE ======== δδδδδδδδQQQQQQQQ −−−−−−−− δδδδδδδδAAAAAAAA

Рассмотрим дифференциал dF(x,ydF(x,y )) = = A(x,yA(x,y ) ) dxdx + + B(x,yB(x,y ) ) dydy . Он является
полным если

AAAA((((xxxx,,,, yyyy)))) ====
((((

∂∂∂∂FFFF
∂∂∂∂xxxx

))))
yyyy ,,,, BBBB((((xxxx,,,, yyyy)))) ====

((((
∂∂∂∂FFFF
∂∂∂∂yyyy

))))
xxxx

((((
∂∂∂∂2222FFFF
∂∂∂∂xxxx∂∂∂∂yyyy

))))
====
((((

∂∂∂∂2222FFFF
∂∂∂∂yyyy∂∂∂∂xxxx

))))
или

Задача: проверить, являются ли полными дифференциалы

ddddffff ==== 2222xxxxyyyy3333ddddxxxx++++ 3333xxxx2222yyyy2222ddddyyyy;;;; ddddgggg ==== 2222xxxx2222yyyy3333ddddxxxx++++ 3333xxxx3333yyyy2222ddddyyyy ????
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Дифференциал функции одной переменной

δx

δf

x

f

df
f x

dx
δ δ≈
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Дифференциал функции двух переменных

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , )

y

x

y x

f
f x x y f x y x

x

f
f x x y y f x x y y

y

f f
f x y x y

x y

δ δ

δ δ δ δ

δ δ

∂ + ≈ +  ∂ 

 ∂+ + ≈ + +  ∂ 

 ∂ ∂ ≈ + +   ∂ ∂   

x

f

y

(x0, y0) (x0+δx, y0+δy)

f (x0, y0)

(x0+δx, y0)

(x0, y0+δy)

0 0 0 0( , ) ( , )

y x

df f x x y y f x y

f f
x y

x y

δ δ

δ δ

= + + −

 ∂ ∂ ≈ +   ∂ ∂   

(
∂2f
∂x∂y

)
=
(

∂2f
∂y∂x

)
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Для термодинамической функции состояния F = F(V,T,P)

dF = (∂F/∂V)T,PdV + (∂F/∂T)P,VdT + (∂F/∂P)V,TdP,

причем ∂2F/∂V∂T = ∂2F/∂T∂V, etc.

Полный и неполный дифференциалы можно проинтегрировать от (x1, y1) 
до (x2, y2), в первом случае результат

xxxx2222,,,,yyyy2222∫∫∫∫

xxxx1111,,,,yyyy1111

ddddFFFF ==== FFFF ((((xxxx2222,,,, yyyy2222))))−−−− FFFF ((((xxxx1111,,,, yyyy1111))))

зависит только от значений функции в начальной и конечной точках, 
значение интеграла от неполного дифференциала зависит от контура

интегрирования. 
Полезное правило Эйлера:

((((
∂∂∂∂xxxx

∂∂∂∂yyyy

))))

zzzz

((((
∂∂∂∂yyyy

∂∂∂∂zzzz

))))

xxxx

((((
∂∂∂∂zzzz

∂∂∂∂xxxx

))))

yyyy

==== −−−−1111

zzzz ==== zzzz((((xxxx,,,, yyyy)))),,,, ddddzzzz ====
((((

∂∂∂∂zzzz
∂∂∂∂xxxx

))))
yyyy
ddddxxxx++++

((((
∂∂∂∂zzzz
∂∂∂∂yyyy

))))

xxxx
ddddyyyy;;;;

0000 ====
((((

∂∂∂∂zzzz
∂∂∂∂xxxx

))))
yyyy
++++
((((

∂∂∂∂zzzz
∂∂∂∂yyyy

))))

xxxx

((((
∂∂∂∂yyyy
∂∂∂∂xxxx

))))

zzzz

если то

и если z = const,
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КвазистатическиеКвазистатические процессыпроцессы

Квазистатическим или квазиравновесным процессом

называется достаточно медленный процесс в ходе которого

любое промежуточное состояние может быть рассмотрено

как равновесное. (Все макроскопические параметры хорошо
определены для промежуточных состояний.

Квазиравновесные процессы :

Изохорический: V = const
Изобарический: P = const
Изотермический: T = const
Адиабатический: Q = 0

В ходе квазиравновесного процесса P, V, T
хорошо определены – путь между началь-
ным и конечным состоянием соответствует

непрерывной линии в пространстве пара-
метров. P

V 
T 1 

2 

Преимущество такого описания: состояние системы в ходе

квазиравновесного процесса описывается тем же небольшим набором

макроскопических параметров, что и равновесное состояние системы. (Для
идеального газа, например, это T и P). Если же процесс неравновесен

(например, турбулентный поток жидкости), число макроскопических параметров
огромно и/или они отличаются от параметров равновесной системы.
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РаботаРабота

Работа A считается положительной если объем
газа уменьшается (сжатие газа увеличивает его

внутреннюю энергию); если dV>0, то работа A
отрицательна (Эгоистический принцип: 
положительно то, что увеличивает энергию).

Работа совершенная внешней силой

действующей на поршень:

A = (PS) dx = P (Sdx ) = - PdV

∆∆∆∆x

P

A = - PdV справедливо в случае

произвольной деформации

границы системы

Работа не обязательно связана с изменением объема

(эксперименты Д.Джоуля (1845) по определению связи

механической работы с нагреванием ).

dE = Q – PdV

S –
площадь

стенки

Сила

AAAA1111→→→→2222 ==== −−−−
VVVV2222∫∫∫∫

VVVV1111

PPPP ((((VVVV,,,, TTTT ))))ddddVVVV
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P

V

P2

P1

V1 V2

A B

CD

работа отрицательна при круговом процессе

происходящем «по часовой стрелке» и

положительна в противоположном случае

Систему можно перевести из состояния 1 в
состояние 2 по бесконечному числу путей в

пространстве параметров, на каждом из них

определена своя функция P(T,V)

Поскольку энергия E является функцией

состояния а работа A нет, то количество
теплоты Q также не функция состояния

∆∆∆∆E = Q + A

Так как работа произведенная над системой зависит

не только от начального и конечного состояния, но и
от всех промежуточных состояний А не являются

функцией состояния системы

PV диаграмма

P

V 
T

1 

2 

AAAAAAAA11111111→→→→→→→→22222222 ======== −−−−−−−−
VVVVVVVV22222222∫∫∫∫∫∫∫∫

VVVVVVVV11111111

PPPPPPPP ((((((((VVVVVVVV,,,,,,,, TTTTTTTT ))))))))ddddddddVVVVVVVV

AAAA ==== AAAAAAAABBBB ++++ AAAACCCCDDDD ==== −−−−PPPP2222((((VVVV2222 −−−− VVVV1111))))−−−− PPPP1111((((VVVV1111 −−−− VVVV2222))))

==== −−−−((((PPPP2222 −−−− PPPP1111))))∆∆∆∆VVVV
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Обратимым называется

квазиравновесный процесс, допускающий
возможность возвращения системы в

первоначальное состояние без изменения

окружающей среды: 

Обратимый процесс обязательно должен

быть квазистатическим, но произвольный
квазистатический процесс не всегда будет

обратимым (гистерезис, диссипация энергии
и др.)

ОбратимыеОбратимые ии необратимыенеобратимые процессыпроцессы

2

V

P

V1,2

1

3

4

РавенствоРавенство AA = ∫PdV справедливосправедливо толькотолько длядля

обратимыхобратимых процессовпроцессов. . Работа произведенная
при необратимых процессах удовлетворяет

неравенству

∮∮∮∮
ddddEEEE ==== 0000

AAAA <<<<
∫∫∫∫
PPPPddddVVVV
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КвазистатическиеКвазистатические процессыпроцессы вв идеальномидеальном газегазе

Изохорический (V = const )

Изобарический ( P = const )

V

P

V1

PV= NkBT1

PV= NkBT21
2

V2

V

P

V1,2

PV= NkBT1

PV= NkBT2
1

2 AAAA1111→→→→2222 ==== 0000

QQQQ1111→→→→2222 ==== ddddEEEE ====
3333

2222
NNNNkkkkBBBB((((TTTT2222 −−−− TTTT1111)))) ==== CCCCVVVV∆∆∆∆TTTT

Теплоёмкость процесса: CCCCVVVV ====
((((

∂∂∂∂EEEE
∂∂∂∂TTTT

))))
VVVV====ccccoooonnnnsssstttt

AAAA1111→→→→2222 ====−−−−
VVVV2222∫∫∫∫

VVVV1111

PPPP((((VVVV,,,,TTTT))))ddddVVVV ====−−−−PPPP((((VVVV2222−−−−VVVV1111))))<<<<0000

Теплоёмкость процесса:

CCCCCCCCPPPPPPPP ========
((((((((

∂∂∂∂∂∂∂∂QQQQQQQQ
∂∂∂∂∂∂∂∂TTTTTTTT

))))))))

PPPPPPPP
======== ∆∆∆∆∆∆∆∆EEEEEEEE++++++++PPPPPPPP∆∆∆∆∆∆∆∆VVVVVVVV

∆∆∆∆∆∆∆∆TTTTTTTT

======== CCCCCCCCVVVVVVVV ++++++++ PPPPPPPP ∆∆∆∆∆∆∆∆VVVVVVVV
∆∆∆∆∆∆∆∆TTTTTTTT ======== 55555555

22222222NNNNNNNNkkkkkkkkBBBBBBBB

PPPPPPPP VVVVVVVV ======== NNNNNNNNkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
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ИзотермическийИзотермический процеспроцесc c вв идеальномидеальном газегазе

V

P

PV= NkBT

V1V2

W

Изотермический (T = const )

При изотермическом процессе

QQQQ1111→→→→2222 ==== −−−−AAAA1111→→→→2222,,,, ddddEEEE ==== 0000

AAAA1111→→→→2222 ==== −−−−
VVVV2222∫∫∫∫

VVVV1111

PPPP ((((VVVV,,,, TTTT ))))ddddVVVV ==== −−−−NNNNkkkkBBBBTTTT
VVVV2222∫∫∫∫

VVVV1111

ddddVVVV
VVVV

==== NNNNkkkkBBBBTTTT llllnnnn
VVVV1111
VVVV2222

Работа положительна если V1 > V2 (сжатие) и

отрицательна если V1 > V2 (расширение)

AAAA1111→→→→2222
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АдиабатическийАдиабатический процесспроцесс вв идеальномидеальном газегазе

система термически изолирована:

PdVdTNkdETNkE BB −==⇒=
2

3

2

3

dTNkVdPPdVTNkPV BB =+⇒=

PVPdVVdPPdV ÷−=+
3

2

3

5
,0

3

2
1 ==+







 + ∫ γ
P

dP

V

dV

работа совершенная при изменении состояния системы

зависит только от ее начального и конечного состояния:

Чтобы вычислить А1→2 необходимо знать P (V,T)
Внутренняя энергия одноатомного идеального газа

0
11

=+ ∫∫
P

P

V

V P

dP

V

dVγ

V

P

V1

PV= NkBT1

PV= NkBT21

2

V2

(Показатель
адиабаты)

QQQQ1111→→→→2222 ==== 0000,,,, ddddEEEE ==== AAAA1111→→→→2222

AAAA1111→→→→2222 ==== −−−−
VVVV2222∫∫∫∫

VVVV1111

PPPP ((((VVVV,,,, TTTT ))))ddddVVVV
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V

P

V1

PV= NkBT1

PV= NkBT21

2

Задача: проверить что

На PV диаграмме адиабата круче чем

изотерма: при адиабатических процессах
газ производит работу за счет своей

внутренней энергии, его температура

при этом уменьшается.V2

constVPPV
P

P

V

V ==⇒






=






 γγ
γ

11
1

1

lnln

AAAA1111→→→→2222 ==== −−−−

VVVV2222∫∫∫∫

VVVV1111

PPPP ((((VVVV,,,, TTTT ))))ddddVVVV ==== −−−−

VVVV2222∫∫∫∫

VVVV1111

PPPP1111VVVV
γγγγ
1111

VVVV γγγγ
ddddVVVV

==== −−−−PPPP1111VVVV
γγγγ
1111

VVVV 1111−−−−γγγγ

1111−−−− γγγγ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
VVVV2222

VVVV1111

==== PPPP1111VVVV
γγγγ
1111

1111

γγγγ −−−− 1111

((((
1111

VVVV γγγγ−−−−1111
2222

−−−−
1111

VVVV γγγγ−−−−1111
1111

))))

ddddEEEE ==== 3333
2222
NNNNkkkkBBBB∆∆∆∆TTTT ==== AAAA1111→→→→2222
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НеравновесныеНеравновесные адиабатическиеадиабатические процессыпроцессы

справедливо только для квазиравновесных

процессов.
constTV =−1γ

2. Однако,     ∆∆∆∆E = Q + A = 0
E  ~  T    ⇒ T постоянно

(что согласуется с экспериментом)

Противоречие возникает потому

что свободное расширение

идеального газа не является

квазистатическим процессом!

constTV =−1γ1. V увеличивается

⇒ T уменьшается (охлаждение)

Свободное расширение идеального газа
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МатематическоеМатематическое отступлениеотступление: : 
преобразованиепреобразование ЛежандраЛежандра

Рассмотрим функцию f(x) переменной x. Преобразование Лежандра
позволяет определить функцию g(y) новой независимой переменной

и

Если имеется две (или более) переменных, то

yyyy ==== ddddffff
ddddxxxx

x

f
f(x)

ddddffff
ddddxxxx

наклон

Уравнение касательной к функции в точке x
, или

g

ffff((((xxxx)))) ==== ddddffff
ddddxxxx
xxxx++++ gggg

gggg((((yyyy1111,,,, yyyy2222)))) ==== ffff ((((xxxx1111,,,, xxxx2222)))) −−−−
∂∂∂∂ffff
∂∂∂∂xxxx1111

xxxx1111 −−−−
∂∂∂∂ffff
∂∂∂∂xxxx2222

xxxx2222

Пример: переход от функции Лагранжа к функции Гамильтона связанный с
заменой переменных :˙̇̇̇qqqqiiii →→→→ ppppiiii

gggg ==== ffff −−−− yyyyxxxx ddddgggg
ddddyyyy
==== −−−−xxxx

−−−−HHHH ==== LLLL−−−−
∑∑∑∑

iiii
ppppiiii ˙̇̇̇qqqqiiii



ЭнтальпияЭнтальпия
При изобарическом процессе (P = const ):

dE = Q - P∆∆∆∆V = Q - ∆∆∆∆(PV)   ⇒⇒⇒⇒ Q = ∆∆∆∆E  + ∆∆∆∆(PV)

Поскольку внутренняя энергия E, давление P и объем

V являются функциями состояния, ей также являются
энтальпия. При изобарических процессах изменение

энергии системы равно изменению энтальпии.

Q = ∆∆∆∆ H

изохора:

изобара:

В обоих

случаях Q не

зависит от пути

между 1 и 2.

Следствие: энергия высвобожденная (поглощенная) в ходе изобарического
процесса зависит только от начального и конечного состояния системы.

H ≡≡≡≡ E  + PV ⇒⇒⇒⇒ ЭнтальпияЭнтальпия
(преобразование Лежандра для энергии)

Энтальпия идеального газа: TNkTNkTNkPVEH BBB 2

5

2

3 =+=+=

Q = ∆∆∆∆ E

внутренняя

энергия E

Энтальпия H

Температура T
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ТеплоемкостьТеплоемкость CCVV ии CCPP

dT

PdVdE

dT

Q
C

+== δ
V = const

P = const

V
V T

E
C 









∂
∂= Теплоемкость при

постоянном объеме

Теплоемкость при

постоянном давлении
P

P T

H
C 









∂
∂=

Чтобы найти CP и CV необходимо уравнение состояния

f (P,V,T) = 0 и внутренняя энергия E = E (V,T)

BV NkC
2

3=

идеальный газ

Температура T

E

EEEE ==== 3333
2222
NNNNkkkkBBBBTTTT ;;;; HHHH ==== 5555

2222
NNNNkkkkBBBBTTTT

BP NkC
2

5=

По правилу Эйлера

или

((((
∂∂∂∂EEEE

∂∂∂∂VVVV

))))

TTTT

((((
∂∂∂∂VVVV

∂∂∂∂TTTT

))))

EEEE

((((
∂∂∂∂TTTT

∂∂∂∂EEEE

))))

VVVV

==== −−−−1111

((((
∂∂∂∂EEEE

∂∂∂∂VVVV

))))

TTTT

==== −−−−

((((
∂∂∂∂TTTT

∂∂∂∂VVVV

))))

EEEE

((((
∂∂∂∂EEEE

∂∂∂∂TTTT

))))

VVVV

==== −−−−CCCCVVVV

((((
∂∂∂∂TTTT

∂∂∂∂VVVV

))))

EEEE
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ПроцессПроцесс ДжоуляДжоуля--ТомпсонаТомпсона

Медленная прокачка газа через
пористую перегородку под постоянным
давлением в термически изолированной
системе (Q =0): (P1, V1 , T1) →→ (P2 , V2 , T2)

Полная работа A = - P1(0 - V1 ) - P2(V2 - 0) 
= P1V1 - P2V2 = ∆∆∆∆E

При этом ∆∆∆∆ H = ∆∆∆∆ E + ∆∆∆∆ (PV) = P1V1 - P2V2 ++++ P2V2  ---- P1V1 = 0

Процесс Джоуля-Томпсона это обратимый процесс при
постоянной энтальпии

По правилу Эйлера

или

((((
∂∂∂∂TTTT

∂∂∂∂PPPP

))))

HHHH

((((
∂∂∂∂HHHH

∂∂∂∂TTTT

))))

PPPP

((((
∂∂∂∂PPPP

∂∂∂∂HHHH

))))

TTTT

====−−−−1111

((((
∂∂∂∂HHHH

∂∂∂∂PPPP

))))

TTTT

==== −−−−

((((
∂∂∂∂TTTT

∂∂∂∂PPPP

))))

HHHH

((((
∂∂∂∂HHHH

∂∂∂∂TTTT

))))

PPPP

==== −−−−CCCCPPPP

((((
∂∂∂∂TTTT

∂∂∂∂PPPP

))))

HHHH

Коэффициент
Джоуля-Томпсона

µµµµ ====
((((

∂∂∂∂TTTT
∂∂∂∂PPPP

))))
HHHH

Для идеального газа µ=0
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ПодводяПодводя итогиитоги: : квазиравновесныеквазиравновесные процессыпроцессы вв
одноатомномодноатомном идеальномидеальном газегазе

Процесс ∆∆∆∆E Q A Уравнение

изобара

(∆∆∆∆P=0)

изохора

(∆∆∆∆V=0)
0

изотерма

(∆∆∆∆T=0)
0

адиабата

(Q=0)
0

∆∆∆∆EEEE ==== EEEE2222 −−−− EEEE1111

∆∆∆∆EEEE==== 3333
2222
NNNNkkkkBBBB∆∆∆∆TTTT ====

3333
2222
PPPP∆∆∆∆VVVV 5555

2222
PPPP∆∆∆∆VVVV −−−−PPPP∆∆∆∆VVVV

VVVV1111
TTTT1111
==== VVVV2222

TTTT2222

∆∆∆∆EEEE==== 3333
2222
NNNNkkkkBBBB∆∆∆∆TTTT ====

3333
2222
VVVV∆∆∆∆PPPP 3333

2222
VVVV∆∆∆∆PPPP

PPPP1111
TTTT1111
==== PPPP2222

TTTT2222

-A

∆∆∆∆E

PPPP1111VVVV1111 ==== PPPP2222VVVV2222

PPPP1111VVVV
γγγγ
1111 ==== PPPP2222VVVV

γγγγ
2222

NNNNkkkkBBBBTTTT llllnnnn
VVVV1111
VVVV2222

∆∆∆∆EEEE==== 3333
2222
NNNNkkkkBBBB∆∆∆∆TTTT ====

3333
2222
∆∆∆∆((((VVVVPPPP))))


