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ТермодинамикаТермодинамика идеальногоидеального газагаза

одночастичная статсумма

тепловая длина волны де Бройля

статсумма

Следовательно, большая статсумма

Вернемся к рассмотрению идеального газа. Мы уже знаем что для

одноатомного газа невзаимодействующих неразличимых частиц
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Если λ3 < V/N то химический потенциал отрицателен

V/N – объем занятый частицей, λ - тепловая длина волны де Бройля; 
классическое описание работает если µ<0 и λ3 << V/N.

Напомним:
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-изменение энергии при добавлении в систему
одной частицы, при этом энтропия растет, если
же S=const то энергия должна уменьшится
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СтатистическаяСтатистическаяСтатистическаяСтатистическая термодинамикатермодинамикатермодинамикатермодинамика позволяетпозволяетпозволяетпозволяет строгострогострогострого
обосноватьобосноватьобосноватьобосновать классическоеклассическоеклассическоеклассическое описаниеописаниеописаниеописание одноатомногоодноатомногоодноатомногоодноатомного
идеальногоидеальногоидеальногоидеального газагазагазагаза.
ПоследовательноеПоследовательноеПоследовательноеПоследовательное описаниеописаниеописаниеописание свойствсвойствсвойствсвойств идеальногоидеальногоидеальногоидеального газагазагазагаза
связаносвязаносвязаносвязано сссс учетомучетомучетомучетом квантовомеханическихквантовомеханическихквантовомеханическихквантовомеханических принциповпринциповпринциповпринципов
(УравнениеУравнениеУравнениеУравнение СакураСакураСакураСакура-ТетродеТетродеТетродеТетроде).
ПринципПринципПринципПринцип равнораспределенияравнораспределенияравнораспределенияравнораспределения энергииэнергииэнергииэнергии нененене позволяетпозволяетпозволяетпозволяет
получитьполучитьполучитьполучить экспериментальноэкспериментальноэкспериментальноэкспериментально наблюдаемыенаблюдаемыенаблюдаемыенаблюдаемые значениязначениязначениязначения
теплоемкоститеплоемкоститеплоемкоститеплоемкости двухатомныхдвухатомныхдвухатомныхдвухатомных газовгазовгазовгазов.
ОколоОколоОколоОколо 100 летлетлетлет назадназадназадназад подобноеподобноеподобноеподобное расхождениерасхождениерасхождениерасхождение теориитеориитеориитеории ииии
эспериментаэспериментаэспериментаэсперимента являлосьявлялосьявлялосьявлялось однойоднойоднойодной изизизиз наиболеенаиболеенаиболеенаиболее серьезныхсерьезныхсерьезныхсерьезных
проблемпроблемпроблемпроблем статистическойстатистическойстатистическойстатистической физикифизикифизикифизики.



ДвухатомныйДвухатомный идеальнидеальныйый газгаз

Если частица обладает внутренней структурой (атом, молекула) то гамильтониан
состоит из двух частей - энергии поступательного движения Htr и внутренней

энергии частицы:  H = Htr + Hint где Hint складывается из энергии электронных

возбуждений, энергии колебательного движения и энергии вращения. 

Предположение: все вклады независимы (всегда корректно для трансляций)
Колебательные моды независимы от вращений в приближении жесткого волчка;
независимы от электронных возбуждений в приближении Борна-Оппенгеймера
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Простейший случай: двухатомная молекула, физическая модель – две
точечные массы связанные невесомой пружиной, εεεε = εεεεtr + εεεεrot + εεεεvib

Статсумма двухатомной молекулы
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Электронные

возбуждения

Вибрационные

возбуждения

Ротационные

возбуждения

Трансляционные

возбуждения

КомпонентыКомпоненты внутреннейвнутренней энергииэнергии идеальнидеальногоого газгазаа
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СтатсуммаСтатсумма двухатомногодвухатомного идеальнидеальногоого газгазаа

Замечание: Во вращательную и колебательную статсумму входит

приведенная масса M = m1m2/(m1+m2), для двухатомной молекулы I = MR2. 

Трансляции:

Колебания: 
гармонический осциллятор
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СтатсуммаСтатсумма двухатомногодвухатомного идеальногоидеального газагаза

Энергия квантовомеханического вращательного движения:

Состояния вращательного спектра 2J+1 – кратно вырождены

Вращательная статсумма: ZZZZZZZZrrrrrrrrooooooootttttttt ========
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ВВ статсумместатсумме сохраняетсясохраняется лишьлишь половинаполовина членовчленов

((JJ принимаютпринимают толькотолько четныечетные илиили нечетныенечетные значениязначения).).
ЗамечаниеЗамечание::
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слагаемыеслагаемые,                           ,                           аа припри высокихвысоких
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ТермодинамикаТермодинамика двухатомногодвухатомного идеальногоидеального газагаза

Статсумма двухатомного идеального газа
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Теплоемкость

ВысокотемпературныйВысокотемпературный пределпредел::

НизкотемпературныйНизкотемпературный пределпредел::
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Температура (К)

трансляции

вращения

вибрации

С
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БольшаяБольшая статистическаястатистическая суммасумма идеальногоидеального

квантовогоквантового газагаза

( )
exp

i

i i
i

n B

n
Z

k T

ε µ− 
≡ − 

 
∑ РезультатРезультат зависитзависит отот

квантовойквантовой природыприроды частицчастиц

НапомнимНапомним:: ббольшаяольшая статистическаястатистическая суммасумма системысистемы невзаимодействующихневзаимодействующих

тождественныхтождественных частицчастиц припри температуретемпературе TT определяетсяопределяется каккак

( ) ∑=+++=
i

iinnnnE εεεεα ...332211 Энергия системы в состоянии αααα

( ) ∑=
i

inN α� ЧислоЧисло частицчастиц вв микросостояниимикросостоянии αααααααα →→→→→→→→ {{nn11, n, n22, n, n33,...,...}}

( )
{ }

( )
0

exp exp
i i

i i i i
i

n i i n iB B

n n
Z

k T k T

ε µ ε µ ∞

=

− −   
− = − =   
   

∑∏ ∏∑ ∏

( )( )ac ad bc bd a b c d⇒ + + + = + +
1

2 (a,b)

(c,d)Сумма берется по всем

числам заполнения для

каждого уровня и по всем

уровням, например:

ZZZZZZZZ−−−−−−−− ========
∑∑∑∑∑∑∑∑
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−−−−−−−− nnnnnnnniiiiiiii((((((((εεεεεεεεiiiiiiii−−−−−−−−µµµµµµµµ))))))))
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))))))))



Бозоны и фермионы

ОднимОдним изиз фундаментальныхфундаментальных результатоврезультатов квантовойквантовой

механикимеханики являетсяявляется разделениеразделение всехвсех частицчастиц нана дведве

группыгруппы::

БозоныБозоны:: частицы с целым спином, в частности со спином 0 
(в единицах ħ), например фотоны, ядра атомов с четным

числом нуклонов, электрослабые W,Z-бозоны и др.
Волновая функция системы бозонов симметрична

относительно перестановки любых двух частиц: 
Ψ(...,Qj,...Qi,..)= Ψ(...,Qi,...Qj,..). Число бозонов в основном

состоянии неограниченонеограничено. . 

ФермионыФермионы:: частицы с полуцелым спином, например

электроны, ядра атомов с нечетным числом нуклонов,
нейтрино и др. Волновая функция системы фермионов

антисимметрична относительно перестановки любых двух

частиц: Ψ(...,Qj,...Qi,..)= -Ψ(...,Qi,...Qj,..). Число фермионов в

основном состоянии равно нулю или единице (Запрет Паули).



БозоныБозоны ии фермионыфермионы

Системы, состоящие из нескольких частиц
являются бозонами если они содержат четное

число фермионов, или фермионами, если они

содержат нечетное число фермионов

Например: (атом 3He = 2 электрона + 2 протона + 1 
нейтрон⇒ атом трития 3He является фермионом)

Общее правило: если нейтральный атом содержит

нечетное число нейтронов, то он является

фермионом, а если он содержит четное число

нейтронов - то бозоном.
Различие между бозонами и фермионами

определяется возможными значениями чисел

заполнения ni:

Фермионы: ni = 0 или 1;  Бозоны:  ni = 0, 1, 2, .....



различимыеразличимые частицы Бозе стат. Ферми стат.
n1 n2 n1 n2 n1 n2

1 1 1 1
2 1 2 1 2 1
1 2
2 2 2 2
3 1 3 1 3 1
1 3
3 2 3 2 3 2
2 3
3 3 3 3
4 1 4 1 4 1
1 4
4 2 4 2 4 2
2 4
4 3 4 3 4 3
3 4

Рассмотрим 2 невзаи-
модействующие части-
цы в одномерном

ящике длиной L.  
Энергия системы есть

Спектр состояний

системы с полной

энергией

( )2
2

2
12

2

, 821
nn

mL

h
E nn +=

252
2

2
1 ≤+ nn

Фермионы: ni = 0 или 1;  Бозоны:  ni = 0, 1, 2, .....

БозоныБозоны ии фермионыфермионы



ПримерПример: : статсуммастатсумма системысистемы фермионовфермионов

ЗадачаЗадача:: вычислить статсумму «идеального газа» N=3 
одинаковых фермионов в равновесии с тепловым резервуаром

при температуре T. Предполагается что каждая частица может
находится в одном из 4 состояний с энергией εεεε1, εεεε2, εεεε3, и εεεε4. 

εεεε1 1 1 1 0

εεεε2 1 0 1 1

εεεε3 1 1 0 1

εεεε4 0 1 1 1

число частиц в одночастичном

состоянии

Запрет Паули оставляет для такой

системы только 4 разрешенных

состояния. (Мы пренебрегаем

вырождением по спину). 

Статсумма (канонический ансамбль):

состояние с энергией Ei

{ }

[ ]{ } [ ]{ }
[ ]{ } [ ]{ }

3

1 2 3 1 3 4

1 2 4 2 3 4

exp

exp exp

exp exp

i

i
E

Z Eβ

β ε ε ε β ε ε ε

β ε ε ε β ε ε ε

= −

= − + + + − + +

+ − + + + − + +

∑



ПримерПример: : статсуммастатсумма системысистемы фермионовфермионов

ЗадачаЗадача:: вычислить большую статсумму «идеального газа»
одинаковых фермионов в равновесии с ((T, T, µµµµµµµµ)) резервуаром. 
Предполагается что каждая частица может находится в одном из

4 состояний с энергией εεεε1, εεεε2, εεεε3, and εεεε4. (Число частиц N не

фиксировано!).

εεεε1

εεεε 2

εεεε 3

εεεε 4

каждый уровень εεεεI - это подсистема, 
независимо «заполняемая» резервуаром

( ){ }
( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }

( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 2 3

1 exp

1 exp 1 exp 1 exp 1 exp

1 exp exp exp exp

exp 2 exp 2 ...

i
i

Z β µ ε

β µ ε β µ ε β µ ε β µ ε

β µ ε β µ ε β µ ε β µ ε

β µ ε ε β µ ε ε

 = Π + − 

       = + − + − + − + −       

= + − + − + − + −

+ − − + − − +



СтатсуммаСтатсумма идеальногоидеального газагаза ФермиФерми

Для фермионов n может
быть только 0 или 1: 







 −+=
Tk

Z
B

iFD
i

εµ
exp1

Большая статсумма всех частиц находящихся с i-ом
одночастичном состоянии (сумма вычисляется по

всем возможным значениям n i) :

Полная функция распределе-
ния для всех уровней системы

строится умножением вкладов

каждого уровня (подсистемы):
∏ 















 −+=
i B

i
FD Tk

Z
εµ

exp1

ZZZZZZZZ−−−−−−−− ========
∑∑∑∑∑∑∑∑

{{{{{{{{nnnnnnnniiiiiiii}}}}}}}}

eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
nnnnnnnniiiiiiii ((((((((µµµµµµµµ−−−−−−−−εεεεεεεεiiiiiiii ))))))))
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))



РаспределениеРаспределение ФермиФерми--ДиракаДирака

( )
1exp

1

+






 −
>=<

Tk

n

B

FD µε
ε

РаспределениеРаспределение ФермиФерми--ДиракаДирака::

СреднееСреднее числочисло фермионовфермионов вв данномданном состояниисостоянии:

Вероятность того, что фермион будет
находится в состоянии с энергией εεεεi :

(µµµµ определяется
температурой T и
плотностью частиц)

PPPPPPPP ((((((((εεεεεεεεiiiiiiii ,,,,,,,, nnnnnnnniiiiiiii)))))))) ======== 11111111
ZZZZZZZZ−−−−−−−− eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
nnnnnnnniiiiiiii ((((((((µµµµµµµµ−−−−−−−−εεεεεεεεiiiiiiii ))))))))
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))
;;;;;;;; nnnnnnnniiiiiiii ======== 00000000,,,,,,,, 11111111

〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnniiiiiiii〉〉〉〉〉〉〉〉 ========
11111111

ββββββββZZZZZZZZ−−−−−−−−
∂∂∂∂∂∂∂∂ZZZZZZZZ−−−−−−−−
∂∂∂∂∂∂∂∂µµµµµµµµ

========
11111111

11111111 ++++++++ eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp[[[[[[[[ββββββββ((((((((µµµµµµµµ −−−−−−−− εεεεεεεεiiiiiiii))))))))]]]]]]]]

∂∂∂∂∂∂∂∂

ββββββββ∂∂∂∂∂∂∂∂µµµµµµµµ

((((((((
11111111 ++++++++ eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp[[[[[[[[ββββββββ((((((((µµµµµµµµ −−−−−−−− εεεεεεεεiiiiiiii))))))))]]]]]]]]

))))))))

========
eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp ββββββββ((((((((µµµµµµµµ −−−−−−−− εεεεεεεεiiiiiiii))))))))]]]]]]]]

11111111 ++++++++ eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp[[[[[[[[ββββββββ((((((((µµµµµµµµ −−−−−−−− εεεεεεεεiiiiiiii))))))))]]]]]]]]
========

11111111

eeeeeeee[[[[[[[[ββββββββ((((((((εεεεεεεεiiiiiiii−−−−−−−−µµµµµµµµ))))))))]]]]]]]] ++++++++ 11111111



РаспределениеРаспределение ФермиФерми--ДиракаДирака::

При T = 0, все состояния с ε < µ имеют

заселенность 1, все состояния с ε > µ имеют

заселенность 0 (то есть они не заселены). С
ростом температуры «ступенька» в

распределении сглаживается на интервале ~ kBT.
T=0

~ kBT

εεεε = µµµµ(относительно µµµµ)

1

0

n=N/V – средняя плотность
частиц

Макроскопическое состояние системы фермионов полностью

определяется заданием среднего значения заселенности всех

уровней, называемого также функциейфункцией распределенияраспределения:

( ) ( ) >≡< εε nf

Поскольку f(ε) может быть меньше единицы, функция распределения
нене являетсяявляется вероятностью:

за
с
е
л
е
н
н
о
с
ть

Энергия (эВ)

∑∑∑∑∑∑∑∑

iiiiiiii
ffffffff ((((((((εεεεεεεε)))))))) ======== nnnnnnnn

при εεεεεεεε <<εεεεεεεεFF(0)(0),

при εεεεεεεε >>εεεεεεεεFF(0)(0),

〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnn((((((((εεεεεεεε))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== 11111111
eeeeeeee−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞++++++++11111111 ======== 11111111;;;;;;;;

〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnn((((((((εεεεεεεε))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== 11111111
eeeeeeee ∞∞∞∞∞∞∞∞++++++++11111111 ======== 00000000



� При T = 0, фермионы последовательно занимают все низшие уровни энергии. 
Энергия Ферми εF в этом случае равна энергии наивысшего занятого уровня. 

� При росте температуры от T = 0, ступенька в распределении Ферми-Дирака
сглаживается. Энергия Ферми εF определяется как значение химпотенциала

при нулевой абсолютной температуре εεεεεεεεFF ≡µ≡µ≡µ≡µ≡µ≡µ≡µ≡µ(0)(0).

� Температура Ферми определена как TF ≡ εF/kB. Заметим что при εεεεεεεε==µµµµµµµµ .

T > 0

T >> TFT = TF

T = 0

РаспределениеРаспределение ФермиФерми--ДиракаДирака: : рострост температурытемпературы

εε

ε ε

〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnn〉〉〉〉〉〉〉〉〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnn〉〉〉〉〉〉〉〉

〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnn〉〉〉〉〉〉〉〉〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnn〉〉〉〉〉〉〉〉

〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnn〉〉〉〉〉〉〉〉

ε

C дальнейшим ростом температуры T >> TF, функция распределения FD

приближается к больцмановской экспоненте ee--εβεβ, , (классическое распределение)

ε

ε

〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnn〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== 11111111////////22222222



ОсновныеОсновные формулыформулы статистикистатистики ФермиФерми

Средняя полная энергия системы фермионов: ( )
1exp

1

+






 −
>=<

Tk

n

B

i

iFD µε
ε

Свободная энергия системы фермионов:

FFFFFFFF ======== NNNNNNNNµµµµµµµµ −−−−−−−− kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
∑∑∑∑∑∑∑∑

iiiiiiii

llllllllnnnnnnnn

[[[[[[[[
11111111 ++++++++ eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
−−−−−−−− εεεεεεεεiiiiiiii −−−−−−−− µµµµµµµµ

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))]]]]]]]]

НапомнимНапомним:: одночастичнаяодночастичная плотностьплотность состоянийсостояний g3D(ε) определяетсяопределяется каккак

числочисло состоянийсостояний сс энергиямиэнергиями междумежду εε ии ∆ε∆ε::

ffffffff ((((((((εεεεεεεε)))))))) ========
11111111

eeeeeeeeββββββββ((((((((εεεεεεεε−−−−−−−−µµµµµµµµ)))))))) ++++++++ 11111111

ДляДля свободныхсвободных электроновэлектронов gggg3333DDDD((((εεεε)))) ==== 8888ππππVVVV
hhhh3333

((((2222εεεεmmmm3333))))1111////2222εεεεεεεε ======== pppppppp22222222

22222222mmmmmmmm

EEEEEEEE ========
∑∑∑∑∑∑∑∑

iiiiiiii

εεεεεεεεiiiiiiii〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnnFFFFFFFFDDDDDDDD((((((((εεεεεεεεiiiiiiii))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉 ========
∑∑∑∑∑∑∑∑

iiiiiiii

εεεεεεεεiiiiiiii

eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
εεεεεεεεiiiiiiii−−−−−−−−µµµµµµµµ
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))
++++++++ 11111111

EEEEEEEE ========
∫∫∫∫∫∫∫∫
ddddddddεεεεεεεεεεεεεεεεffffffff ((((((((εεεεεεεε))))))))gggggggg33333333DDDDDDDD ((((((((εεεεεεεε))))))));;;;;;;;

NNNNNNNN ========
∫∫∫∫∫∫∫∫
ddddddddεεεεεεεεffffffff ((((((((εεεεεεεε))))))))gggggggg33333333DDDDDDDD((((((((εεεεεεεε))))))));;;;;;;;

FFFFFFFF ======== NNNNNNNNµµµµµµµµ −−−−−−−− kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
∫∫∫∫∫∫∫∫
ddddddddεεεεεεεεgggggggg33333333DDDDDDDD ((((((((εεεεεεεε)))))))) llllllllnnnnnnnn

[[[[[[[[
11111111 ++++++++ eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
−−−−−−−− εεεεεεεε−−−−−−−−µµµµµµµµ
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))]]]]]]]]



Важное свойство функции распределения Ферми-Дирака f(ε) при
низких температурах: производная --df/ddf/dεε практически совпадает с
дельта-функцией Дирака δδ(x(x--a)a), определяемой как

∫
∞

∞−
=− )()()( aFaxxF δ

Рассмотрим интеграл вида . При низких температурах

производная --ddf/df/dεε очень велика при ε≅µε≅µε≅µε≅µε≅µε≅µε≅µε≅µ и пренебрежимо мала при

прочих значениях εεεεεεεε . Следовательно, 

и, поскольку при низких температурах f(0) f(0) ≅≅≅≅≅≅≅≅ 11

ε
∂ε

∂ε d
f

F∫
∞
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ОсновныеОсновные формулыформулы статистикистатистики ФермиФерми
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µε
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∂ε Fd
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F ≅
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∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

FFFFFFFF ((((((((εεεεεεεε))))))))
((((((((
−−−−−−−− ∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff
∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε

))))))))
ddddddddεεεεεεεε ======== FFFFFFFF ((((((((µµµµµµµµ))))))))
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00000000

((((((((
−−−−−−−− ∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff
∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε

))))))))
ddddddddεεεεεεεε ======== FFFFFFFF ((((((((µµµµµµµµ))))))))ffffffff ((((((((εεεεεεεε))))))))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
00000000

∞∞∞∞∞∞∞∞

======== FFFFFFFF ((((((((µµµµµµµµ))))))))ffffffff ((((((((00000000))))))))



СтатсуммаСтатсумма идеальногоидеального газагаза БозеБозе--ЭйЭйнштейна

Для бозонов n может принимать любые значения: n=0,1,2…

Большая статсумма всех частиц находящихся с i-ом
одночастичном состоянии (сумма вычисляется по всем

возможным значениям n i) :
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i i i i
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k T k T k T
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Полная функция распределения

для всех уровней системы строит-
ся умножением вкладов каждого

уровня (подсистемы):



РаспределениеРаспределение БозеБозе--ЭйЭйнштейна

РаспределениеРаспределение БозеБозе--ЭйЭйнштейна

СреднееСреднее числочисло бозоновбозонов вв данномданном состояниисостоянии:

Вероятность того, что бозон будет находится в

состоянии с энергией εεεεi :

Для бозонов среднее значение

заселенности уровней может

превышать единицу, оно расходится

при µµµµµµµµ →→→→→→→→ min(min( εεεεεεεε)).
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TTc

1

n0/n

1-(T/Tc)
3

T>Tc T<Tc

Распределение

Бозе-Эйнштейна

S. N. Bose A. Einstein

если µµ приближается к εεεεεεεε00 то

заселенность основного

состояния стремительно растет

КонденсацияКонденсация БозеБозе--ЭйЭйнштейна
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ФермиФерми--ДиракДирак vsvs БозеБозе--ЭйнштейнЭйнштейн: : распределениераспределение

попо импульсамимпульсам

Гауссово распределение Гауссово распределение

Пик в основном состоянии Конечный диапазон

разрешенных импульсов



ФермиФерми--ДиракДирак vsvs БозеБозе--ЭйнштейнЭйнштейн
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Распределение

Максвелла-Больцмана

n n≡

εεεε−−−−µµµµ
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БольшойБольшой каноническийканонический потенциалпотенциал

Среднее число фермионов в состоянии с энергией εi:

Среднее число частиц в ансамбле:
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Среднее число бозонов в состоянии с энергией εi:
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Среднее число частиц в ансамбле:
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РаспределениеРаспределение МаксвеллаМаксвелла--БольцманаБольцмана

((МодельМодель идеальногоидеального газагаза))
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РаспределениеРаспределение МаксвеллаМаксвелла--БольцманаБольцмана

NZ
N

Z 1!

1=

Среднее число частиц в данном состоянии (N частиц в объеме V):

возникает из распределений Ферми-
Дирака и Бозе-Эйнштейна в пределе

малой плотности

НапомнимНапомним:: распределениераспределение БольцманаБольцмана, , полученноеполученное изиз каноническогоканонического

ансамбляансамбля::
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ВсеВсе рраспределениаспределенияя однимодним взглядомвзглядом
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Какие значения µµMBMB, µµMBMB и µµMBMB, разрешены если энергия εε ≥≥ 00?

(в противном случае числа заполнения становятся отрицательными)



ВсеВсе рраспределениаспределенияя однимодним взглядомвзглядом

Больцманн Ферми-ДиракБозе-Эйнштейн

Частицы неразличимы

Z=(Z1)N/N!
nK<<1

Спин не важен

Частицы локализованы

(Ψ не перекрываются)

Молекулы газа

при низкой плотности

Числе частиц

в микросостоянии

неограниченно

Частицы неразличимы

Целый спин: 0,1,2 …

Бозоны

Волновые функции

перекрываются

полная Ψ симметрична

фотоны, атомы 4He 

Числе частиц

в микросостоянии

неограниченно

Частицы неразличимы

Полуцелый спин: 1/2,3/2,5/2 …

Фермионы

Волновые функции

перекрываются

полная Ψ антисимметрична

свободные электроны

в металлах

Не более 1 частицы
в микросостоянии
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ВВ какомкаком случаеслучае рраспределениеаспределение МаксвеллаМаксвелла--
БольцманаБольцмана неприменимонеприменимо??

Если плотность состояний (n) фиксирована, то µ зависит от T.

0 1 2 3-4

-2

0

2

 

 

µ M
B

T/T*

TT*:*: ТемпературныйТемпературный масштабмасштаб ((энергияэнергия), ), нана которомкотором существеннымисущественными

становятсястановятся квантовыеквантовые эффектыэффекты. . 
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Если то газ

называется вырожденным
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ОсновноеОсновное положениеположение:: Электроны проводимости в металле по
аналогии с моделью идеального газа могут быть рассмотрены как

свободные частицы во внешнем потенциале создаваемом атомами. 
Термодинамика такого электронного газа описывается статистикой

Ферми-Дирака. 

ЭлектронныйЭлектронный газгаз

Состояние свободного электрона задается его импульсом kk , энергией
εεεεεεεεkk и химическим потенциалом µµµµµµµµ. 
Уточним форму функции распределения вырожденного электронного

газа. Поскольку энергия электронов по отношению к нулевому уровню, 
задаваемому значением µµµµµµµµ , должна удовлетворять условию εεεεεεεε = εεεεεεεεk k - µµµµµµµµ, то
fk=f(εεεεk-µµµµ) и функция распределения электронов по энергии на единицу

объема (плотность состояний) имеет вид:
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ВырожденныйВырожденный электронныйэлектронный газгаз

Основные термодинамические характеристики вырожденного

электронного газа выражаются через функцию распределения

Ферми-Дирака f(εεεε) и функцию плотности электронных состояний g(εεεε)

 )()(/ εµεε dfgVN ∫ −=

 ))(()(/ 0 εµεµεε dfgVE +−= ∫

Плотность числа электронов

Плотность энергии

При T=0T=0, все низкоэнергетические состояния с энергией меньше энергии
Ферми εεεεεεεεF F == µµµµµµµµ00 заполнены. В импульсном пространстве это условие определяет
сферическую поверхность Ферми радиусом

Число состояний с энергией меньшей чем εεεεεεεεF F : 44444444ππππππππ
33333333 pppppppp33333333FFFFFFFF ········ VVVVVVVV ········ 22222222

((((((((22222222ππππππππ��������))))))))33333333 ======== NNNNNNNN

ppppFFFF ==== ����((((3333nnnnππππ2222))))1111////3333;;;; nnnn ==== NNNN////VVVV

Определим среднее расстояние между электронами как a=a=ħħ//ppFF. Тогда энергия
εεεεεεεεFF ~ ~ ħħ22/ma/ma22; a ; a ~ 1/n~ 1/n1/31/3 -- энергияэнергия нулевыхнулевых колебанийколебаний..
Принцип неопределенности: чтобы поместить электрон в объеме с характерным

размером aa его импульс должен быть порядка ħħ/a/a..

pppppppp22222222FFFFFFFF ======== 22222222mmmmmmmmεεεεεεεεFFFFFFFF



В 1900 г. П.Друде построил классическую теорию проводимости

электронов в металле. Главный результат: электрическая
проводимость σσ пропорциональна внешнему электрическому полю

(закон Ома), причем

Длина свободного пробега электрона ττ классически определяется

как

При этом проводимость любого металла должна быть

пропорциональна TT−−1/21/2.
• Проблемы с экспериментальными данными: на самом деле для

большинства металлов σσ ~TT−−11

• Теория Друде предсказывает теплоемкость электронного газа

равной 99//22 NkNkBB - эксперимент этого не подтверждает.

ПроблемыПроблемы сс классическойклассической теориейтеорией

электроннойэлектронной проводимостипроводимости

σσσσσσσσ ======== nnnnnnnneeeeeeee22222222ττττττττ
mmmmmmmm

ττττττττ ======== llllllll//////// ¯̄̄̄̄̄̄̄vvvvvvvv

ЗадачаЗадача:: вычислить теплоемкость квантового электронного газа



ЭлектронноЭлектронно--дырочныйдырочный газгаз

Напомним: только электроны с энергией, отличающейся от энергии Ферми
εεεεεεεεFF на величину порядка kBT, могут участвовать в тепловых процессах,  их
доля составляет kBT/ εεεεεεεεFF.

Состояния ниже поверхности Ферми практически заполнены, но некоторые

из них свободны - образовываются дырки которые также являются
фермионами.  

Электронно-дырочную систему следует рассматривать как смешанный

газ квазичастиц - дырок ниже поверхности Ферми - и электронов над ней,
импульс дырок меньше чем ppFF а импульс тепловых электронов несколько

превышает ppFF . С уменьшением температуры газ становится более
разреженным.

При T=0T=0 полная энергия системы равна нулю - нет ни дырок ни тепловых
электронов. Следовательно, состояние с энергией -εεεε' соответствует дырке
с энергией εεεεεεεε''.. Положим точку отсчета энергии от энергии Ферми, т.е. µµ=0=0.
Тогда энергия дырки определена как энергия, необходимая для теплового

возбуждения электронного состояния.



ЭнергияЭнергия электронногоэлектронного газагаза

Вычислим энергию газа Ферми.

ЭлементЭлемент объемаобъема фазовогофазового пространствапространства свободнойсвободной частицычастицы

∫∫∫∫
ddddwwww ====

∫∫∫∫
ggggdddd,,,,rrrrdddd,,,,pppp ==== gggg

∫∫∫∫
ddddxxxxddddyyyyddddzzzz

ddddppppxxxxddddppppyyyyddddppppzzzz
((((2222ππππ����))))3333

==== VVVV

∫∫∫∫
4444ππππpppp2222ddddpppp

((((2222ππππ����))))3333

В нерелятивистском случае εεεε ==== pppp2222

2222mmmm
;;;; ddddεεεε ==== ppppddddpppp

mmmm
;;;; pppp ====

√√√√
2222mmmmεεεε

Среднее число частиц и средняя энергия электрона (статистика Ферми-Дирака):

ddddddddwwwwwwww ======== 22222222ππππππππVVVVVVVV
((((((((22222222mmmmmmmm))))))))33333333////////22222222

√√√√√√√√
εεεεεεεεddddddddεεεεεεεε

((((((((22222222ππππππππ��������))))))))33333333
======== AAAAAAAA

√√√√√√√√
εεεεεεεεddddddddεεεεεεεε;;;;;;;; AAAAAAAA ======== 22222222ππππππππVVVVVVVV

((((((((22222222mmmmmmmm))))))))33333333////////22222222

((((((((22222222ππππππππ��������))))))))33333333

〈〈〈〈〈〈〈〈NNNNNNNN 〉〉〉〉〉〉〉〉 ========
∫∫∫∫∫∫∫∫
ffffffff ((((((((εεεεεεεε))))))))ddddddddwwwwwwww ======== AAAAAAAA

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000
ffffffff ((((((((εεεεεεεε))))))))

√√√√√√√√
εεεεεεεεddddddddεεεεεεεε;;;;;;;; 〈〈〈〈〈〈〈〈EEEEEEEE〉〉〉〉〉〉〉〉 ========

∫∫∫∫∫∫∫∫
εεεεεεεεffffffff ((((((((εεεεεεεε))))))))ddddddddwwwwwwww ======== AAAAAAAA

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000
ffffffff ((((((((εεεεεεεε))))))))εεεεεεεε33333333////////22222222ddddddddεεεεεεεε

Большой канонический потенциал

=0=0

ΦΦΦΦΦΦΦΦ ======== −−−−−−−−kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
∑∑∑∑∑∑∑∑

{{{{{{{{iiiiiiii}}}}}}}}

llllllllnnnnnnnn

[[[[[[[[
11111111 ++++++++ eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
µµµµµµµµ −−−−−−−− εεεεεεεεiiiiiiii

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))]]]]]]]]
======== −−−−−−−−AAAAAAAAkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

llllllllnnnnnnnn

[[[[[[[[
11111111 ++++++++ eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
µµµµµµµµ −−−−−−−− εεεεεεεε

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))]]]]]]]]
ddddddddεεεεεεεε

======== −−−−−−−− 22222222

33333333
AAAAAAAAkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT εεεεεεεε33333333////////22222222 llllllllnnnnnnnn

[[[[[[[[
11111111 ++++++++ eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
µµµµµµµµ −−−−−−−− εεεεεεεε

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))]]]]]]]]∞∞∞∞∞∞∞∞

00000000

−−−−−−−− 22222222

33333333
AAAAAAAA

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddεεεεεεεε εεεεεεεε33333333////////22222222

eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
εεεεεεεε−−−−−−−−µµµµµµµµ
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))
++++++++ 11111111



ЭнергияЭнергия электронногоэлектронного газагаза

Большой канонический потенциал Φ = -PV

Внутренняя энергия электронного газа: PV= ⅔ E

Оценим максимальную энергию газа на поверхности Ферми (T=0).

Среднее число частиц

〈〈〈〈〈〈〈〈NNNNNNNN 〉〉〉〉〉〉〉〉 ========
∫∫∫∫∫∫∫∫
ffffffff ((((((((εεεεεεεε))))))))ddddddddwwwwwwww ======== AAAAAAAA

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ffffffff ((((((((εεεεεεεε))))))))
√√√√√√√√
εεεεεεεεddddddddεεεεεεεε;;;;;;;; ffffffff ((((((((εεεεεεεε)))))))) ========

{{{{{{{{
11111111,,,,,,,, εεεεεεεε <<<<<<<< µµµµµµµµ00000000 ======== εεεεεεεεFFFFFFFF
00000000,,,,,,,, εεεεεεεε >>>>>>>> µµµµµµµµ00000000 ======== εεεεεεεεFFFFFFFF

〈〈〈〈〈〈〈〈NNNNNNNN 〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== AAAAAAAA

µµµµµµµµ00000000∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

√√√√√√√√
εεεεεεεε ddddddddεεεεεεεε ========

22222222

33333333
AAAAAAAAµµµµµµµµ

33333333////////22222222
00000000 ;;;;;;;; AAAAAAAA ======== VVVVVVVV

22222222ππππππππgggggggg((((((((22222222mmmmmmmm))))))))33333333////////22222222

((((((((22222222ππππππππ��������))))))))33333333 µµµµµµµµ00000000 ========

((((((((
22222222
33333333
NNNNNNNN
AAAAAAAA

))))))))22222222////////33333333
∝∝∝∝∝∝∝∝
((((((((
NNNNNNNN
VVVVVVVV

))))))))22222222////////33333333

Внутренняя энергия вырожденного газа Ферми:

〈〈〈〈〈〈〈〈EEEEEEEE〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== AAAAAAAA
µµµµµµµµ00000000∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000
εεεεεεεε33333333////////22222222 ddddddddεεεεεεεε ======== 22222222

55555555AAAAAAAAµµµµµµµµ
55555555////////22222222
00000000 ======== 33333333

55555555 〈〈〈〈〈〈〈〈NNNNNNNN 〉〉〉〉〉〉〉〉µµµµµµµµ00000000 ======== 33333333
55555555NNNNNNNNεεεεεεεεFFFFFFFF

УравнениеУравнение состояниясостояния вырожденноговырожденного газагаза ФермиФерми::

PPPPPPPP VVVVVVVV ========
22222222

33333333
EEEEEEEE ========

22222222

55555555
NNNNNNNNεεεεεεεεFFFFFFFF

ΦΦΦΦΦΦΦΦ ======== −−−−−−−− 22222222

33333333
AAAAAAAA

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddεεεεεεεε εεεεεεεε33333333////////22222222

eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
εεεεεεεε−−−−−−−−µµµµµµµµ
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))
++++++++ 11111111

======== −−−−−−−− 22222222

33333333
AAAAAAAA

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddεεεεεεεε ffffffff ((((((((εεεεεεεε))))))))εεεεεεεε33333333////////22222222 ======== −−−−−−−− 22222222

33333333
〈〈〈〈〈〈〈〈EEEEEEEE〉〉〉〉〉〉〉〉



ПодводяПодводя итогиитоги: : ВырожденныйВырожденный газгаз ФермиФерми ((TT=0)=0)
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При T=0 полное число фермионов (спин S) в вырожденном ферми-
газе есть:

( )
2 2

3*
2B

h
k T n

mπ
=

Внутренняя энергия вырожденного газа Ферми? Наивные

ожидания - при T=0 энергия равна 0?

Энергия нулевых колебаний!

При T=0 функция распределения
Ферми-Дирака стремится к 〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnn((((((((εεεεεεεε))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉 →→→→→→→→ −−−−−−−−θθθθθθθθ((((((((εεεεεεεε −−−−−−−− εεεεεεεεFFFFFFFF ))))))))

Энергия Ферми εF соответствует µ(T=0) = µ0

Для электронов в металле S=1/2, т.е. и TF ≈300 °KεεεεεεεεFFFFFFFF ======== hhhhhhhh22222222

88888888mmmmmmmm

((((((((
33333333NNNNNNNN
ππππππππVVVVVVVV

))))))))33333333////////22222222

========⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ 〈〈〈〈〈〈〈〈εεεεεεεε((((((((00000000))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== EEEEEEEE
NNNNNNNN ======== 33333333

55555555 εεεεεεεεFFFFFFFFEEEEEEEE((((((((00000000)))))))) ========

εεεεεεεεFFFFFFFF∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddεεεεεεεε εεεεεεεεgggggggg33333333DDDDDDDD ((((((((εεεεεεεε)))))))) ¯̄̄̄̄̄̄̄nnnnnnnnFFFFFFFFDDDDDDDD ((((((((εεεεεεεε)))))))) ========
33333333

55555555
NNNNNNNNεεεεεεεεFFFFFFFF



ПоверхностьПоверхность ФермиФерми



ВырожденныйВырожденный газгаз ФермиФерми ((пределпредел TT=0)=0)

Большая внутренняя энергия EE вырожденного ферми-газа при

T=0 является следствием действия запрета Паули. 

Из-за запрета Паули только один электрон может иметь нулевой импульс
- давление вырожденного газа Ферми огромно! Этот эффект объясняет
причину существования сверхплотных звезд: белых карликов

(сверхплотные электронные состояния) и нейтронных звезд.

НапомнимНапомним:: внутренняя энергия газа E/N =3/5εF . 
Каково давление вырожденного ферми-газа? 

EEEEEEEE ======== 33333333
22222222PPPPPPPPVVVVVVVV

Для большинства металлов среднее расстояние между электронами

~1010--88 cmcm и εεFF ~1 ~1 eVeV ~10~1044 ooKK.  При обычных температурах T<<T<<εεFF, то
есть большинство электронов находится внутри поверхности сферы

Ферми и электронный газ практически вырожден.

PPPP ==== −−−−
((((
∂∂∂∂EEEE

∂∂∂∂VVVV

))))

NNNN,,,,SSSS

==== −−−−3333

5555
NNNN

((((
∂∂∂∂εεεεFFFF
∂∂∂∂VVVV

))))

NNNN,,,,SSSS

==== −−−−3333

5555
NNNN

((((
−−−−2222

3333

εεεεFFFF
VVVV

))))
====

2222

3333

EEEE

VVVV

εεεεεεεεFFFFFFFF ======== hhhhhhhh22222222

88888888mmmmmmmm

((((((((
33333333NNNNNNNN
ππππππππVVVVVVVV

))))))))33333333////////22222222



ЭволюцияЭволюция звездзвезд: : гравитациягравитация противпротив давлениядавления

электронногоэлектронного газагаза
Баланс гравитационного и радиационного давления

поддерживает стабильность горящих звезд

Если горение прекратилось, то давление вырожденного

электронного газа при высоких плотностях

поддерживает стабильность умерших или

несостоявшихся звезд: (белые карлики, Юпитер)
давление вырожденного нейтронного газа при высоких

плотностях поддерживает стабильность нейтронных

звезд (пульсары)

Р.Чандрасекар

Масса < 1.4 Mʘ

Гравитация

1.4 Mʘ < Масса < 3 Mʘ

Гравитация

3 Mʘ < Масса

Гравитация

Победа гравитации:
Черная дыра

Нейтронная звезда:
атомы сдавлены гравитацией

e+p →n+v
Давление нейтронного газа

противостоит гравитации

Белый карлик:
Давление электронного газа

противостоит гравитации

Сириус В:
M ~2 ·1033 g;   ρ ~105 g/cm 3

R ~2 ·109 cm;   n ~10 30 cm -3



ЭлектронныйЭлектронный газгаз припри низкихнизких температурахтемпературах

Среднее число частиц и средняя энергия электрона:

NNNNNNNN========
∫∫∫∫∫∫∫∫
ffffffff((((((((εεεεεεεε))))))))ddddddddwwwwwwww========AAAAAAAA

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ffffffff((((((((εεεεεεεε))))))))
√√√√√√√√
εεεεεεεεddddddddεεεεεεεε;;;;;;;; EEEEEEEE========

∫∫∫∫∫∫∫∫
εεεεεεεεffffffff((((((((εεεεεεεε))))))))ddddddddwwwwwwww========AAAAAAAA

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ffffffff((((((((εεεεεεεε))))))))εεεεεεεε33333333////////22222222ddddddddεεεεεεεε........ AAAAAAAA ======== VVVVVVVV
22222222ππππππππgggggggg((((((((22222222mmmmmmmm))))))))

33333333
22222222

((((((((22222222ππππππππ��������))))))))33333333

Техническая часть задачи: научиться вычислять интегралы вида

IIIInnnn ====
∞∞∞∞∫∫∫∫

0000

ffff ((((εεεε))))εεεεnnnnddddεεεε ====⇒⇒⇒⇒ NNNN ==== AAAAIIII1111////2222;;;; EEEE ==== AAAAIIII3333////2222

●●

Определим переменную x=(ε-µ)/kBT;     ε= kBT x +µ и рассмотрим функцию

ffffffff ((((((((xxxxxxxx)))))))) ======== 11111111
eeeeeeeexxxxxxxx++++++++11111111 ;;;;;;;;

∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff
∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε ddddddddεεεεεεεε ======== ∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff

∂∂∂∂∂∂∂∂xxxxxxxx ddddddddxxxxxxxx

● ●● ●

IIIIIIIInnnnnnnn ========
εεεεεεεεnnnnnnnn++++++++11111111

nnnnnnnn ++++++++ 11111111
ffffffff ((((((((εεεεεεεε))))))))
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∞∞∞∞∞∞∞∞
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−−−−−−−− 11111111

nnnnnnnn ++++++++ 11111111

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

εεεεεεεεnnnnnnnn++++++++11111111
∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff

∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε
ddddddddεεεεεεεε ======== −−−−−−−− 11111111

nnnnnnnn ++++++++ 11111111

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

εεεεεεεεnnnnnnnn++++++++11111111
∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff

∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε
ddddddddεεεεεεεε

IIIInnnn ==== −−−− 1111
nnnn++++1111

∞∞∞∞∫∫∫∫

ββββµµµµ

((((µµµµ++++ kkkkBBBBTTTTxxxx))))
nnnn++++1111 ∂∂∂∂ffff

∂∂∂∂xxxx
ddddxxxx ==== −−−−µµµµnnnn++++1111

nnnn++++1111

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞

((((
1111 ++++ xxxx

ββββµµµµ

))))nnnn++++1111 ∂∂∂∂ffff
∂∂∂∂xxxx

ddddxxxx

TTTT →→→→ 0000

Разложение в ряд:
((((((((11111111 ++++++++ xxxxxxxx

ββββββββµµµµµµµµ ))))))))
nnnnnnnn++++++++11111111 ≈≈≈≈≈≈≈≈ 11111111 ++++++++ ((((((((nnnnnnnn ++++++++ 11111111)))))))) xxxxxxxx

ββββββββµµµµµµµµ ++++++++
((((((((nnnnnnnn++++++++11111111))))))))nnnnnnnn

22222222

((((((((
xxxxxxxx
ββββββββµµµµµµµµ

))))))))22222222
++++++++ ........ ........ ........



ТехникаТехника вычислениявычисления интеграловинтегралов II

Замечание: производная симметрична относительно замены x→- x∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff
∂∂∂∂∂∂∂∂xxxxxxxx

∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff
∂∂∂∂∂∂∂∂xxxxxxxx ======== −−−−−−−− eeeeeeeexxxxxxxx

((((((((eeeeeeeexxxxxxxx ++++++++ 11111111))))))))22222222
========⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ −−−−−−−− eeeeeeee−−−−−−−−xxxxxxxx

((((((((eeeeeeee−−−−−−−−xxxxxxxx ++++++++ 11111111))))))))22222222
eeeeeeee22222222xxxxxxxx

eeeeeeee22222222xxxxxxxx
======== −−−−−−−− eeeeeeeexxxxxxxx

((((((((11111111 ++++++++ eeeeeeeexxxxxxxx))))))))22222222

x=(ε-µ)/kBT

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff

∂∂∂∂∂∂∂∂xxxxxxxx
ddddddddxxxxxxxx ======== ffffffff ((((((((xxxxxxxx))))))))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∞∞∞∞∞∞∞∞

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

========
11111111

eeeeeeeexxxxxxxx ++++++++ 11111111

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∞∞∞∞∞∞∞∞

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

======== −−−−−−−−11111111

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

xxxxxxxx
∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff

∂∂∂∂∂∂∂∂xxxxxxxx
ddddddddxxxxxxxx ======== 00000000;;;;;;;; IIIIIIII22222222 ========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞

xxxxxxxx22222222
∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff

∂∂∂∂∂∂∂∂xxxxxxxx
ddddddddxxxxxxxx ========????????

−−−−−−−−22222222

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

xxxxxxxx22222222
eeeeeeee−−−−−−−−xxxxxxxx

((((((((11111111 ++++++++ eeeeeeee−−−−−−−−xxxxxxxx))))))))22222222
≈≈≈≈≈≈≈≈−−−−−−−−22222222

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

xxxxxxxx22222222((((((((eeeeeeee−−−−−−−−xxxxxxxx−−−−−−−−22222222eeeeeeee−−−−−−−−22222222xxxxxxxx++++++++33333333eeeeeeee−−−−−−−−33333333xxxxxxxx−−−−−−−−........ ........ ........ ))))))))ddddddddxxxxxxxx ======== −−−−−−−−44444444((((((((11111111−−−−−−−− 11111111

2222222222222222
++++++++

11111111

3333333322222222
−−−−−−−−........ ........ ........ )))))))) ======== −−−−−−−−ππππππππ22222222

33333333

IIIIIIIInnnnnnnn ≈≈≈≈≈≈≈≈
µµµµµµµµnnnnnnnn++++++++11111111

nnnnnnnn ++++++++ 11111111

[[[[[[[[
11111111 ++++++++

ππππππππ22222222((((((((nnnnnnnn ++++++++ 11111111))))))))nnnnnnnn

66666666

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

µµµµµµµµ

))))))))22222222]]]]]]]]

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

∞∞∞∞∞∞∞∞

xxxxxxxxnnnnnnnn
eeeeeeeexxxxxxxx

((((((((eeeeeeeexxxxxxxx ++++++++11111111))))))))22222222
ddddddddxxxxxxxx ======== 22222222nnnnnnnn!!!!!!!!((((((((11111111−−−−−−−− 2222222211111111−−−−−−−−nnnnnnnn))))))))ζζζζζζζζ((((((((nnnnnnnn))))))))

ζζζζζζζζ ((((((((nnnnnnnn)))))))) ========
∞∞∞∞∞∞∞∞∑∑∑∑∑∑∑∑

llllllll========11111111
llllllll−−−−−−−−nnnnnnnn ;;;;;;;; ζζζζζζζζ((((((((22222222)))))))) ======== ππππππππ22222222

66666666 ;;;;;;;; ζζζζζζζζ((((((((44444444)))))))) ======== ππππππππ44444444

9999999900000000ξ-функция Римана:



ТеплоемкостьТеплоемкость электронногоэлектронного газагаза

Напомним: при нулевой температуре

IIIIIIIInnnnnnnn ≈≈≈≈≈≈≈≈
µµµµµµµµnnnnnnnn++++++++11111111

nnnnnnnn ++++++++ 11111111

[[[[[[[[
11111111 ++++++++

ππππππππ22222222((((((((nnnnnnnn ++++++++ 11111111))))))))nnnnnnnn

66666666

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

µµµµµµµµ

))))))))22222222]]]]]]]]

Среднее число частиц и средняя энергия электрона:

AAAAAAAA ======== VVVVVVVV
22222222ππππππππgggggggg((((((((22222222mmmmmmmm))))))))

33333333
22222222

((((((((22222222ππππππππ��������))))))))33333333NNNNNNNN ========AAAAAAAA
∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000
ffffffff ((((((((εεεεεεεε))))))))

√√√√√√√√
εεεεεεεεddddddddεεεεεεεε========AAAAAAAAIIIIIIII11111111////////22222222 ;;;;;;;; EEEEEEEE ========AAAAAAAA

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000
ffffffff ((((((((εεεεεεεε))))))))εεεεεεεε33333333////////22222222ddddddddεεεεεεεε========AAAAAAAAIIIIIIII33333333////////22222222 ........

Поправки к химпотенциалу и энергии электронного газа (T<<TF) :

NNNNNNNN ========
22222222

33333333
AAAAAAAAµµµµµµµµ

33333333////////22222222
00000000 ;;;;;;;; EEEEEEEE ========

22222222

55555555
AAAAAAAAµµµµµµµµ

55555555////////22222222
00000000 −−−−−−−−→→→→→→→→ AAAAAAAA ========

33333333

22222222
NNNNNNNNµµµµµµµµ

−−−−−−−−33333333////////22222222
00000000

NNNNNNNN ========
22222222

33333333
AAAAAAAAµµµµµµµµ33333333////////22222222

[[[[[[[[
11111111 ++++++++

ππππππππ22222222

88888888

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

µµµµµµµµ

))))))))22222222]]]]]]]]
;;;;;;;; EEEEEEEE ========

22222222

55555555
AAAAAAAAµµµµµµµµ55555555////////22222222

[[[[[[[[
11111111 ++++++++

55555555ππππππππ22222222

88888888

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

µµµµµµµµ

))))))))22222222]]]]]]]]

µµµµµµµµ ======== µµµµµµµµ00000000

[[[[[[[[
11111111 ++++++++ ππππππππ22222222

88888888

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]−−−−−−−−22222222////////33333333
≈≈≈≈≈≈≈≈ µµµµµµµµ00000000

[[[[[[[[
11111111 −−−−−−−− ππππππππ22222222

1111111122222222

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]

EEEEEEEE ======== 33333333
55555555NNNNNNNNµµµµµµµµ

−−−−−−−−33333333////////22222222
00000000 µµµµµµµµ

55555555////////22222222
00000000

[[[[[[[[
11111111−−−−−−−− 55555555ππππππππ22222222

2222222244444444

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]][[[[[[[[
11111111++++++++ 55555555ππππππππ22222222

88888888

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]
≈≈≈≈≈≈≈≈ 33333333

55555555NNNNNNNNµµµµµµµµ00000000

[[[[[[[[
11111111++++++++ 55555555ππππππππ22222222

1111111122222222

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]

CCCCCCCCVVVVVVVV ========

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂EEEEEEEE

∂∂∂∂∂∂∂∂TTTTTTTT

))))))))

VVVVVVVV

========
ππππππππ22222222

22222222
NNNNNNNN

kkkkkkkk22222222BBBBBBBBTTTTTTTT

µµµµµµµµ00000000
======== ααααααααTTTTTTTT

µµµµµµµµ00000000 ======== εεεεεεεεFFFFFFFF !!!!!!!!
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ПримерПример: : ФермионныйФермионный газгаз нуклоновнуклонов вв ядреядре

Рассмотрим поведение нуклонов (протонов и нейтронов) в больших атомных ядрах

тяжелых элементов. Как протоны и нейтроны подчиняются статистике Ферми-Дирака. 

Задача: оценить плотность нуклонного газа.

Размер системы (ядра) состоящей из N нуклонов:

Плотность нуклонов в ядре:

Предположим что число протонов равно числу нейтронов, np=nn = 0.5 ·10 44 m-3.
Тогда энергия Ферми

Средняя кинетическая энергия частицы вырожденного газа фермионов составляет

3/5 энергии Ферми - Е = 16 MeV - нуклоны в ядре нерелятивистские!

εF >>> kBT – система сильно вырождена и нуклоны очень «холодные» - все
они находятся в основном состоянии.

RRRR ==== NNNN1111////3333rrrrnnnn ≈≈≈≈ NNNN1111////33331111....3333 ···· 11110000−−−−11115555mmmm

nnnnnnnn ======== NNNNNNNN
VVVVVVVV ======== 33333333NNNNNNNN

44444444ππππππππRRRRRRRR33333333 ≈≈≈≈≈≈≈≈ 11111111000000004444444444444444mmmmmmmm−−−−−−−−33333333

εεεεεεεεFFFFFFFF ========
hhhhhhhh22222222

88888888mmmmmmmm

((((((((
33333333NNNNNNNN

ππππππππVVVVVVVV

))))))))33333333////////22222222
========

((((((((66666666........66666666 ········ 1111111100000000−−−−−−−−3333333344444444))))))))22222222
88888888 ········ 11111111........66666666 ········ 1111111100000000−−−−−−−−2222222277777777

((((((((
33333333 ········ 11111111000000004444444444444444

22222222ππππππππ

))))))))22222222////////33333333
======== 44444444........33333333 ········1111111100000000−−−−−−−−1111111122222222JJJJJJJJ ======== 2222222211111111 MMMMMMMMeeeeeeeeVVVVVVVV



ЭлектронныйЭлектронный газгаз вв металлахметаллах

µµµµµµµµ ======== µµµµµµµµ00000000

[[[[[[[[
11111111 −−−−−−−− ππππππππ2222

2222

1111111122222222

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]
;;;;;;;; EEEEEEEE ======== 33333333

55555555
NNNNNNNNµµµµµµµµ00000000

[[[[[[[[
11111111 ++++++++ 55555555ππππππππ2222

2222

1111111122222222

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]

Уравнение состояния электронного газа:

PPPPPPPPVVVVVVVV ======== 22222222
33333333
EEEEEEEE ======== 22222222

55555555
NNNNNNNNµµµµµµµµ00000000

[[[[[[[[
11111111 ++++++++ 55555555ππππππππ22222222

1111111122222222

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]

Металл: Кристаллическая решетка + электронный газ: Смет = Среш + Се.

Энергия взаимодействия EEEEEEEEiiiiiiiinnnnnnnntttttttt ∼∼∼∼∼∼∼∼ eeeeeeee22222222

aaaaaaaa ;;;;;;;; aaaaaaaa ∼∼∼∼∼∼∼∼ 〈〈〈〈〈〈〈〈rrrrrrrr〉〉〉〉〉〉〉〉 ∼∼∼∼∼∼∼∼
((((((((
VVVVVVVV
NNNNNNNN

)))))))) 11111111
33333333 ========⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ EEEEEEEEiiiiiiiinnnnnnnntttttttt ∼∼∼∼∼∼∼∼ eeeeeeee22222222

((((((((
NNNNNNNN
VVVVVVVV

)))))))) 11111111
33333333

Если Eint << µ0 то мы рассматриваем идеальный Ферми газ

NNNNNNNN ========
22222222

33333333
AAAAAAAAµµµµµµµµ

33333333
22222222
00000000 ;;;;;;;; →→→→→→→→ µµµµµµµµ00000000 ========

((((((((
33333333NNNNNNNN

22222222AAAAAAAA

)))))))) 22222222
33333333

========

((((((((
33333333NNNNNNNNhhhhhhhh33333333

88888888ππππππππVVVVVVVV ((((((((22222222mmmmmmmm))))))))33333333////////22222222

)))))))) 22222222
33333333

∼∼∼∼∼∼∼∼
((((((((
NNNNNNNN

VVVVVVVV

)))))))) 22222222
33333333 hhhhhhhh22222222

mmmmmmmm

Условие идеальности:

EEEEEEEEiiiiiiiinnnnnnnntttttttt ∼∼∼∼∼∼∼∼ eeeeeeee22222222
((((((((
NNNNNNNN
VVVVVVVV

)))))))) 11111111
33333333 ≪≪≪≪≪≪≪≪

((((((((
NNNNNNNN
VVVVVVVV

)))))))) 22222222
33333333 hhhhhhhh2222

2222

mmmmmmmm ========⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ NNNNNNNN
VVVVVVVV ≫≫≫≫≫≫≫≫

((((((((
eeeeeeee22222222mmmmmmmm
hhhhhhhh22222222

))))))))33333333



Се

Среш

Сv

TT*

ЭлектронныйЭлектронный газгаз вв металлахметаллах

Если T>>T* то Среш = 3NkB

Вклад электронов CCCCCCCCeeeeeeee ======== ππππππππ22222222

22222222
NNNNNNNNkkkkkkkk22222222BBBBBBBBTTTTTTTT

µµµµµµµµ00000000

Для обычных металлов µ0= 5 eV и при

Т ~ 300 °K и тепловая энергия kBT ~ 0.025 eV

CCCCCCCCeeeeeeee

CCCCCCCCppppppppeeeeeeeewwwwwwww
======== ππππππππ22222222

66666666
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
µµµµµµµµ00000000

∼∼∼∼∼∼∼∼ 1111111100000000−−−−−−−−22222222

Вклад электронов несущественен при обычных температурах

Парамагнетизм электронного газа в металлах (T=0):

Энергия электрона во внешнем магнитном поле при Т=0:

Полный магнитный момент системы:

ПроблемаПроблема:: эта зависимость экспериментально нене подтверждаетсяподтверждается

NNNNNNNN↑↑↑↑↑↑↑↑ ======== 44444444ππππππππVVVVVVVV
33333333hhhhhhhh33333333 pppppppp

33333333
↑↑↑↑↑↑↑↑ ;;;;;;;;

pppppppp22222222↑↑↑↑↑↑↑↑
22222222mmmmmmmm ======== µµµµµµµµ00000000 −−−−−−−− µµµµµµµµBBBBBBBBHHHHHHHH ;;;;;;;;

NNNNNNNN↓↓↓↓↓↓↓↓ ======== 44444444ππππππππVVVVVVVV
33333333hhhhhhhh33333333 pppppppp

33333333
↓↓↓↓↓↓↓↓ ;;;;;;;;

pppppppp22222222↓↓↓↓↓↓↓↓
22222222mmmmmmmm ======== µµµµµµµµ00000000 ++++++++ µµµµµµµµBBBBBBBBHHHHHHHH

µµµµµµµµ00000000 ≫≫≫≫≫≫≫≫ µµµµµµµµBBBBBBBBHHHHHHHH
χχχχχχχχ ======== ∂∂∂∂∂∂∂∂MMMMMMMM

∂∂∂∂∂∂∂∂HHHHHHHH ======== 33333333
22222222
NNNNNNNNµµµµµµµµ22222222BBBBBBBB
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTTFFFFFFFF

sz=±ħ/2 ========⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ µµµµµµµµBBBBBBBB ======== eeeeeeee��������
22222222mmmmmmmmcccccccc

MMMMMMMM ≈≈≈≈≈≈≈≈ 33333333HHHHHHHHµµµµµµµµ22222222BBBBBBBB
44444444ππππππππVVVVVVVV
33333333hhhhhhhh33333333

((((((((22222222mmmmmmmmBBBBBBBBµµµµµµµµ00000000))))))))
33333333
22222222

µµµµµµµµ00000000
======== 33333333

22222222
µµµµµµµµ22222222BBBBBBBBNNNNNNNN

µµµµµµµµ00000000
HHHHHHHH

MMMMMMMM ======== −−−−−−−−µµµµµµµµBBBBBBBB ((((((((NNNNNNNN↑↑↑↑↑↑↑↑ −−−−−−−− NNNNNNNN↓↓↓↓↓↓↓↓)))))))) ======== −−−−−−−− 44444444ππππππππVVVVVVVV
33333333hhhhhhhh33333333 µµµµµµµµBBBBBBBB ((((((((pppppppp33333333↑↑↑↑↑↑↑↑ −−−−−−−− pppppppp33333333↓↓↓↓↓↓↓↓))))))))

εεεεεεεε ========
pppppppp22222222

22222222mmmmmmmm
±±±±±±±±µµµµµµµµBBBBBBBBHHHHHHHH ≤≤≤≤≤≤≤≤ µµµµµµµµ00000000



ПарамагнетизмПарамагнетизм электронногоэлектронного газагаза вв металлахметаллах (T(T<<T<<TFF))

Функция распределения Ферми-Дирака

Знание функции плотности электронных состояний g(εεεε)

позволяет записать

Напомним:

µµBBHH

--µµBBHH g(ε)

IIII−−−−1111////2222 ==== 2222µµµµ
1111
2222

[[[[
1111−−−− ππππ2222

22224444

((((
kkkkBBBBTTTT
µµµµ0000

))))2222]]]]

IIIIIIIInnnnnnnn ========

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

εεεεεεεεnnnnnnnnffffffff ((((((((εεεεεεεε))))))))ddddddddεεεεεεεε ======== −−−−−−−− 11111111

nnnnnnnn ++++++++ 11111111

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

εεεεεεεεnnnnnnnn++++++++11111111
∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff

∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε
ddddddddεεεεεεεε ≈≈≈≈≈≈≈≈ µµµµµµµµnnnnnnnn++++++++11111111

nnnnnnnn ++++++++ 11111111

[[[[[[[[
11111111++++++++

ππππππππ22222222nnnnnnnn((((((((nnnnnnnn ++++++++ 11111111))))))))

66666666

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff
∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε

√√√√√√√√
εεεεεεεεddddddddεεεεεεεε ========−−−−−−−−1111111122222222IIIIIIII−−−−−−−−11111111////////22222222 ========−−−−−−−−µµµµµµµµ11111111

22222222

[[[[[[[[
11111111−−−−−−−− ππππππππ22222222

2222222244444444

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]

MMMMMMMM ======== µµµµµµµµBBBBBBBB

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

[[[[[[[[ffffffff ((((((((εεεεεεεε−−−−−−−−µµµµµµµµBBBBBBBBHHHHHHHH ))))))))−−−−−−−−ffffffff ((((((((εεεεεεεε++++++++µµµµµµµµBBBBBBBBHHHHHHHH))))))))]]]]]]]]ddddddddωωωωωωωω ========

[[[[[[[[
ffffffff ((((((((εεεεεεεε −−−−−−−− µµµµµµµµBBBBBBBBHHHHHHHH)))))))) ≈≈≈≈≈≈≈≈ ffffffff ((((((((εεεεεεεε)))))))) −−−−−−−− ∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff

∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε
µµµµµµµµBBBBBBBBHHHHHHHH

]]]]]]]]
≈≈≈≈≈≈≈≈

≈≈≈≈≈≈≈≈ −−−−−−−− 22222222µµµµµµµµ22222222BBBBBBBBHHHHHHHH

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff

∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε

22222222ππππππππVVVVVVVV ((((((((22222222mmmmmmmm))))))))
33333333
22222222

hhhhhhhh33333333
√√√√√√√√
εεεεεεεεddddddddεεεεεεεε ======== −−−−−−−− 44444444ππππππππVVVVVVVV ((((((((22222222mmmmmmmm))))))))

33333333
22222222

hhhhhhhh33333333
µµµµµµµµ22222222BBBBBBBBHHHHHHHH

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff

∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε

√√√√√√√√
εεεεεεεεddddddddεεεεεεεε

ddddddddwwwwwwww ======== 22222222ππππππππ((((((((22222222ssssssss ++++++++ 11111111))))))))VVVVVVVV
((((((((22222222mmmmmmmm))))))))

33333333
22222222
√√√√√√√√
εεεεεεεεddddddddεεεεεεεε

hhhhhhhh33333333
======== gggggggg((((((((εεεεεεεε))))))))ddddddddεεεεεεεε;;;;;;;; ========⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ gggggggg((((((((εεεεεεεε)))))))) ======== 44444444ππππππππVVVVVVVV

√√√√√√√√
εεεεεεεε
((((((((22222222mmmmmmmm))))))))

33333333
22222222

hhhhhhhh33333333

ffffffff ((((((((εεεεεεεε∓∓∓∓∓∓∓∓µµµµµµµµBBBBBBBBHHHHHHHH )))))))) ========
11111111

eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp
(((((((( εεεεεεεε ±±±±±±±± µµµµµµµµBBBBBBBBHHHHHHHH −−−−−−−− µµµµµµµµ

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))
++++++++ 11111111



ПарамагнетизмПарамагнетизм электронногоэлектронного газагаза вв металлахметаллах (T(T<<T<<TFF))

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

√√√√√√√√
εεεεεεεε
∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff

∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε
ddddddddεεεεεεεε ======== −−−−−−−− 11111111

22222222
IIIIIIII−−−−−−−−11111111////////22222222 ======== −−−−−−−−µµµµµµµµ

11111111
22222222

[[[[[[[[
11111111 −−−−−−−− ππππππππ22222222

2222222244444444

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]
======== −−−−−−−−µµµµµµµµ

11111111
22222222

00000000

[[[[[[[[
11111111 −−−−−−−− ππππππππ22222222

1111111122222222

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]

µµµµµµµµ ======== µµµµµµµµ00000000

[[[[[[[[
11111111 −−−−−−−− ππππππππ2222

2222

1111111122222222

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]

Средний индуцированный магнитный момент :

MMMMMMMM ======== −−−−−−−− 44444444ππππππππVVVVVVVV ((((((((22222222mmmmmmmm))))))))
33333333
22222222

hhhhhhhh33333333
µµµµµµµµ22222222BBBBBBBBHHHHHHHH

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

∂∂∂∂∂∂∂∂ffffffff

∂∂∂∂∂∂∂∂εεεεεεεε

√√√√√√√√
εεεεεεεεddddddddεεεεεεεε ========

44444444ππππππππVVVVVVVV ((((((((22222222mmmmmmmm))))))))
33333333
22222222

hhhhhhhh33333333
µµµµµµµµ22222222BBBBBBBBHHHHHHHH

√√√√√√√√
µµµµµµµµ00000000

[[[[[[[[
11111111−−−−−−−−ππππππππ22222222

1111111122222222

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]
======== gggggggg((((((((εεεεεεεε))))))))µµµµµµµµ22222222BBBBBBBBHHHHHHHH

[[[[[[[[
11111111−−−−−−−−ππππππππ22222222

1111111122222222

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]

χχχχχχχχ ======== µµµµµµµµ22222222BBBBBBBBgggggggg((((((((εεεεεεεε))))))))

[[[[[[[[
11111111 −−−−−−−− ππππππππ22222222

1111111122222222

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]
>>>>>>>> 00000000

Поскольку

можно записать альтернативно

µµµµµµµµ00000000 ======== kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTTFFFFFFFF ========

((((((((
33333333NNNNNNNNhhhhhhhh33333333

88888888ππππππππVVVVVVVV ((((((((22222222mmmmmmmm))))))))33333333////////22222222

)))))))) 22222222
33333333

χχχχχχχχ ======== 33333333
22222222
NNNNNNNNµµµµµµµµ22222222BBBBBBBB
µµµµµµµµ00000000

[[[[[[[[
11111111 −−−−−−−− ππππππππ22222222

1111111122222222

((((((((
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
µµµµµµµµ00000000

))))))))22222222]]]]]]]]

Система называется парамагнитнойпарамагнитной если χ>0χ>0 и диамагнитнойдиамагнитной, если χ0χ0

Намагниченность электронного газа



ЭлектронныйЭлектронный газгаз: : уровниуровни ЛандауЛандау

Два эффекта наблюдаемых в электронном газе

во внешнем магнитном поле:

Спины электронов стремятся выстроиться по направлению поля

Электроны движутся по круговым квантованным орбитам

H

H

vr

x

y

vvvvvvvv ========
eeeeeeeerrrrrrrr

mmmmmmmmcccccccc
HHHHHHHH ;;;;;;;; ,,,,,,,,pppppppp ======== mmmmmmmm,,,,,,,,vvvvvvvv −−−−−−−− eeeeeeee

cccccccc
,,,,,,,,AAAAAAAA

Уравнения движения:

˙̇̇̇̇̇̇̇vvvvvvvvxxxxxxxx ======== −−−−−−−−ωωωωωωωωvvvvvvvvyyyyyyyy ;;;;;;;; ˙̇̇̇̇̇̇̇vvvvvvvvyyyyyyyy ======== −−−−−−−−ωωωωωωωωvvvvvvvvxxxxxxxx

Движение в плоскости xy является осцилляторным:

((((((((
ωωωωωωωω ========

eeeeeeeeHHHHHHHH

mmmmmmmmcccccccc

))))))))

Энергетические уровни электрона в магнитном поле (уровни Ландау):

εεεεεεεε ========
pppppppp22222222zzzzzzzz
22222222mmmmmmmm

++++++++ 22222222HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB ((((((((llllllll ++++++++ 11111111////////22222222))))))))

εεεεεεεεxxxxxxxxyyyyyyyy ======== ��������ωωωωωωωω ((((((((llllllll ++++++++ 11111111////////22222222)))))))) ========
eeeeeeee��������

mmmmmmmmcccccccc
HHHHHHHH ((((((((llllllll ++++++++ 11111111////////22222222)))))))) ======== 22222222HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB ((((((((llllllll ++++++++ 11111111////////22222222)))))))),,,,,,,, llllllll ======== 00000000,,,,,,,, 11111111,,,,,,,, 22222222,,,,,,,, ........ ........ ........

HHHHHHHH ========
((((((((,,,,,,,,pppppppp ++++++++ eeeeeeee

cccccccc
,,,,,,,,AAAAAAAA))))))))22222222

22222222mmmmmmmm
;;;;;;;; ,,,,,,,,HHHHHHHH ======== ∇∇∇∇∇∇∇∇ ×××××××× ,,,,,,,,AAAAAAAA



ДиамагнетизмДиамагнетизм электронногоэлектронного газагаза вв металлахметаллах (T(T>>T>>TFF))

ЗамечаниеЗамечание:: спектр уровней энергии в плоскости xy сильно вырожден: 

22222222HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB llllllll <<<<<<<<
pppppppp22222222xxxxxxxx ++++++++ pppppppp22222222yyyyyyyy

22222222mmmmmmmm
<<<<<<<< 22222222HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB ((((((((llllllll ++++++++ 11111111))))))))

H=0 H≠0

число уровней в интервале dpxdpy:HHHH ==== 0000 ::::
LLLL2222

((((2222ππππ����))))2222
ddddppppxxxxddddppppyyyy

Степень вырождения уровней при H≠0

LLLL2222

((((2222ππππ����))))2222

∫∫∫∫

2222HHHHµµµµBBBB llll<<<<
pppp2222xxxx++++pppp

2222
yyyy

2222mmmm
<<<<2222HHHHµµµµBBBB((((llll++++1111))))

ddddppppxxxxddddppppyyyy ====
LLLL2222

hhhh2222

∫∫∫∫
2222ππππppppddddpppp ====

LLLL2222

hhhh2222
4444ππππHHHHmmmmµµµµBBBB ====

LLLL2222eeeeHHHH

hhhhcccc

Одноэлектронная статсумма: ZZZZZZZZ11111111 ======== LLLLLLLL
hhhhhhhh

∞∞∞∞∞∞∞∞∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−∞∞∞∞∞∞∞∞
ddddddddppppppppzzzzzzzz

∞∞∞∞∞∞∞∞∑∑∑∑∑∑∑∑

llllllll========00000000

LLLLLLLL22222222eeeeeeeeHHHHHHHH
hhhhhhhhcccccccc eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

[[[[[[[[
−−−−−−−−ββββββββ
((((((((
22222222HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB((((((((llllllll ++++++++ 11111111

22222222 )))))))) ++++++++
pppppppp22222222zzzzzzzz
22222222mmmmmmmm

))))))))]]]]]]]]

========
((((((((22222222ππππππππmmmmmmmmkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT))))))))

11111111////////22222222

hhhhhhhh ········ LLLLLLLL ········ LLLLLLLL2222
2222eeeeeeeeHHHHHHHH
hhhhhhhhcccccccc

eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββHHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB

11111111−−−−−−−−eeeeeeee−−−−−−−−22222222ββββββββHHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB
======== VVVVVVVV ········

((((((((
22222222ππππππππmmmmmmmmkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

hhhhhhhh22222222

)))))))) 33333333
22222222

HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
ssssssssiiiiiiiinnnnnnnnhhhhhhhh((((((((HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT))))))))

Предположение: температура достаточно высока и можно использовать

статистику Больцмана



ДиамагнетизмДиамагнетизм электронногоэлектронного газагаза вв металлахметаллах (T(T>>T>>TFF))

ZZZZZZZZ ========
ZZZZZZZZNNNNNNNN
11111111

NNNNNNNN !!!!!!!!
;;;;;;;; ZZZZZZZZ11111111 ======== VVVVVVVV ········

((((((((
22222222ππππππππmmmmmmmmkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

hhhhhhhh22222222

)))))))) 33333333
22222222 HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

ssssssssiiiiiiiinnnnnnnnhhhhhhhh((((((((HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB ////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT ))))))))

Средний индуцированный магнитный момент:

MMMMMMMM ======== kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
∂∂∂∂∂∂∂∂ llllllllnnnnnnnnZZZZZZZZ

∂∂∂∂∂∂∂∂HHHHHHHH
========NNNNNNNNkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

∂∂∂∂∂∂∂∂

∂∂∂∂∂∂∂∂HHHHHHHH
llllllllnnnnnnnn

HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

ssssssssiiiiiiiinnnnnnnnhhhhhhhh((((((((HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT))))))))
========−−−−−−−−NNNNNNNNµµµµµµµµBBBBBBBB

[[[[[[[[
ccccccccooooooootttttttthhhhhhhh

((((((((
HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))
−−−−−−−− kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB

]]]]]]]]

В слабых магнитных полях
ccccccccooooooootttttttthhhhhhhh xxxxxxxx ≈≈≈≈≈≈≈≈ 11111111

xxxxxxxx ++++++++ xxxxxxxx
33333333 −−−−−−−− xxxxxxxx33333333

4444444455555555 ++++++++ OOOOOOOO((((((((xxxxxxxx55555555))))))));;;;;;;; xxxxxxxx ======== HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

Диамагнетизм Ландау MMMMMMMM ≈≈≈≈≈≈≈≈ −−−−−−−−NNNNNNNN
HHHHHHHHµµµµµµµµ22222222BBBBBBBB
33333333kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

<<<<<<<< 00000000;;;;;;;; χχχχχχχχ ≈≈≈≈≈≈≈≈ −−−−−−−−NNNNNNNN
µµµµµµµµ22222222BBBBBBBB

33333333kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

ЗадачаЗадача:: что происходит при низких температурах? 

Закон

Кюри
ЗаконЗакон

КюриКюри

HHHHHHHH ========
((((((((,,,,,,,,pppppppp ++++++++ eeeeeeee

cccccccc
,,,,,,,,AAAAAAAA))))))))22222222

22222222mmmmmmmm
−−−−−−−− µµµµµµµµBBBBBBBB,,,,,,,,ssssssss ········ ,,,,,,,,HHHHHHHH ;;;;;;;; εεεεεεεε ========

pppppppp22222222zzzzzzzz
22222222mmmmmmmm

++++++++ 22222222µµµµµµµµBBBBBBBBHHHHHHHH ((((((((llllllll ++++++++
11111111

22222222
)))))))) ++++++++ µµµµµµµµBBBBBBBBHHHHHHHH

ZZZZZZZZ ========
ZZZZZZZZNNNNNNNN
11111111

NNNNNNNN !!!!!!!!
;;;;;;;; ZZZZZZZZ11111111 ======== VVVVVVVV ········

((((((((
22222222ππππππππmmmmmmmmkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

hhhhhhhh22222222

)))))))) 33333333
22222222 HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB ////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

ssssssssiiiiiiiinnnnnnnnhhhhhhhh((((((((HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT ))))))))
22222222 ccccccccoooooooosssssssshhhhhhhh((((((((HHHHHHHHµµµµµµµµBBBBBBBB////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT ))))))))

χχχχχχχχ ========
∂∂∂∂∂∂∂∂MMMMMMMM

∂∂∂∂∂∂∂∂HHHHHHHH
≈≈≈≈≈≈≈≈ NNNNNNNN

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

((((((((
µµµµµµµµ22222222BBBBBBBB −−−−−−−−

µµµµµµµµ22222222BBBBBBBB
33333333

)))))))) Парамагнетизм

Паули
ПарамагнетизмПарамагнетизм

ПаулиПаули


