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СистемыСистемы ии подсистемыподсистемы

До сих пор мы следовали двум подходам:

Статистическое рассмотрение изолированных систем:
МножественностьМножественность состояниясостояния ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ энтропияэнтропия ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ 22ойой законзакон термодинамикитермодинамики..

ТермодинамическоеТермодинамическое рассмотрениерассмотрение системсистем вв контактеконтакте сс термостатомтермостатом

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ принциппринцип минимумаминимума свободнойсвободной энергииэнергии.. ПриПри этомэтом неочевиднанеочевидна связьсвязь междумежду

GG ии способомспособом подсчетаподсчета микросостояниймикросостояний..

ЗадачаЗадача:: Построить схему статистического описания системы в контакте с

термостатом

Предположим что каждая система статистического ансамбля состоит из большого

числа подсистем в тепловом контакте друг с другом и обменивающимися энергией.

Полная система SS
E0 = const

Термостат RR
E0 - εεεε

εεεε

Полная замкнутая система SS = термостат RR + подсистема ss

ss
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Макроскопическая изолированная система, состоящая из большого

числа частиц с течением времени приходит в состояние термодинами-
ческого равновесия в котором статистический ансамбль полностью

характеризуется числом частиц NN, объемом VV и энергией EE. Такой

ансамбль называется микроканоническим, макроскопическое
состояние фиксировано, но микроскопические состояния ансамбля

могут быть любыми и статистические флуктуации энергии ∆∆∆∆∆∆∆∆ EE

разрешены в пределах от (EE -∆∆∆∆∆∆∆∆ EE)) до (EE +∆∆∆∆∆∆∆∆ EE))

МикроканоническийМикроканонический ансамбльансамбль

Напомним: статистический ансамблем называется набор всевозможных

состояний данной системы. Альтернативное определение: набор
большого числа копий рассматриваемой системы.

Физическая проблема: Полностью изолированных систем не существует.
Техническая проблема: Сложно вычислить фазовый объем или все

допустимые микросостояния системы.
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Полная система �������� имеет постоянную энергию E  и принадлежит
микроканоническому ансамблю. Фундаментальное предположение заключается в
постулате равновероятностиравновероятности всехвсех допустимыхдопустимых состоянийсостояний изолированнойизолированной

системысистемы �������� включающей как подсистему ss так и все остальные подсистемы RR, 
играющие роль термостата. 

ВопросВопрос: : что можно сказать о подсистеме s s ? Какова вероятность обнаружить ее в
одном из допустимых состояний если она находится в тепловом контакте с

термостатом имеющем постоянную температуру T?

КаноническийКанонический ансамбльансамбль ГиббсаГиббса

Определение: каноническим ансамблем называется набор

большого числа копий рассматриваемой системы обмени-
вающихся энергией с окружающей средой (термостатом), 
находясь с ней в тепловом равновесии и характеризуемых

числом частиц NN и объемом VV

Отдельная молекула может быть рассмотрена как подсистема если межмолекуляр-
ные взаимодействия слабы и можно определить энергию подсистемы (идеальный
газ). 

Замечание: атом твердого тела не может рассматриваться как подсистема
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МикроканоническийМикроканонический ансамбльансамбль ии эргодическаяэргодическая гипотезагипотеза

Эргодическая гипотеза: находящаяся в равновесном состоянии изолированная

система за большой промежуток времени пройдет через все возможные

микроскопические состояния с одной и той же вероятностью: все допустимые
микросостояния равновероятны. 

Среднее по ансамблю равно среднему по времени:

Вероятность обнаружить систему в каком-то определенном макросостоянии

определяется множественностью ΩΩΩΩ - число соответствующих ему микросостояний.

ДопущениеДопущение:: система изолирована. Если же она обменивается энергией с

термостатом, то для того чтобы установить соответствие между траекторией

системы в пространстве состояний и каноническим ансамблем, необходимо
определить относительную вероятность нахождения системы в состояниях с

различной энергией.

Вероятность реализации какого-то микросостояния из микроканонического ансамбля

= 1 / (число всех возможных состояний)

Вероятность какого-то макросостояния

= (Ω макросостояния) / (число всех возможных микросостояний)

<<<<<<<< ffffffff >>>>>>>>======== lllllllliiiiiiiimmmmmmmm
TTTTTTTT→→→→→→→→∞∞∞∞∞∞∞∞

11111111

TTTTTTTT

TTTTTTTT∫∫∫∫∫∫∫∫

00000000

ddddddddttttttttffffffff ((((((((tttttttt))))))))<<<< ffff >>>>====

∫∫∫∫
dddd3333NNNNqqqq dddd3333NNNNpppp ffff ((((qqqq,,,, pppp)))) ρρρρ((((qqqq,,,, pppp;;;; tttt))))∫∫∫∫

dddd3333NNNNqqqq dddd3333NNNNpppp ρρρρ((((qqqq,,,, pppp;;;; tttt))))



ССистемистемыы вв контактеконтакте сс

термостатомтермостатом

Термостат RR
E0 - εεεε

СистемаСистема ss
εεεε

ВопросВопрос:: какая вероятность P(εεεεk) того, что при условии теплового равновесия система
ss находится в определенном квантовом состоянии k с энергией εεεεk? Слабость
взаимодействия между RR и ss означает что их энергии аддитивны и полная энергия

изолированной системы SS = RR + ss сохраняется:

E0 = ER+ ES = const
Bсе допустимые микросостояния комбинированной изолированнизолированнойой системы SS = RR + ss
равновероятны. Выбор одного конкретного микросостояния системы k означает что

ΩΩΩΩS=1 и энтропия S=S=kkBB lnlnΩΩΩΩS=0=0. Следовательно, вероятность того что система

находится в состоянии k пропорциональна числу состояний. Полная множественность
состояний объединенной системы определяется как:

Система и термостат находятся в тепловом

равновесии. Взаимодействие между ними

слабое и мы полагаем что спектр уровней

энергии такой же как и в случае

изолированной системы.

Пример: двухуровневая система в

тепловом контакте с термостатом.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kRkRkRkSkk EEEE εεεεεε −Ω=−Ω×=−Ω×Ω=−Ω 0000 1,

Термостат RR
E0 - εεεε

εεεεεεεε22

εεεεεεεε11 ss



7

( ) ( ) ( )
RRNVR

R

NVR

R

NVR

R
R TT

E
E

S
E

E

S
E

E

S
S 21

,

01

,

02

,

0

1 εεεε −−=











=









∂
∂=









∂
∂−









∂
∂=∆

( ) ( ) ( ) ( )0

,

00 EEE
E

S
ESES

NVR

R
RR −









∂
∂+≈

SR

ER

E
0-

εε εε 1

E
0-

εε εε 2

S(E0- εεεε2)

S(E0- εεεε1)

S(E0)
E

0

( ) ( ) ( )
NVR

R
iRiR E

dE

dS
ESES

,

000 







−≈− εε

ВоспользуемсяВоспользуемся темтем, , чточто системасистема ss многомного меньшеменьше RR ((EESS==εεεεεεεεkk << << EERR).).

Отношение вероятности того, что система находится в квантовом состоянии 1 с

энергией εεεε1 к вероятности того, что система находится в состоянии 2 с энергией εεεε2
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В рассматриваемом случае объем и число частиц

фиксированы: dVR = dNR =0

Напомним: S=S=kkBB lnlnΩΩΩΩS иилили ΩΩΩΩS == exp (S/ exp (S/ kkBB) ) –– Мы определяем энтропию канонического

ансамбля со средней энергией <E><E> равной энтропии микроканонического ансамбля с

такой же энергией
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РаспределениеРаспределение БольцманаБольцмана
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Соответствующее распределение вероятности называется

каноническим. Ансамбль тождественных систем

описываемых распределением Больцмана и находящихся в

контакте с одним и тем же термостатом называется

каноническим ансамблем
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T – характеристика термостататермостата

Замечание: С макроскопической точки зрения, 
система пытается минимизировать свою

свободную энергию. 

Вероятность обнаружить систему в состоянии k с энергией εεεεk определяется

множителем Больцмана: exp(- εεεεk/kBT) : система проходит каждое микросостояние с
частотой пропорциональной exp(- εεεεk/kBT)

термостаттермостат

T

ββββββββ ======== 11111111
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT



ОдноОдно изиз наиболеенаиболее важныхважных уравненийуравнений вв статфизикестатфизике

Пример: При очень высоких температурах (например, в ранней Вселенной), 
протон и нейтрон представляют два состояния одной и той же частицы -
нуклеона. Масса нейтрона больше массы протона на ∆∆∆∆m = 2.3·10-30 kg, то есть

его энергия больше на ∆∆∆∆mc2. Каково отношение числа протонов к числу

нейтронов при T=1011 K?
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Величина ∆ε∆ε∆ε∆ε/kBT находится в экспоненте. Например, если
εεεεi = kBT and εεεεk = 10kBT то (εεεεi - εεεεk ) / kBT = -9, то есть
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Наинизший уровень энергии квантовой системы εεεε0 (например
молекулы) называется «основным состоянием». Если мы

измеряем энергии всех состояний относительно εεεε0 и n0 -
число молекул в основном состоянии, то число молекул с

энергией εεεε > εεεε0 есть

Результат зависит только от разности

энергий ∆ε∆ε∆ε∆ε = εεεεi - εεεεk
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ФункцияФункция распределенияраспределения

Знание функции распределения ���� полностью определяет вероятностные

свойства рассматриваемой системы
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


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Площадь под обоими кривыми

должна быть одной и той же (=1). 
Следовательно, с ростом T, 1/Z
уменьшается и Z растет. При T = 0 
система находится в основном

состоянии (ε=0) с вероятностью =1.

Для того, чтобы определить не отношение

вероятностей а абсолютное значение

вероятности обнаружения системы в

состоянии k с энергией εεεεk, необходимо
найти нормировочный множитель 1/Z:
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Величина Z, называется ффункциункциейей распределенияраспределения ((статистическстатистическойой суммсуммойой),),
ее можно найти из условия нормировки: полная вероятность найти систему в

одном из квантовых состояний равна 1:
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Статистическая сумма определяет связь между макроскопи-
ческими термодинамическими характеристиками и микроско-
пическим описанием

Статистическая сумма - это сумма множителей Больцмана
exp(- εεεεk/kBT) определяющих распределение частиц по состояниям

Предположим что основное состояние имеет нулевую энергию:
εεεε0=0
Статистическая сумма может быть записана как

Статистическая сумма определяет число состояний

эффективно доступных для системы при данной температуре

СвойстваСвойства статистическойстатистической суммысуммы

ZZZZZZZZ ========
NNNNNNNN∑∑∑∑∑∑∑∑

nnnnnnnn========11111111
eeeeeeee−−−−−−−−εεεεεεεεnnnnnnnn////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT ======== 11111111 ++++++++ eeeeeeee−−−−−−−−εεεεεεεε22222222////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT ++++++++ eeeeeeee−−−−−−−−εεεεεεεε33333333////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT ++++++++ eeeeeeee−−−−−−−−εεεεεεεε33333333////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT ········ ········ ········ ++++++++ eeeeeeee−−−−−−−−εεεεεεεεNNNNNNNN ////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT



СредниеСредние значениязначения вв каноническомканоническом ансамблеансамбле

( ) ( ) ( )∑==
i

iiii Pxxx εεε

Если квантовая система в ансамбле распределена по состояниям в соответствии

с заданной функцией распределения P(εεεεi), то среднее значение некоторой

величины x (εεεεi) определяется как: 

Замечание: средние величины аддитивны, средняя полная
энергия Etot набора N тождественных систем есть:
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средняя энергия системы в

каноническом ансамбле

может быть записана как

Следовательно, средняя энергия системы в каноническом ансамбле есть:
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В частности, для канонического ансамбля:

( ) ( ) ( )∑∑∑ −=−==
i

ii
i

ii
i

ii ZZ
PE βεεβεεεε exp

1
exp

1

( )Z
T

TkZ
Z

Z
E B lnln

1 2

∂
∂=

∂
∂−=

∂
∂−=

ββ
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Если нам известны объем, температура и спектр энергии системы, 
мы можем вычислить статистическую сумму Z.
Если нам известны температура и статистическая сумма Z, то мы
можем вычислить все термодинамические характеристики.
Статистическая сумма невзаимодействующих систем аддитивна:

СтатистическаяСтатистическая суммасумма

В каноническом ансамбле энергия состояния не фиксирована, средняя энергия есть

ZZZZZZZZ ========
∑∑∑∑∑∑∑∑

nnnnnnnn,,,,,,,,mmmmmmmm
eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββ((((((((εεεεεεεε((((((((11111111))))))))nnnnnnnn ++++++++εεεεεεεε((((((((22222222))))))))mmmmmmmm )))))))) ========

∑∑∑∑∑∑∑∑

nnnnnnnn,,,,,,,,mmmmmmmm
eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββεεεεεεεε((((((((11111111))))))))nnnnnnnn eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββεεεεεεεε((((((((22222222))))))))mmmmmmmm ========

∑∑∑∑∑∑∑∑

nnnnnnnn
eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββεεεεεεεε((((((((11111111))))))))nnnnnnnn

∑∑∑∑∑∑∑∑

mmmmmmmm
eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββεεεεεεεε((((((((22222222))))))))mmmmmmmm ======== ZZZZZZZZ11111111ZZZZZZZZ22222222

<<<<<<<< EEEEEEEE >>>>>>>>========
∑∑∑∑∑∑∑∑

kkkkkkkk
PPPPPPPP ((((((((εεεεεεεεkkkkkkkk))))))))εεεεεεεεkkkkkkkk ========

∑∑∑∑∑∑∑∑

kkkkkkkk

εεεεεεεεkkkkkkkkeeeeeeee
−−−−−−−−ββββββββεεεεεεεεkkkkkkkk

ZZZZZZZZ ======== −−−−−−−− ∂∂∂∂∂∂∂∂
∂∂∂∂∂∂∂∂ββββββββ llllllllnnnnnnnn ZZZZZZZZ

ФлуктуацииФлуктуации энергииэнергии::

∆∆∆∆∆∆∆∆EEEEEEEE22222222 ======== |||||||| <<<<<<<< ((((((((EEEEEEEE−−−−−−−− <<<<<<<< EEEEEEEE >>>>>>>>)))))))) >>>>>>>> ||||||||22222222 ========<<<<<<<< EEEEEEEE22222222 >>>>>>>> −−−−−−−− <<<<<<<< EEEEEEEE >>>>>>>>22222222======== ∂∂∂∂∂∂∂∂22222222

∂∂∂∂∂∂∂∂ββββββββ22222222 llllllllnnnnnnnn ZZZZZZZZ ======== −−−−−−−− ∂∂∂∂∂∂∂∂<<<<<<<<EEEEEEEE>>>>>>>>
∂∂∂∂∂∂∂∂ββββββββ

Поскольку CCCCCCCC ======== ∂∂∂∂∂∂∂∂<<<<<<<<EEEEEEEE>>>>>>>>
∂∂∂∂∂∂∂∂TTTTTTTT ,,,,,,,, ββββββββ ======== 11111111

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT ,,,,,,,, ∆∆∆∆∆∆∆∆EEEEEEEE22222222 ======== CCCCCCCCkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
22222222

ФлуктуацииФлуктуации энергииэнергии ((∆∆E)E) связанысвязаны сосо способностьюспособностью системысистемы ееее

поглощатьпоглощать ((СС)) ––>> флуктуационнофлуктуационно--диссипативнаядиссипативная теорематеорема



СтатистическаяСтатистическая суммасумма двухуровневойдвухуровневой системысистемы

- lnNi 

Ei

εεεε1= 0

εεεε2= εεεε 






=+=







−+=








−+








−= −−

2
cosh21exp1exp

0
exp 2/ βεεε βεβε ee

TkTkTk
Z

BBB

Cредняя энергия системы (одна частица с двумя
уровнями энергии):

( ) 






 −=









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=















−×+








−×=

2
tanh1

2
exp1

exp
0

exp0
1 βεε

ε
εεε

Tk

TkTkTZ
E

B
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Статистическая сумма

Теплоемкость при постоянном объеме:

( )
( ) ( )

( )[ ]2

2

/exp1

/exp/

/exp1 Tk

TkTkk

TkTT

E
C

B

BBB

BV
V ε

εε
ε

ε
+

=








+∂
∂=









∂
∂=

ЗадачаЗадача:: проверить что этот результат следует из β∂
∂−= Z

Z
E

1

T

εεεε /2

0 

CV

E

CV максимально при T ~ ε/kB, при T→0 теплоемкость CV экспоненциально быстро

стремится к нулю.

Замечание: результат совпадает с теплоемкостью двухуровневой системы вычисленной

в микроканоническом ансамбле. 



ЭнтропияЭнтропия вв каноническомканоническом ансамблеансамбле

Напомним: энтропия в микроканоническом ансамбле определена как логарифм числа

состояний с фиксированной энергией: S=S=kkBB lnlnΩΩΩΩ

термостаттермостат

T

Рассмотрим N тождественных систем, число систем в данном

состоянии k есть NP(k), при этом весь набор N систем подчиняется

определению энтропии S=S=kkBB lnlnΩΩΩΩ

Число способов поместить NP(k)
систем в состоянии k для данного k:

NNNN −≈ ln!lnФормула Стирлинга:

ΩΩΩΩΩΩΩΩ ======== NNNNNNNN !!!!!!!!∏∏∏∏∏∏∏∏

kkkkkkkk
PPPPPPPP ((((((((kkkkkkkk))))))))NNNNNNNN !!!!!!!!

Поскольку энтропия аддитивна, для одной системы (энтропия Гиббса)

SSSSSSSS ======== kkkkkkkkBBBBBBBB llllllllnnnnnnnn ΩΩΩΩΩΩΩΩ ======== −−−−−−−−kkkkkkkkBBBBBBBBNNNNNNNN
∑∑∑∑∑∑∑∑

kkkkkkkk
PPPPPPPP ((((((((kkkkkkkk)))))))) llllllllnnnnnnnn PPPPPPPP ((((((((kkkkkkkk))))))))

SSSSSSSS ======== −−−−−−−−kkkkkkkkBBBBBBBB
∑∑∑∑∑∑∑∑

kkkkkkkk
PPPPPPPP ((((((((kkkkkkkk)))))))) llllllllnnnnnnnn PPPPPPPP ((((((((kkkkkkkk)))))))) В каноническом ансамбле иPPPPPPPP ((((((((kkkkkkkk)))))))) ======== 11111111

ZZZZZZZZ eeeeeeee
−−−−−−−−ββββββββεεεεεεεεkkkkkkkk

SSSSSSSS ========
kkkkkkkkBBBBBBBBββββββββ

ZZZZZZZZ

∑∑∑∑∑∑∑∑

kkkkkkkk

εεεεεεεεkkkkkkkkeeeeeeee
−−−−−−−−ββββββββεεεεεεεεkkkkkkkk ++++++++ kkkkkkkkBBBBBBBB llllllllnnnnnnnn ZZZZZZZZ ======== kkkkkkkkBBBBBBBB

∂∂∂∂∂∂∂∂

∂∂∂∂∂∂∂∂TTTTTTTT
((((((((TTTTTTTT llllllllnnnnnnnn ZZZZZZZZ))))))))

Основное состояние не так важно при конечной температуре! Энтропия может выиграть! 



Рассмотрим два предельных случая очень высокой и очень низкой

температуры: 

Высокая температура: состояния стремятся быть
равнозаселенными

Низкая температура: состояния стремятся к основному
состоянию

КаноническийКанонический ансамбльансамбль: : энергияэнергия противпротив энтропииэнтропии

TTTTTTTT →→→→→→→→ ∞∞∞∞∞∞∞∞ ========⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ εεεεεεεεkkkkkkkk

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
→→→→→→→→ 00000000 ========⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ PPPPPPPP ((((((((kkkkkkkk)))))))) →→→→→→→→ 11111111

NNNNNNNN
========⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ ZZZZZZZZ →→→→→→→→ NNNNNNNN

TTTTTTTT →→→→→→→→ 00000000 ========⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ εεεεεεεεkkkkkkkk

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT
→→→→→→→→ ∞∞∞∞∞∞∞∞ ========⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒

{{{{{{{{
PPPPPPPP ((((((((kkkkkkkk ======== 11111111)))))))) →→→→→→→→ 11111111

PPPPPPPP ((((((((kkkkkkkk �� ���� ��======== 11111111)))))))) →→→→→→→→ 00000000
========⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ ZZZZZZZZ →→→→→→→→ 11111111

НизкаяНизкая температуратемпература СредняСредняяя температуратемпература ВысоВысокаякая температуратемпература

PPPPPPPP ((((((((kkkkkkkk)))))))) ======== 11111111
ZZZZZZZZ eeeeeeee

−−−−−−−−ββββββββεεεεεεεεkkkkkkkk



СтатистическаяСтатистическая суммасумма ии свободнаясвободная энергияэнергия ГельмгольцаГельмгольца

Найдем связь между F и Z:
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Сравним это выражение с формулой для средней энергии:

( )F
Tk

F
Z

B

β−=







−= expexp

Это уравнение связывает микроскопическое описание задаваемое статистической

суммой Z и макроскопическое описание, задаваемое свободной энергией F:
В каноническом ансамбле наиболее вероятно состояние минимизирующее

свободную энергию системы.
Знание Z=Z(T,V,N) позволяет найти все термодинамические величины: 
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МикроканоническийМикроканонический ансамбльансамбль ⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔ КаноническийКанонический ансамбльансамбль

микроканонический ансамбль канонический ансамбль

( ) Ω= ln,, BkNVUS ( ) ZTkNVTF B ln,, −=

Ω
= 1

nP Tk
n

B

n

e
Z

P
ε−

= 1- вероятность найти систему
в одном из состояний

Смысл Z для канонического ансамбля тот же что и множественности ΩΩΩΩ для

микроканонического ансамбля. Уравнение F = -kBT ln Z устанавливает фундаментальную

связь между термодинамикой и статфизикой при заданных величинах T, V и N, равно как

S = kB lnΩΩΩΩ устанавливает эту же связь при заданных E, V и N. 

Описание как микроканонического так и канонического ансамблей связано с

подсчетом числа возможных микросостояний:

Для изолированной системы множествен-
ность ΩΩΩΩ определяет число возможных

микросостояний, при этом E, V, N – const

При постоянной энергии E, средняя
температура T определена с точностью

до флуктуаций

Для системы в контакте с термостатом

функция распределения Z определяет

число возможных микросостояний, при этом
T, V, N – const

При постоянной температуре T, средняя
энергия E определена с точностью до

флуктуаций

- в равновесии S достигает максимума - в равновесии F достигает минимума
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- вероятность найти систему
в одном из состояний
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∫
∫

f
e f p q d

e d

E p q kT

E p q kT
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( , )/

( , ) Γ
Γ

среднее значение произвольной физической величины f(p,qf(p,q)) по каноническому
ансамблю в случае непрерывного спектра энергии определяется как

КаноническийКанонический ансамбльансамбль: : 
классическаяклассическая ии квантоваяквантовая функциифункции распределенияраспределения

Напомним: в классическом случае рассматривается движение системы в

фазовом пространстве размерности 6N с элементом объема d ΓΓΓΓ ≡≡≡≡ (d3Nq d3Np).
Ее эволюция описывается уравнением Лиувилля, энергия не квантуется и
элемент объема сохраняется.  

∫ Γ≡ − deZ TkqpE B/),( ∑ −≡
i

Tk BieZ /ε

классическая функция распределения квантовая функция распределения



ОтОт классическойклассической кк квантовойквантовой функциифункции распределенияраспределения

Классическая функция распределения

одиночной частицы: ZZZZZZZZ11111111 ========
11111111

hhhhhhhh33333333

∫∫∫∫∫∫∫∫
dddddddd33333333ppppppppdddddddd33333333qqqqqqqq eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββHHHHHHHH((((((((pppppppp,,,,,,,,qqqqqqqq))))))))

??? hhhhhhhh ======== 22222222ππππππππ�������� ======== 66666666........66666666 ········ 1111111100000000−−−−−−−−3333333344444444 JJJJJJJJssssssss
Квантовомеханическая функция распределения

одиночной частицы: ZZZZZZZZ11111111 ========
∑∑∑∑∑∑∑∑

nnnnnnnn
eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββεεεεεεεεnnnnnnnn ========

∑∑∑∑∑∑∑∑

nnnnnnnn
〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnn||||||||eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββ ˆ̂̂̂̂̂̂̂HHHHHHHH ||||||||nnnnnnnn〉〉〉〉〉〉〉〉

Воспользуемся вставкой единицы:

11111111 ========
∫∫∫∫∫∫∫∫
ddddddddqqqqqqqq||||||||qqqqqqqq〉〉〉〉〉〉〉〉〈〈〈〈〈〈〈〈qqqqqqqq ||||||||,,,,,,,, 11111111 ========

∫∫∫∫∫∫∫∫
ddddddddpppppppp||||||||pppppppp〉〉〉〉〉〉〉〉〈〈〈〈〈〈〈〈pppppppp||||||||,,,,,,,, 〈〈〈〈〈〈〈〈qqqqqqqq′′′′′′′′ ||||||||qqqqqqqq〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== δδδδδδδδ((((((((qqqqqqqq′′′′′′′′ −−−−−−−− qqqqqqqq))))))))

ZZZZZZZZ11111111 ========
∑∑∑∑∑∑∑∑

nnnnnnnn
〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnn||||||||
∫∫∫∫∫∫∫∫
ddddddddqqqqqqqq||||||||qqqqqqqq〉〉〉〉〉〉〉〉〈〈〈〈〈〈〈〈qqqqqqqq||||||||eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββ ˆ̂̂̂̂̂̂̂HHHHHHHH

∫∫∫∫∫∫∫∫
ddddddddqqqqqqqq′′′′′′′′ ||||||||qqqqqqqq′′′′′′′′〉〉〉〉〉〉〉〉〈〈〈〈〈〈〈〈qqqqqqqq ′′′′′′′′ ||||||||nnnnnnnn〉〉〉〉〉〉〉〉 ========

∫∫∫∫∫∫∫∫
ddddddddqqqqqqqqddddddddqqqqqqqq′′′′′′′′〈〈〈〈〈〈〈〈qqqqqqqq||||||||eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββ ˆ̂̂̂̂̂̂̂HHHHHHHH ||||||||qqqqqqqq′′′′′′′′〉〉〉〉〉〉〉〉

∑∑∑∑∑∑∑∑

nnnnnnnn
〈〈〈〈〈〈〈〈qqqqqqqq′′′′′′′′ ||||||||nnnnnnnn〉〉〉〉〉〉〉〉〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnn||||||||qqqqqqqq〉〉〉〉〉〉〉〉

Поскольку
∑∑∑∑

nnnn
||||nnnn〉〉〉〉〈〈〈〈nnnn|||| ==== IIIInnnn,,,, ZZZZ1111 ====

∫∫∫∫
ddddqqqq〈〈〈〈qqqq||||eeee−−−−ββββ ˆ̂̂̂HHHH ||||qqqq〉〉〉〉 ==== TTTTrrrr eeee−−−−ββββ

ˆ̂̂̂HHHH

Оператор Гамильтона HHHH ==== ˆ̂̂̂pppp2222

2222mmmm
++++ VVVV (((( ˆ̂̂̂qqqq)))) eeee−−−−ββββ

ˆ̂̂̂HHHH ==== eeee−−−−
ββββ ˆ̂̂̂pppp2222

2222mmmm eeee−−−−ββββVVVV (((( ˆ̂̂̂qqqq)))) ++++OOOO((((����))))
Классический предел:

ZZZZ1111 ====
∫∫∫∫
ddddqqqqeeee−−−−ββββVVVV ((((qqqq))))〈〈〈〈qqqq||||eeee−−−−ββββ ˆ̂̂̂pppp2222////2222mmmm||||qqqq〉〉〉〉 ====

∫∫∫∫
ddddqqqqddddppppddddpppp′′′′eeee−−−−ββββVVVV ((((qqqq))))〈〈〈〈qqqq||||pppp〉〉〉〉〈〈〈〈pppp||||eeee−−−−ββββ ˆ̂̂̂pppp2222////2222mmmm||||pppp′′′′〉〉〉〉〈〈〈〈pppp′′′′||||qqqq〉〉〉〉

==== [[[[〈〈〈〈qqqq||||pppp〉〉〉〉 ==== eeeeiiiippppqqqq////hhhh√√√√
2222ππππ����

]]]]==== 1111
2222ππππ����

∫∫∫∫
ddddqqqqddddpppp eeee−−−−ββββHHHH((((pppp,,,,qqqq))))



СтатистикаСтатистика БольцманаБольцмана : : классическийклассический пределпредел

Отклонения от статистики Больцмана наблюдаются при большой плотности

частиц (нейтронные звезды) или если частицы очень легкие (электроны в

металлах, фотоны), или же если они находятся при низких температурах (жидкий
гелий)

сильное обменное взаимодействие слабое обменное взаимодействие

( ) 3/1N↔λдлина волны де Бройля среднее расстояние между частицами

mTk

h

p

h

B

~=λ (для молекулы N2 при T~300O λ ~ 10-11 m)
( )

1
3/1

<<
mTk

Nh

B

Статистика

Больцмана

применима

ДопущениеДопущение:: несмотря на то что мы рассматриваем дискретные уровни энергии, 
наш анализ является классическим, поскольку мы пренебрегаем взаимодействием

между частицами. В квантовой механике всегда имеется обменное

взаимодействие, связанное с неразличимостью частиц находящихся в одном и том

же квантовом состоянии и пространственным перекрытием их волновых функций :



ВырожденныйВырожденный спектрспектр энергииэнергии

Энергетический уровень называется вырожденным если ему соответствуют

несколько квантовых состояний системы с различными квантовыми числами. 
Вероятность обнаружить систему в одном из этих состояний одна и та же для

всех вырожденных состояний, следовательно, полная вероятность обнаружить

систему в состоянии с энергией εεεεi есть где g i – степень

вырождения.

Пример: уровни энергии электрона в водородоподобном атоме:

n i = 1,2,3... – главное квантовое число. Состояния

электрона помимо n i, характеризуются еще 3 квантовыми
числами: орбитальным числом l i = 0,1, ..., n i – 1, проекцией
углового момента m i = - l i, - l i+1,...0, l i-1,l i, и проекцией

спина s i = ±1/2. В отсутствие внешнего магнитного поля

все электронные состояния с одним и тем же значением n i
вырождены. Степень вырождения в данном случае есть: 

εεεε

εεεε1

εεεε2

εεεεi
r

g1 =2

g2 =8
g i =2n i

2

∑ 







−=

i B

i
i Tk

gZ
ε

expВ этом случае статистическая сумма есть

εεεεεεεε((((((((nnnnnnnniiiiiiii)))))))) ======== −−−−−−−− 1111111133333333........66666666 eeeeeeeeVVVVVVVV
nnnnnnnn22222222iiiiiiii

уровни континуума

PPPP ((((εεεεiiii)))) ==== ggggiiiieeee
−−−−εεεεiiii////kkkkBBBBTTTT

ggggiiii ==== 2222

nnnniiii−−−−1111∑∑∑∑

llll====0000

((((2222llll ++++ 1111)))) ==== 2222nnnniiii
1111 ++++ 2222((((nnnniiii −−−− 1111)))) ++++ 1111

2222
==== 2222nnnn2222iiii



СтатистическаяСтатистическая суммасумма водородоподобноводородоподобногого атоматомаа

εεεε
r

εεεε1= -13.6 eV

εεεε2= -3.4 eV

εεεε3= -1.5 eV

Выберем энергию основного состояния εεεε1=0, тогда εεεε2=10.2 eV, εεεε3=12.1 eV, etc. 
С учетом вырождения функция распределения есть:

Замечание: сумма по бесконечному числу дискретных
уровней расходится!

( )
∑∑ 







 −−=







−=

i B

i
i

i B

i
i Tk

neV
n

Tk
gZ

2
2 /116.13

exp2exp
ε

ZZZZ====2222
∞∞∞∞∑∑∑∑

nnnn====1111

nnnn2222 eeeexxxxpppp

((((
−−−−11113333....6666((((1111−−−−1111////nnnn2222))))

kkkkBBBBTTTT

))))
>>>> eeeexxxxpppp

((((
−−−−11113333....6666

kkkkBBBBTTTT

)))) ∞∞∞∞∑∑∑∑

nnnn====1111

nnnn2222 ====∞∞∞∞

С другой стороны, при T = 300K ≈ 2.27 ·10-2 eV сумма практически насыщается первым

уровнeм:

ZZZZZZZZ ======== eeeeeeee−−−−−−−−εεεεεεεε11111111////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT ++++++++ 44444444 ········ eeeeeeee−−−−−−−−εεεεεεεε22222222////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT ++++++++ 99999999 ········ eeeeeeee−−−−−−−−εεεεεεεε33333333////////kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT ======== eeeeeeee00000000 ++++++++ 44444444 ········ eeeeeeee−−−−−−−−444444444444444499999999 ++++++++ 99999999 ········ eeeeeeee−−−−−−−−555555553333333333333333 ........ ........ ........
======== 11111111 ++++++++ 44444444 ········ eeeeeeee−−−−−−−−444444444444444499999999 ++++++++ 99999999 ········ eeeeeeee−−−−−−−−555555553333333333333333 ........ ........ ........

???Напомним: при выводе функции распределения мы пренебрегли членом PdV в

выражении








 +−=
Tk

PVE

B

expБольцмана множитель новый дает его Учет

ddddddddSSSSSSSS ======== 11111111
TTTTTTTT ((((((((ddddddddEEEEEEEE ++++++++ PPPPPPPP ddddddddVVVVVVVV ))))))))



Функция распределения одиночного гармонического осциллятора есть

СистемаСистема классическихклассических осцилляторовосцилляторов

Рассмотрим систему состоящую из N тождественных

несвязанных классических одномерных гармонических

осцилляторов.  Гамильтониан системы есть

HHHH((((ppppiiii,,,, qqqqiiii)))) ====
pppp2222iiii
2222mmmm

++++
mmmmωωωω2222qqqq2222iiii

2222
,,,, iiii ==== 1111,,,, 2222 .... .... .... NNNN

ZZZZ1111 ====
1111

hhhh
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∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞
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((((
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))))]]]]
ddddppppddddqqqq ====

1111

hhhh
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2222ππππmmmm

ββββ
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2222ππππ

ββββmmmmωωωω2222
====

1111

����ββββωωωω

∞∞∞∞∫∫∫∫

−−−−∞∞∞∞
eeee−−−−xxxx2222ddddxxxx ====

√√√√
ππππ

ββββ ==== 1111////kkkkBBBBTTTT ;;;; ���� ==== hhhh////2222ππππ

Функция распределения системы N тождествен-
ных гармонических осцилляторов есть Z ZN

N N= = −
1 ( )β ωh

Гауссов интеграл:

В этом случае свободная энергия вычисляется как

FFFF ==== −−−−kkkkBBBBTTTT llllnnnnZZZZNNNN ==== NNNNkkkkBBBBTTTT llllnnnn

((((
����ωωωω

kkkkBBBBTTTT

))))
====
NNNN

ββββ
llllnnnn((((ββββ����ωωωω))))
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
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ЗнаниеЗнание свободнойсвободной энергииэнергии позволяетпозволяет определитьопределить всевсе остальныеостальные термодинамитермодинами--
ческиеческие характеристикихарактеристики системысистемы классическихклассических осцилляторовосцилляторов ::

FFFF ==== NNNNkkkkBBBBTTTT llllnnnn

((((
����ωωωω

kkkkBBBBTTTT

))))

SSSS ==== NNNNkkkkBBBB

[[[[
llllnnnn

((((
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++++ 1111

]]]]
µµµµ ==== kkkkBBBB llllnnnn

((((
����ωωωω

kkkkBBBBTTTT

))))
энтропия давление химический потенциал

Энергия: EEEE ==== −−−−kkkkBBBBTTTT 2222
∂∂∂∂

∂∂∂∂TTTT

((((
FFFF

kkkkBBBBTTTT

))))
==== −−−−kkkkBBBBTTTT 2222
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∂∂∂∂TTTT
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NNNN llllnnnn

((((
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kkkkBBBBTTTT

]]]]
==== NNNNkkkkBBBBTTTT

Теплоемкость при постоянном объеме: CCCCVVVV ====
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VVVV

==== NNNNkkkkBBBB

Теплоемкость при постоянном давлении:
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PPPP
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∂∂∂∂TTTT
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PPPP====0000

==== NNNNkkkkBBBB



Рассмотрим систему состоящую из N тождественных

несвязанных квантовомеханических одномерных

гармонических осцилляторов. Собственные значения
оператора Гамильтона определяют дискретный

энергетический спектр

Функция распределения одиночного квантовомеханического осциллятора

Функция распределения системы N тождественных осцилляторов

СистемаСистема квантовыхквантовых осцилляторовосцилляторов

εεεεnnnn ==== ((((nnnn++++ 1111
2222
))))����ωωωω,,,, nnnn ==== 0000,,,, 1111,,,, 2222 .... .... ....

ZZZZNNNN ((((ββββ)))) ==== [[[[ZZZZ1111((((ββββ))))]]]]
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eeee−−−−ββββ((((nnnn++++1111////2222))))����ωωωω ==== eeee−−−−ββββ����ωωωω////2222
∞∞∞∞∑∑∑∑

nnnn====0000

(((( eeee−−−−ββββ����ωωωω))))nnnn ====
eeee−−−−ββββ����ωωωω////2222
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2222
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)))) классический предел: ����→→→→ 0000

eeeeββββ����ωωωω////2222 ∼∼∼∼ 1111 ++++ ββββ����ωωωω////2222 ++++ .... .... ....



Свободная энергия системы N тождественных квантовых осцилляторов

СвободнаяСвободная энергияэнергия системысистемы квантовыхквантовых осцилляторовосцилляторов

Энтропия
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ПлотностьПлотность состоянийсостояний

Плотность состояний можно определить как производную по

энергии от числа состояний G(εεεε) в единичном объеме с энергией

меньше чем εεεε:
( ) ( )

ε
εε

d

dG
g ≡

Число состояний в единичном объеме в интервале энергий [εεεε; εεεε+d εεεε] :

Вероятность того, что одно из этих состояний занято: ( )βε−exp
1

Z
Вероятность того, что частица имеет энергию в

интервале между εεεε и εεεε+d εεεε : ( ) ( ) ( )1
expP d g d

Z
ε ε ε βε ε= −

( )∫
∞

=
0

1εε dPТак как функция распределения имеет вид ( ) ( )
0

expZ g dε βε ε
∞

= −∫

Замечание: если рассматривается диапазон спектра энергии включающий много

уровней (например, если kBT >> ∆E ) или же если рассматривается непрерывный
спектр, то следует перейти от суммы по уровням к интегралу по энергии. При этом
степень вырождения g i заменяется на плотность состояний g(εεεε) – число состояний

на единичный интервал энергии:

gggggggg((((((((εεεεεεεε))))))))ddddddddεεεεεεεε



ПлотностьПлотность состоянийсостояний свободнойсвободной частицычастицы вв 1D1D

Напомним: энергетический спектр одномерной свободной частицы непрерывен:
E = p2/2m. Однако, если система помещена в ящик конечных макроскопических

размеров L , спектр становится дискретным из-за наложенных граничных условий

при x=0, x=L , уровни энергии разделены интервалом ∆∆∆∆E ~ 1/L2 и ∆∆∆∆E→→→→0 при L →→→→∞∞∞∞

Импульс частицы в каждом состоянии

дискретен:

энергетический спектр дискретен:
( )

2

22222

222 mL

n

m

k

m

p
E n

n

πhh ===

1E
2E
3E

4E

L x

ε
Для квантовой частицы в одномерном ящике стационарные

решения уравнения Шредингера с точностью до нормировки

представляют собой гармонические функции ψ ~ sin(kx). Условие

ψ(L) = 0 дает kL = ππππn или

L

n
kpn

πh
h ==

волновое

число L

n
k

π
λ
π == 2

k

L
k

π=∆

Замечание: В “k-пространстве” уровни эквидистантны, в “E-пространстве” ∆∆∆∆E ~ 1/L2. 



полное число состояний с волновым числом меньшим k: ( ) ( ) ππ
kL

L

k
kN ==

/

(G(k)  - число состояний)
εmk 2

1

h
=

( ) 2L m
G

εε
π

=
h

( ) ( ) ( )1 2 1

2
D dG L s m

g
d

ε
ε

ε π ε
+

≡ =
h

Мы учитываем добавочное

спиновое вырождение

состояний (2s+1)

g(εεεε)

εεεε

1D

( ) kL
G k

π
⇒ =

ПлотностьПлотность состоянийсостояний свободнойсвободной частицычастицы вв 1D1D



ПлотностьПлотность состоянийсостояний свободнойсвободной частицычастицы вв 2D 2D ии вв 3D3D

2D

kx

ky Рассмотрим квантовую частицу в 2D ящике

k

Число состояний

внутри ¼ круга

радиуса kxL

π

3D

ky

kx

kz

Плотность состояний

в 2D не зависит от εεεε

( ) ( ) 3/ 2
3 1/ 2

2 2

2 1 2

4
D V s m

g ε ε
π

+  =  
 h

g(εεεε)

εεεε

2D

В случае 3D электронного газа (2s+1=2): ( )
3/ 2

3 1/ 2
2 2

2

2
D V m

g ε ε
π

 =  
 h

g(εεεε)

εεεε

3D

kx =
πnx
Lx

, ky =
πny
Ly

, k =
√
k2x + k2y
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ФФункцияункция распределенияраспределения свободнойсвободной частицычастицы вв 3D3D

Среднюю энергию частицы можно вычислить используя интегрирование по частям:
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Функция распределения одной частицы (спин произволен):

(принцип равнораспределения энергии)

Функция распределения бесспиновой частицы: ( ) εβεε
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( ) ( ) ( ) ( )
1 2
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Z E s E s E s E s Z Zβ β β β⇒ = − × − = − × − = ×              ∑ ∑∑

ФФункцияункция распределенияраспределения различимыхразличимых частицчастиц

Рассмотрим 2 невзаимодействующие частицы, Etotal =E1+E2 :

( ) ( )( )[ ]∑ +−=
s

total sEsEZ 21exp β

Ntotal ZZZZ ×××= ......21

Ntotal Ω××Ω×Ω=Ω ...21Для микроканонического ансамбля:

Канонический ансамбль?
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Функция распределения

одной частицы:

Различимые состояния 2-х частичной системы: (0,0), (ε,ε), (ε,0), (0,ε)     -
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Пример: 2 невзаимодействующих различимых частицы в 2 состояниях: 0 и εεεε:

сумма по состояниям составной системы

Функция распределения невзаимодействующих различимых частиц

( ) Ω= ln,, BkNVES ( ) ZTkNVTF B ln,, −=Напомним:

Рассмотрим систему состоящую из N невзаимодействующих частиц (идеальный газ).

Частицы различимы



ФФункцияункция распределенияраспределения неразличимыхнеразличимых частицчастиц

Замечание: Для квантовых неразличимых частиц, имеется 3 микросостояния
для бозонов [(0,0), (0,ε), (ε,ε)] и одно микросостояние для фермионов [(0,ε)]

Если частицы неразличимы то уравнение неверноNtotal ZZZZ ×××= ......21

Рассмотрим состояния (ε,0) и (0,ε) системы
классических неразличимых частиц:
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Исключение: микросостояния в которых частицы находятся в одном и том же состоянии –
плотность мала и объем фазового пространства факторизуется на произведение объемов

координатного и импульсного пространств (случай идеального газа).
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УравнениеУравнение состояниясостояния идеальногоидеального газагаза

Найти множественность идеального газа ΩΩΩΩ (E,V,N,...)

Вычислить энтропию S (E,V,N,...) = kB ln ΩΩΩΩ (E,V,N,...)

Вычислить температуру

Определить энергию E = f (T,V,N,...)

ЗадачаЗадача:: вывести уравнение состояния идеального газа из принципов
статистической механики. Для этого необходимо:

Альтернативный вариант: Воспользоваться функцией распределения.   
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ТермодинамикаТермодинамика идеальногоидеального одноатомногоодноатомного газагаза

Функция распределения

идеального одноатомного газа:
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-- энергетическоеэнергетическое ууравнениеравнение

состояниясостояния идеальногоидеального газагаза

- ууравнениеравнение состояниясостояния идеальногоидеального газагаза

- формулаформула СакураСакура--ТетродеТетроде

TNkTSFE B2

3=+=

NNNN −≈ ln!ln (Формула Стирлинга)

Свободная энергия идеального газа:

проверка:
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ЭнтропияЭнтропия идеальногоидеального одноатомногоодноатомного газагаза

((классическаяклассическая ии квантоваяквантовая формулыформулы))

В классической термодинамике

Для идеального газа EEEEEEEE ======== 33333333
22222222NNNNNNNNkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT ;;;;;;;; PPPPPPPP VVVVVVVV ======== NNNNNNNNkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

TTTTTTTT ddddddddSSSSSSSS ======== ddddddddEEEEEEEE ++++++++ PPPPPPPP ddddddddVVVVVVVV

ddddSSSS ==== 3333
2222
NNNNkkkkBBBB

ddddEEEE
EEEE

++++NNNNkkkkBBBB
ddddVVVV
VVVV

ККвантоваявантовая формулформулаа СакураСакура--ТетродеТетроде сс учетомучетом

длядля одногоодного молямоля идеальногоидеального газагаза даетдает: : 
llllllllnnnnnnnn PPPPPPPP−−−−−−−−11111111 ======== llllllllnnnnnnnn VVVVVVVV −−−−−−−− llllllllnnnnnnnnRRRRRRRR −−−−−−−− llllllllnnnnnnnn TTTTTTTT

TTTTTTTT11111111 ======== 00000000,,,,,,,, VVVVVVVV11111111 ======== 00000000
∆∆∆∆∆∆∆∆SSSSSSSS ======== 33333333

22222222RRRRRRRR llllllllnnnnnnnn TTTTTTTT22222222
TTTTTTTT11111111

++++++++RRRRRRRR llllllllnnnnnnnn VVVVVVVV22222222
VVVVVVVV11111111 SSSS ==== 3333

2222
RRRR llllnnnnTTTT ++++RRRR llllnnnnVVVV

SSSSSSSS ======== 33333333
22222222RRRRRRRR llllllllnnnnnnnn TTTTTTTT ++++++++ RRRRRRRR llllllllnnnnnnnn VVVVVVVV ++++++++ 33333333

22222222RRRRRRRR llllllllnnnnnnnnmmmmmmmm ++++++++ 1111111188888888,,,,,,,, 66666666RRRRRRRR



ТеоремаТеорема оо равнораспределенииравнораспределении ((непрерывныйнепрерывный спектрспектр))
Напомним: Теорема о равнораспределении кинетической энергии по степеням
свободы: На каждую независимую квадратичную степень свободы приходится
средняя тепловая энергия ½½ kTkT

Рассмотрим одномерную систему с единственной степенью

свободы: E(q)= ωq2. «Координата» q является непрерывной

переменной, но удобно ее дискретезировать: q→∆q
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Средняя энергия:

Замечание: Результат справедлив в высокотемпературном пределе

когда расстояние между уровнями много ∆E << kBT. 

q

∆∆∆∆q

E(q)

Функция распределения системы:
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ТеоремаТеорема оо равнораспределенииравнораспределении: : квантовыйквантовый осцилляторосциллятор

для квантового осциллятора - уровни эквидистантны

Функция распределения системы:

( ) ( ) ...2expexp1 +−+−+ ωβωβ hh( )[ ]ωβωβ
hh −−−−= exp1ln

2
ln Z

Средняя энергия

квантового осциллятора:

ВысокотемпературныйВысокотемпературный пределпредел::

НизкотемпературныйНизкотемпературный пределпредел::

Основное состояние

наиболее заселено

�

�

Нарушено предположение о непрерывности спектра

�?

Напомним: для
классического осциллятора
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РаспределениеРаспределение МаксвеллаМаксвелла попо скоростямскоростям длядля идеальногидеальногоо газагаза

Найдем распределение частиц по скоростям: εεεε = mv2/2

Вероятность того, что молекула имеет

энергию в интервале от εεεε до εεεε+dεεεε :
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Вероятность того, частица имеет скорость в интервале от v до v+dv , вне

зависимости от ее направления, та же что и вероятность найти ее в интервале

энергий от εεεε до εεεε+dεεεε , где dεεεε = mvdv : ( ) ( ) ( )mvdvPdPdvvP εεε ==
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Распределение

Максвелла

Замечание: Результат не зависит от постоянной Планка – формула классическая!
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РаспределениеРаспределение МаксвеллаМаксвелла попо скоростямскоростям
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Структура этого выражения понятна: Больцмановская
экспонента умножается на число состояний в интервале

от v до v+dv. Константа может быть найдена из условия

нормировки:
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Распределение по энергии, N –полное число частиц

Распределение по скоростям

Распределение по компонентам скоростей (vx )

P(vx)

vx

vv

P(v)
низкая температура

средняя температура

высокая

температура
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� Динамика каждой молекулы идеального газа характеризуется 6 парамет-
рами:  координатами (x, y, z) и компонентами скорости (vx, vy, vz)
задающими 6-мерное фазовое пространство

� Энергия идеального газа не зависит от позиции молекул, т.е. она может
зависеть только от скоростей.

� Функция распределения определяет вероятность того, что частица
имеет скорость в интервале от до

� Основное предположение: вероятность того, что какая-то компонента
скорости молекулы находится в интервале от до не зависит от

распределения вероятностей других компонент:

РаспределениеРаспределение МаксвеллаМаксвелла попо скоростямскоростям (1860)(1860)

PPPPPPPP ((((((((00000000vvvvvvvv))))))))

00000000vvvvvvvv 00000000vvvvvvvv ++++++++ dddddddd00000000vvvvvvvv

vvvvvvvviiiiiiii vvvvvvvviiiiiiii ++++++++ ddddddddvvvvvvvviiiiiiii

PPPPPPPP ((((((((vvvvvvvvxxxxxxxx ,,,,,,,, vvvvvvvvyyyyyyyy ,,,,,,,, vvvvvvvvzzzzzzzz )))))))) ======== PPPPPPPP ((((((((vvvvvvvvxxxxxxxx))))))))PPPPPPPP ((((((((vvvvvvvvyyyyyyyy ))))))))PPPPPPPP ((((((((vvvvvvvvzzzzzzzz ))))))))

PPPP ((((vvvvxxxx)))) ====

((((
mmmm

2222ππππkkkkBBBBTTTT

))))1111////2222
eeeexxxxpppp

((((
mmmmvvvv2222xxxx
2222kkkkBBBBTTTT

))))
ddddvvvvxxxx;;;; PPPP ((((vvvvyyyy)))) ====

((((
mmmm

2222ππππkkkkBBBBTTTT

))))1111////2222
eeeexxxxpppp

((((
mmmmvvvv2222yyyy
2222kkkkBBBBTTTT

))))

ddddvvvvyyyy;;;;

PPPP ((((vvvvzzzz)))) ====

((((
mmmm

2222ππππkkkkBBBBTTTT

))))1111////2222
eeeexxxxpppp

((((
mmmmvvvv2222zzzz
2222kkkkBBBBTTTT

))))
ddddvvvvzzzz

�Замечание: Результат более строго обоснован Больцманом в 1896
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Поскольку распределение Максвелла не

симметрично по v, cредняя квадратичная скорость

отличается от наиболее вероятной скорости

ХарактерныеХарактерные скоростискорости молекулмолекул

P(v)

v

Средняя квадратичная скорость:
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ХарактерныеХарактерные скоростискорости молекулмолекул

Наиболее вероятная скорость:
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Средняя скорость:
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Еще один полезный интеграл:

∞∞∞∞∫∫∫∫
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33333333 ======== 11111111 :::::::: 11111111........1111111133333333 :::::::: 11111111........2222222222222222

Замечание: 〈〈〈〈vvvvxxxx〉〉〉〉 ====
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ВычислениеВычисление скоростейскоростей молекулмолекул

Рассмотрим смесь водорода и гелия при комнатной температуре T=300 K. 
Определить скорость молекул, при которой распределения Максвелла этих

газов идентичны.
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� Распределение Максвелла - Больцмана определяет число молекул
идеального газа в равновесном состоянии, у которых пространственные
координаты находятся в интервале от до и скорости находятся

в интервале от до :

�� ЗдесьЗдесь -- суммасумма кинетическойкинетической ии потенциальнойпотенциальной энергииэнергии

молекулымолекулы ии -- плотностьплотность числачисла частицчастиц припри

� Кинетическая энергия молекулы не зависит от ее координат и распре-
деление молекул по координатам в элементе пространственного

объема определяется как

� Распределение по импульсам в элементе фазового объема:

РаспределениеРаспределение МаксвеллаМаксвелла -- БольцманаБольцмана

00000000rrrrrrrr 00000000rrrrrrrr ++++++++ dddddddd00000000rrrrrrrr

00000000vvvvvvvv 00000000vvvvvvvv ++++++++ dddddddd00000000vvvvvvvv

ddddddddNNNNNNNN ======== nnnnnnnn00000000
((((((((

mmmmmmmm
22222222ππππππππkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))33333333////////22222222
eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
−−−−−−−− εεεεεεεε

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))
dddddddd00000000rrrrrrrrdddddddd00000000vvvvvvvv

εεεεεεεε ======== εεεεεεεεkkkkkkkk ++++++++ εεεεεεεεpppppppp
nnnnnnnn00000000 εεεεεεεεpppppppp ======== 00000000

ddddNNNN))))pppp ====
NNNN

VVVV

1111

((((2222ππππmmmmkkkkBBBBTTTT ))))3333////2222
eeeexxxxpppp

((((
−−−− 0000pppp2222

2222mmmmkkkkBBBBTTTT

))))
dddd0000pppp;;;; dddd0000pppp ==== ddddppppxxxxddddppppyyyyddddppppzzzz

ddddddddNNNNNNNN))))))))rrrrrrrr ======== nnnnnnnn00000000 eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
−−−−−−−− εεεεεεεεpppppppp
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))
dddddddd00000000rrrrrrrr;;;;;;;; dddddddd00000000rrrrrrrr ======== ddddddddxxxxxxxxddddddddyyyyyyyyddddddddzzzzzzzz ≡≡≡≡≡≡≡≡ ddddddddVVVVVVVV
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ЗадачаЗадача:: обобщить этот результат для систем обменивающихся с резервуаром

как энергией так и частицами и находящихся с ним в равновесии

Распределение Больцмана: 

БольшойБольшой каноническийканонический ансамбльансамбль

Напомним: каноническим ансамблем называется набор большого числа

копий рассматриваемой системы в тепловом равновесии со средой

и характеризуемых постоянным числом частиц NN и объемом VV

Резервуар RR
E0, N0 T,µ

εεεε,N
ss( ) ( )i

B

i
i ZTkZ

P βεεε −=







−= exp

1
exp

1

Определение: большим каноническим ансамблем называется набор

большого числа копий рассматриваемой системы находящихся в

равновесии с резервуаром и обменивающимися с ним энергией и

частицами при постоянном химическом потенциале µµ , объеме VV и

температуре TT

Замечание: µµµµ((((TTTT,,,, VVVV,,,, 〈〈〈〈NNNN 〉〉〉〉)))) ==== [[[[〈〈〈〈nnnn〉〉〉〉 ==== 1111
VVVV
〈〈〈〈NNNN〉〉〉〉]]]] ==== µµµµ((((TTTT,,,, 〈〈〈〈nnnn〉〉〉〉))))



ММножительножитель ГиббсаГиббса

Рассмотрим два микросостояния αααα1 и αααα2 системы

характеризуемой энергетическим спектром и

числом заполнения каждого уровня

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]121212

1 αµαµαααα SSSSRR NNEE
T

SS +−−−=−

( )
( )

( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )[ ]{ }TkEN

TkEN

P

P

BSS

BSS

/exp

/exp

11

22

1

2

ααµ
ααµ

α
α

−
−= множитель

Гиббса

( ) ( )






 −

Tk

EN

B

ααµ
exp

∑=
i

iiS nE ε∑=
i

iS nN

Резервуар RR
E0, N0 T,µ

εεεεεεεε22

εεεεεεεε11 ss
Полный статистический вес

ΩΩΩΩ((((ααααiiii)))) ==== ΩΩΩΩssss((((ααααiiii))))ΩΩΩΩRRRR((((ααααiiii)))) ==== 1111 ···· ΩΩΩΩRRRR((((ααααiiii)))) ==== ΩΩΩΩRRRR((((ααααiiii))))

Отношение вероятности того, что система находится в квантовом состоянии αααα2
к вероятности того, что система находится в состоянии αααα1 есть: 

PPPP ((((αααα2222))))

PPPP ((((αααα1111))))
====

ΩΩΩΩRRRR((((αααα2222))))

ΩΩΩΩRRRR((((αααα1111))))
====

eeeexxxxpppp[[[[SSSSRRRR((((αααα2222))))////kkkkBBBB ]]]]

eeeexxxxpppp[[[[SSSSRRRR((((αααα1111))))////kkkkBBBB ]]]]
==== eeeexxxxpppp

[[[[
SSSSRRRR((((αααα2222)))) −−−− SSSSRRRR((((αααα1111))))

kkkkBBBB

]]]]

Воспользуемся термодинамическим тождеством для резервуара

и учтем что ∆ER= -∆Es   и ∆NR= -∆Ns :

TTTTddddSSSSRRRR ==== ddddEEEERRRR ++++ PPPPddddVVVV −−−− µµµµddddNNNNRRRR



ББольшольшоеое каноническканоническоеое распределениераспределение ГиббсаГиббса

С учетом нормировки, 
эта вероятность есть: ( ) ( ) ( )







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Tk
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1

( ) ( )
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EN
Z

B

expƵ - функция большого канонического распре-
деления (большая статистическая сумма):

Множитель Гиббса пропорционален

вероятности того, что система в состоянии
αααα содержит NN частиц и имеет энергию E

( ) ( )






 −

Tk

EN

B

ααµ
exp

Индекс суммирования αααα включает как сумму по числу частиц NN,, так и

сумму по всем микросостояниям системы с данным числом частиц (числам
заполнения) 

• Энергия макросостояния определена как среднее по всем микросостояниям

большого канонического ансамбля: E= <E(αααα)>

• Число частиц NN определено как среднее по числу частиц во всех

микросостояниях n = 0,1,2… то есть N= <n(αααα) >



ОтОт одночастичныходночастичных состоянийсостояний кк числамчислам заполнениязаполнения

Канонический ансамбль: Энергия

рассматриваемой системы флуктуирует

но обмен частицами с резервуаром

запрещен. Ситуация характерна для

классического газа при высокой

температуре, nn ii<<N<<N

εεεε1

εεεε 2

εεεε 3

εεεε 4

СиствмыСиствмы сс фиксированнымфиксированным числомчислом

частицчастиц вв контактеконтакте сс резервуаромрезервуаром,,
числачисла заполнениязаполнения nn ii << N<< N

СиствмыСиствмы которыекоторые могутмогут обмениваобменива--
тьсяться энергиейэнергией ии частицамичастицами сс резервуарезервуа--
ромром,, числачисла заполнениязаполнения nn ii произвольныпроизвольны

Большой канонический ансамбль: Если

числа заполнения велики, то удобнее

рассматривать как подсистему в

равновесии с резервуаром не отдельную

частицу, а один из квантовых уровней со

всеми частицами, которые могут его

заполнить. Каждый уровень обменивается

с резервуаром независимо от других.
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Рассмотрим систему невзаимодействующих тождественных

частиц при температуре T. Энергия частицы в состоянии i (на i-ом

уровне) равна εεεεI и число заполнения этого уровня равно n i .

( ) ∑=+++=
i

iinnnnE εεεεα ...332211
Энергия системы

в состоянии αααα

( ) ∑=
i

inN α�

Большая статистическая сумма:

Сумма берется по всем возможным

числам заполнения для каждого

уровня и по всем уровням.  

ОтОт одночастичныходночастичных состоянийсостояний кк числамчислам заполнениязаполнения

Число частиц в состоянии αααα →→→→ {n1, n2, n3,...}

ZZZZZZZZ−−−−−−−− ========
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eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp
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−−−−−−−−nnnnnnnniiiiiiii((((((((εεεεεεεεiiiiiiii −−−−−−−− µµµµµµµµ))))))))

kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))



СвободнаяСвободная энергияэнергия ЛандауЛандау

((большойбольшой каноническийканонический потенциалпотенциал))
Напомним: для канонического ансамбля свободная энергия связана со статсуммой как

F = -kBT ln Z ; свободная энергия F получена из внутренней энергии преобразованием

Лежандра E →→ E -TS

Для большого канонического ансамбля по аналогии определим большойбольшой каноническийканонический

потенциалпотенциал (большая свободная энергия ,Ω-потенциал,  свободная энергия
Ландау…) - термодинамический потенциал с естественными переменными T,V, µ

( ), , lnBT V k T ZµΦ ≡ − ΦΦΦΦ ==== FFFF −−−− µµµµNNNN ≡≡≡≡ EEEE −−−− TTTTSSSS −−−− µµµµNNNN
Замечание: большой канонический потенциал получен преобразованием Лежандра

из свободной энергии F, он связан с переходом от переменной N к переменной µ;
При постоянных T, V, µ, термодинамическая система находится в равновесии с
резервуаром если потенциал Ф минимален.

ddddΦΦΦΦ ==== ddddFFFF −−−− µµµµddddNNNN −−−−NNNNddddµµµµ ==== −−−−SSSSddddTTTT −−−− PPPPddddVVVV −−−−NNNNddddµµµµ
((((
∂∂∂∂ΦΦΦΦ

∂∂∂∂TTTT

))))

µµµµ,,,,VVVV

==== −−−−SSSS;;;;
((((
∂∂∂∂ΦΦΦΦ

∂∂∂∂VVVV

))))

µµµµ,,,,TTTT

==== −−−−PPPP ;;;;
((((
∂∂∂∂ΦΦΦΦ

∂∂∂∂µµµµ

))))

TTTT,,,,VVVV

==== −−−−NNNN

ddddΦΦΦΦ ====

((((
∂∂∂∂ΦΦΦΦ

∂∂∂∂TTTT

))))

VVVV,,,,µµµµ

ddddTTTT ++++

((((
∂∂∂∂ΦΦΦΦ

∂∂∂∂VVVV

))))

µµµµ,,,,TTTT

ddddVVVV ++++

((((
∂∂∂∂ΦΦΦΦ

∂∂∂∂µµµµ

))))

TTTT,,,,VVVV

ddddµµµµ

PVSTNE −+= µ PV− =Φ
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Большая

свободная

энергия

Давление

Число

частиц

Энтропия

Внутренняя

энергия

ПодводяПодводя итогиитоги:: термодинамическиетермодинамические характеристикихарактеристики

большогобольшого каноническогоканонического ансамбляансамбля

〈〈〈〈EEEE〉〉〉〉 ==== kkkkBBBBTTTT 2222
((((
∂∂∂∂ llllnnnnZZZZ−−−−
∂∂∂∂TTTT

))))

VVVV,,,,µµµµ

〈〈〈〈〈〈〈〈SSSSSSSS〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== kkkkkkkkBBBBBBBB llllllllnnnnnnnn ZZZZZZZZ−−−−−−−− ++++++++ kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂ llllllllnnnnnnnn ZZZZZZZZ−−−−−−−−
∂∂∂∂∂∂∂∂TTTTTTTT

))))))))

VVVVVVVV,,,,,,,,µµµµµµµµ

PPPPPPPP ======== kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂ llllllllnnnnnnnn ZZZZZZZZ−−−−−−−−
∂∂∂∂∂∂∂∂VVVVVVVV

))))))))

TTTTTTTT,,,,,,,,µµµµµµµµ

ΦΦΦΦΦΦΦΦ ======== FFFFFFFF −−−−−−−− µµµµµµµµNNNNNNNN ======== −−−−−−−−PPPPPPPP VVVVVVVV ======== −−−−−−−−kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT llllllllnnnnnnnn ZZZZZZZZ−−−−−−−−

〈〈〈〈〈〈〈〈NNNNNNNN 〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂ llllllllnnnnnnnn ZZZZZZZZ−−−−−−−−
∂∂∂∂∂∂∂∂µµµµµµµµ

))))))))

TTTTTTTT,,,,,,,,VVVVVVVV



РаспределениеРаспределение БольцманаБольцмана ии химическийхимический потенциалпотенциал

В случае невзаимодействующих частиц их среднее число в данном

состоянии определяется распределением Больцмана:

ZZZZZZZZ ========
VVVVVVVV NNNNNNNN ggggggggNNNNNNNN

NNNNNNNN !!!!!!!!

((((((((
mmmmmmmmkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

22222222ππππππππ��������22222222

))))))))33333333NNNNNNNN////////22222222Напомним: Статсумма одноатомного идеального
газа (с учетом вырождения по спину gg) :

Свободная энергия

Химический потенциал

FFFFFFFF ======== −−−−−−−−kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT llllllllnnnnnnnn ZZZZZZZZ ======== −−−−−−−−NNNNNNNNKKKKKKKKBBBBBBBBTTTTTTTT llllllllnnnnnnnn

[[[[[[[[
VVVVVVVV gggggggg

NNNNNNNN

((((((((
mmmmmmmmkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

22222222ππππππππ��������22222222

))))))))33333333////////22222222
++++++++ 11111111

]]]]]]]]

µµµµµµµµ ========

((((((((
∂∂∂∂∂∂∂∂FFFFFFFF

∂∂∂∂∂∂∂∂NNNNNNNN

))))))))

TTTTTTTT,,,,,,,,VVVVVVVV

======== −−−−−−−−kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT llllllllnnnnnnnn

[[[[[[[[
VVVVVVVV gggggggg

NNNNNNNN

((((((((
mmmmmmmmkkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

22222222ππππππππ��������22222222

))))))))33333333////////22222222]]]]]]]]

========
11111111

ββββββββ
llllllllnnnnnnnn
NNNNNNNN

ZZZZZZZZ11111111
========⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ NNNNNNNN

ZZZZZZZZ11111111
======== eeeeeeeeββββββββµµµµµµµµ

Среднее число частиц в данном состоянии с энергией εi:

〈〈〈〈〈〈〈〈nnnnnnnniiiiiiii((((((((εεεεεεεε))))))))〉〉〉〉〉〉〉〉 ======== NNNNNNNNPPPPPPPP ((((((((εεεεεεεεiiiiiiii)))))))) ========
NNNNNNNN
ZZZZZZZZ11111111
eeeeeeee−−−−−−−−ββββββββεεεεεεεεiiiiiiii ======== eeeeeeeeββββββββµµµµµµµµeeeeeeee−−−−−−−−ββββββββεεεεεεεεiiiiiiii ======== eeeeeeeeββββββββ((((((((µµµµµµµµ−−−−−−−−εεεεεεεεiiiiiiii ))))))))

В случае большого канонического распределения вероятность найти частицу в одном из

микросостояний определяется множителем Гиббса: 

PPPPPPPP{{{{{{{{nnnnnnnniiiiiiii}}}}}}}}========
11111111

ZZZZZZZZ−−−−−−−− eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
nnnnnnnniiiiiiii((((((((µµµµµµµµ −−−−−−−− εεεεεεεεiiiiiiii))))))))
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))
;;;;;;;; ZZZZZZZZ−−−−−−−− ========

∑∑∑∑∑∑∑∑

{{{{{{{{nnnnnnnniiiiiiii}}}}}}}}
eeeeeeeexxxxxxxxpppppppp

((((((((
nnnnnnnniiiiiiii((((((((µµµµµµµµ −−−−−−−− εεεεεεεεiiiiiiii))))))))
kkkkkkkkBBBBBBBBTTTTTTTT

))))))))
;;;;;;;;

∑∑∑∑∑∑∑∑

{{{{{{{{nnnnnnnniiiiiiii}}}}}}}}
PPPPPPPP{{{{{{{{nnnnnnnniiiiiiii}}}}}}}} ======== 11111111


