
ВзаимодействующиеВзаимодействующие поляполя: : скалярнаяскалярная электродинамикаэлектродинамика

LA = −1

4
FµνF

µν Lφ = (∂µφ)∗(∂µφ)−m2φ∗φ

Локальная U(1) инвариантность Глобальная U(1) инвариантность

КонцепцияКонцепция калибровочнойкалибровочной инвариантностиинвариантности: : перейтиперейти отот обычнойобычной

производнойпроизводной скалярногоскалярного поляполя кк ковариантнойковариантной производнойпроизводной∂∂µµφφ

КалибровочноКалибровочно--инвариантныйинвариантный лагранжианлагранжиан::

L = −1

4
FµνF

µν + (Dµφ)∗(Dµφ)−m2φ∗φ

Уравнения поля:
DµD

νφ+m2φ = 0

Aµ(x) → Aµ(x) +
1

e
∂µα(x) φφ((xx)) →→ eeiieeααφφ((xx)),, φφ∗∗((xx)) →→ ee−−iieeααφφ∗∗((xx))

Dµφ ≡ ∂µφ− ieAµφ→ eieα(x)Dµφ

∂µFµν = ejν , jν = −i[φ∗Dνφ− (Dνφ)∗φ]

ЗадачаЗадача:: проверить, что ток сохраняетсяjµ



ЗадачаЗадача:: показать, что [[DDµµ,, DDνν ]]φφ ≡≡ ((DDµµDDνν −− DDννDDµµ))φφ == iieeFFµµννφφ

СохраняющийсяСохраняющийся нетеровскийнетеровский зарядзаряд::

Q =

�
d3x j0 = i

�
d3x {(∂0φ∗)φ− φ∗(∂0φ) + 2ieA0φ

∗φ}

ДействиеДействие скалярнойскалярной электродинамикиэлектродинамики вв калибровкекалибровке ЛоренцаЛоренца ((ЕвклидЕвклид))::

Lint

СвободныйСвободный производящийпроизводящий функционалфункционал ::

Ne
�
d4xd4x′J∗s (x

′)G(x−x′)Js(x)+ 1
2
Jemµ Gµν(x−x′)Jemν = NeJ

∗

s ⋆G⋆Js+J
em
µ ⋆Gµν⋆J

em
ν

Флуктуации полей над вакуумом:

Уравнения поля (калибровка Феймана):
�
−∂2µ +m2

�
φ(x) = Js(x); �Aµ(x) = Jemµ (x)

φφ == φφ((00)) ++ δδϕϕ ,, AAµµ == AA((00))µµ ++ δδaaµµ φφ((00)) == AA((00))µµ == ccoonnsstt

Z0[J
∗
s , Js, J

em
µ ] =

�
DADφ∗Dφe−S[A,φ∗,φ]+J∗s φ+φ∗Js+Jemµ Aµ =

++

��
dd44xx

��
iieeAAµµ((φφ∗∗((∂∂µµφφ)) −− ((∂∂µµφφ

∗∗))φφ)) ++ ee22AA22µµ||φφ||22
��

S[A,φ, φ∗] =

�
d4x

1

2

�
Aµ
�
δµν�+

�
1

α
− 1

	
∂µ∂ν



Aν + φ∗(�+m2)φ

�



Метод: пертурбативноепертурбативное разложениеразложение попо калибровочнойкалибровочной константеконстанте связисвязи ee:

ПолныйПолный производящийпроизводящий функционалфункционал ::

exp

��
d4x ieAµ [(φ∗(∂µφ)− (∂µφ

∗)φ)]

�
× exp

�
−e2A2µ|φ|2

�
=

� ∞�

n=0

(ie)n

n!

�
d4x1 . . . d

4xn Aµ(x1)[φ
∗(x1)(∂µφ(x1))− (∂µφ

∗(x1))φ(x1)] . . .

. . . Aµ(xn)[φ∗(xn)(∂µφ(xn))− (∂µφ
∗(xn))φ(xn)]

	

×
 ∞�

n=0

e2n

n!

�
d4x1 . . . d

4xn A
2
µ(x1)φ

∗(x1)φ(x1) . . . A
2
µ(xn)φ∗(xn)φ(xn)

�

≈

≈
�

1 + ie

�
d4x {Aµ(x)[φ∗(x)(∂µφ(x))− (∂µφ

∗(x))φ(x)] + . . .}
	�

1 + e2
�
d4x A2µ(x)|φ(x)|2 + . . .

	

ЗамечаниеЗамечание: : вв первомпервом порядкапорядка попо ee::

ZZ[[JJ
∗∗
ss ,, JJss ,, JJ

eemm
µµ ]] ==

��
DDAADDφφ∗∗DDφφ ZZ00 ee−−

��
dd44xx{{iieeAAµµ((φφ∗∗((∂∂µµφφ))−−((∂∂µµφφ∗∗))φφ))++ee22AA22µµ||φφ||22}}

ee−−
��
dd44xx{{iieeAAµµ((φφ∗∗((∂∂µµφφ))−−((∂∂µµφφ∗∗ ))φφ))++ee22AA22µµ ||φφ||22}} ≈≈ 11++iiee

��
dd44xx {{AAµµ((xx))[[φφ∗∗((xx))((∂∂µµφφ((xx))))−−((∂∂µµφφ

∗∗((xx))))φφ((xx))]]++.. .. ..}}



ПреобразованиеПреобразование ФурьеФурье: : 

ie

�
d4x {Aµ(x)[φ∗(x)(∂µφ(x))−(∂µφ

∗(x))φ(x)] =

= −e
�
d4x

�
d4k

2π4

�
d4k1
2π4

�
d4k2
2π4

Aµ(k)φ∗(k1)φ(k2)(k
µ
2 − kµ1 )eix(k+k2−k1)) =

= −e
�
d4k

2π4

�
d4k1
2π4

�
d4k2
2π4

Aµ(k)φ∗(k1)φ(k2)(k
µ
2 − kµ1 )δ(k + k2 − k1) =

= −e
�
d4k1
2π4

�
d4k2
2π4

Aµ(k1 − k2)φ∗(k1)φ(k2)(k
µ
2 − kµ1 )

вово второмвтором порядкапорядка попо ee::

k2

kk11
e

(k2 − k1)

µ

k2

kk11
e
µ νν

(k2 − k1)

k3

k2 − k1 − k3
e

G(k) = 1
k2+m2

рассеяние однопетлевая поправка к пропагатору фотона

e       e
ppkk kk

p+ k

GGµµνν == 11
kk22

��
δδµµνν −− ((11 −− αα))

kkµµkkνν
kk22

��



AA22µµ((xx))φφ∗∗((xx))φφ((xx)) == δδ
δδJJeemmµµ ((xx))

δδ
JJeemmµµ ((xx))

δδ
δδJJss((xx))

δδ
δδJJ∗∗ss ((xx))

��
ee
��
dd44xx′′ AAµµ((xx

′′))JJµµ((xx
′′))++φφ∗∗((xx′′))JJss((xx

′′))++JJ∗∗ss ((xx
′′))φφ((xx′′))

�� ��������
JJ==00

вово второмвтором порядкапорядка попо ee::

k2

kk11

2e2

µ k3

k3 + k2 − k1

аннигиляция в 2 фотона

pp

2e2

kk k

однопетлевая поправка к пропагатору фотона

Задача: вычислите вклад «рыбы» и «головастика» в

фотонный пропагатор (поляризация вакуума):

Gµν(k) = +                                     +
kk kk kk kk kk

µ νν µ νν ννµ

ПодсказкаПодсказка:: вкладвклад ««рыбырыбы»» --

вкладвклад ««головастикаголовастика»» --

ee22
��
dd44pp

22ππ44
22ppµµ ++ kkµµ
pp22 ++ mm22

22ppνν ++ kkνν
((pp ++ kk))22 ++ mm22

2e2
�
d4p

2π4
δµν

p2 +m2



2e2

……ии ещееще однаодна диаграммадиаграмма высшеговысшего порядкапорядка::

2e2 поправка к вершине

l

λφ4

ЭффективныйЭффективный потенциалпотенциал теориитеории lljj44 включаетвключает поправкипоправки ∼∼ ee44

ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал::

ДействиеДействие ((ЕвклидЕвклид):):

Dµφ = ∂µφ− ieAµφ

SS ==

��
dd44xx

��
11

44
FF 22µµνν ++ ((DDµµφφ))∗∗((DDµµφφ)) ++ mm22((φφ∗∗φφ)) ++

λλ

33!!
((φφ∗∗φφ))22

��

Z =

�
DADφ∗Dφ δ[∂µAµ] det (−�)e−S[A,φ

∗,φ]



Рассеяние света на свете

H.Euler & W.Heisenberg

1936

……ии ещееще тритри диаграммыдиаграммы высшеговысшего порядкапорядка длядля фотоновфотонов::

ЭффективныйЭффективный лагранжианлагранжиан скалярнойскалярной

электродинамикиэлектродинамики включаетвключает нелинейныенелинейные поправкипоправки: : 

∼∼ ee44
�

i

ki = 0, k2i = 0

∼∼ ee44

Box

Bubble

Triangle

∼∼ ee44

Leff = 1
2(E2 −B2) + 2e4

45m4

�
(E2 −B2)2 + 7(E ·B)2

�
+ . . .



ТождестваТождества УордаУорда--ТакахашиТакахаши

ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал скалярнойскалярной теориитеории::

Глобальная U(1) инвариантность действия:

S[φ, φ∗] =

�
d4x

�
(∂µφ)∗(∂µφ) +m2φ∗φ

�

φ(x)→ eieαφ(x), φ∗(x)→ e−ieαφ∗(x)

δǫS[φ, φ∗]+δǫ

��
d4x(J∗φ + Jφ∗)

	
=

�
d4x(J∗δǫφ+Jδǫφ

∗) = −iǫ
�
d4x(J∗φ−Jφ∗)

Z [J, J∗]=N

�
DφDφ∗e−S[φ,φ∗]+J∗φ+Jφ∗

Напомним: 

δδǫǫZZ [[JJ,, JJ∗∗]] ==NN

��
DDφφDDφφ∗∗

��
−−iiǫǫ

��
dd44xx((JJ∗∗φφ −− JJφφ∗∗))




ee−−SS[[φφ,,φφ

∗∗ ]]++JJ∗∗φφ++JJφφ∗∗ == 00

�φ(x) = δW
δJ∗(x) , �φ∗(x) = δW

δJ(x)

�
d4x

�
J∗(x)

δ

δJ∗(x)
−J(x)

δ

δJ(x)

	
Z[J, J∗]=

�
d4x

�
J∗(x)

δW

δJ∗(x)
−J(x)

δW

δJ(x)

	
=0

δZ[J,J∗]
δJ(x) =N

�
DφDφ∗φ∗(x)e−S[φ,φ

∗]+J∗φ+Jφ∗

δZ[J,J∗]
δJ∗(x) =N

�
DφDφ∗φ(x)e−S[φ,φ

∗]+J∗φ+Jφ∗

Γ[�ϕ] = J ⋆ �ϕ+W [J ]
�φ ⋆ δΓ

δ�φ−�φ
∗ ⋆ δΓ

δ�φ∗=0



СкалярнаяСкалярная КЭДКЭД: : ЭффектЭффект КоулменаКоулмена--ВайнбергаВайнберга

Унитарная калибровка:

ЗамечаниеЗамечание 11:: скалярное поле r(x) - действительное

ЗамечаниеЗамечание 22:: действие не зависит от переменной q(x) – соответствующая
калибровочная степень свободы в мере интеграла Z может быть отинтегрирована

Z → Z =

�
DÃρDθ ρ δ[∂µÃµ −

1

e
�θ] det (−�) e−S[Ã,ρ]

S =

�
d4x

�
1

4
F̃ 2µν +

1

2
(∂µρ)

2 +
1

2
m2ρ2 +

1

2
e2φ2Ã2µ +

λ

4!
ρ4
�

Вклад духов сокращается

1 =
�
Dθ) δ(G(Ã)) det

�
δG(Ã)
δθ

� �
Dθ δ[∂µÃµ − 1

e
�θ] = e

det (−�)

φ→ 1√
2
ρ(x)eiθ(x), Aµ(x) → Ãµ = Aµ(x) + 1

e∂µθ(x)

Напомним: 

Вставка единицы

ЗамечаниеЗамечание 33:: векторное поле Ã(x) - массивное поле Прока (3 степени свободы)  

LÃ =
1

4
F̃ 2µν +

1

2
e2ρ2Ã2µ S =

1

2

�
d4x Aµ{(−δµν �+ e2ρ2)− ∂µ∂ν}Aν



Минимум нетривиален, если

ИнтегрированиеИнтегрирование попо калибровочномукалибровочному полюполю::

ВакуумВакуум::

Эффективный потенциал

скалярной электродинамики

(m=0)

Z=

�
Dρ(eρ)

��
DÃe−

�
d4x 12{Ãµ[δµν(−�+e2ρ2)+∂µ∂ν]Ãν}

	
e−

�
d4x{ρ(−�+m2)ρ+λ

4!
ρ4}

=

�
Dρ (eρ) det−1/2 [δµν(−�+e2ρ2)+∂µ∂ν ]e

−
�
d4x{ρ(−�+m2)ρ+ λ

4!
ρ4} =

�
Dρe−Seff ,

Seff =
1

2
ln det [δµν(−�+e2ρ2)+∂µ∂ν ]−

1

2
δ(0)

�
d4x ln e2ρ2+

�
d4x

�
ρ(−� +m2)ρ +

λ

4!
ρ4
�

ПропагаторПропагатор поляполя Ã(x):

ρ = φ0 = const

Ueff =
λ

4!
ρ4 +

1

28π2

�
5

18
λ2 + 3e4

	
ρ4
�

ln
ρ2

M2
− 25

6

	

TrGµν =
�
d4x

�
3
�
d4p
(2π)4

1
p2+e2�ρ�2

�
+ δ(0)
e2�ρ�2

МинимумМинимум потенциалапотенциала::

λλ ∼∼ ee44

UU ′′eeffff == ρρ33
��
λλ
66 ++ ee44

1166ππ22

��
33 llnn ρρ22

MM 22 −− 1111
����

== 00

На масштабе M = �ρ, λ = 33e4

8π2 Ueff =
3e4

64π2
ρ4
�

ln
ρ2

�ρ2 −
1

2

	



СкалярнаяСкалярная КЭДКЭД: : ВихриВихри АбрикосоваАбрикосова--НильсенаНильсена--ОлесенаОлесена

АбелеваАбелева модельмодель ХиггсаХиггса:: L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
(Dµφ)∗(Dµφ)− V (|φ|

Dµφ ≡ ∂µφ− ieAµφ , φ = φ1 + iφ2 V (|φ|) = λ(|φ2| − a2)2

Уравнения поля:
DµD

νφ = − δVδφ∗
∂µFµν = ejν , jν = −i[φ∗Dνφ− (Dνφ)∗φ]

Тривиальный вакуум:

Сингулярное решение (флюксон):

||φφ|| == aa AAii == 00

φ = aeinϕ , Ai = n∂iϕ, n ∈ Z

ЗамечаниеЗамечание:: сингулярноесингулярное решениерешение генерируетсягенерируется изиз вакуумавакуума

калибровочнымкалибровочным преобразованиемпреобразованием U = einϕ, Ak = iU∂kU
−1

εijFij = 4πnδ(2)(r),
1

4π

�
εijFij = n

DµD
µφ = − δV

δφ∗ Чистая калибровка



Нетривиальное решение Нильсена-Олесена:

f(0) = g(0) = 0 , f(∞) = a, g(∞) = 1
1

4π

�
εijFij = n

ВакуумВакуумРегулярностьРегулярность

Задача: получить эти решения численно и найти

пространственные распределения магнитного поля

и полной энергии системы

ПодсказкаПодсказка:: уравненияуравнения поляполя припри подстановкеподстановке

анзацаанзаца сводятсясводятся кк системесистеме 2 2 уравненийуравнений (n=1)(n=1)

f ′′ +
f ′

r
− fg

2

r2
+ 2λa2f

�
f2 − 1

�
= 0 ; g′′ − g

′

r
+
e2a2

2λ
f2g = 0

Асимптотическое поведение:

r → 0
f ∼ r
g ∼ O(r2)

r →∞
f ∼ a+O(e−msr)

φ = f(r)einϕ, Ai = −ig(r)e−inϕ∂ieinϕ

ms = 2a
√

2λ

mv = ea
g ∼ 1 + re−mvr



ВихрьВихрь –– топологическийтопологический солитонсолитон ((SS11 →→SS11))

Вакуум:

Топологический заряд (индекс отображения окружности на окружность): 

Q=0:Q=0: φφαα == ((00,, 11))

φφαα == ((ssiinn ϕϕ;; ccoossϕϕ))Q=1:Q=1:

Q=2:Q=2: φα = (sin 2ϕ; cos 2ϕ)



ИндексИндекс векторныхвекторных полейполей

РассмотримРассмотрим векторноевекторное полеполе VV нана пространствпространств   ��22

VV == vv11((xx,, yy))
∂∂

∂∂xx
++ vv22((xx,, yy))

∂∂

∂∂yy

ОсобаяОсобая точкаточка векторноговекторного поляполя:: VV ((xx00)) == 00

ТипыТипы особыхособых точекточек::

ИндексИндекс векторноговекторного поляполя::

ff ==
VV

||VV || ,, ff :: SS11 ��→→ SS11

iixx00 ==
11

22ππ

��

SS11

ddαα
vv11ddααvv22 −− vv22ddααvv11

vv2211 ++ vv2222

Домашнее задание: определитьопределить, , какимкаким векторнымвекторным полямполям соответствуютсоответствуют

этиэти особыеособые точкиточки



iixx00 ==
11

22ππ

��

SS11

ddαα
vv11ddααvv22 −− vv22ddααvv11

vv2211 ++ vv2222

ii((xx00)) == 22

ii((xx00)) == 00

ii((xx00)) == 11

Индекс векторного поля – это число

намотки при обходе вокруг особой

точки

ii((xx00)) == 11
ii((xx00)) == −−11

ff == ((ccooss αα,, ssiinn αα))

ff == ((00,, 11))

ff == ((ccooss 22αα,, ssiinn 22αα))

ff == ((ssiinn αα,, ccooss αα))
f = (sinα,− cosα)



Поле вихря задает топологическoе отображение окружности на окружность

Топологический заряд (индекс отображения): 

ВакуумВакуум:: Dµφ = ∂µφ− ieAµφ = 0

ТопологическийТопологический токток::

AAµµ −−−−−−→→
rr→→∞∞

−− ii
ee

∂∂µµφφ

φφ∞∞
,, φφ −−−−−−→→

rr→→∞∞
eeiinnϕϕ

x
y

Bk = (0, 0, B(x, y))
Поток магнитного поля квантован

ЭнергияЭнергия вихрявихря::

E =

�

R2

d2x

�
1

2
B2 +

1

2
|Dkφ|2 + λ(|φ2| − a2)2

�

jµ =
1

2πi
εµνρ∂

ν φ̂∗∂ρφ̂, ∂µjµ ≡ 0, φ̂ = φ/|φ|

j0 =
1

2πi
εnm∂nφ̂

∗∂mφ̂ =
1

2π
εnmε

ab(∂nφ̂
a)(∂mφ̂

b) , φa = (φ1, φ2)

Q =
�

R2
d2x j0 = 1

2π

�

R2
d2xεnmε

ab(∂nφ̂
a)(∂mφ̂

b) = 1
2π

�

R2
d2xεnmε

ab∂n(φ̂a∂mφ̂
b) =

=
1

2π

2π�

0

dϕ εab
dφ̂a

dϕ
φ̂b =

i

2π

2π�

0

dϕ
1

φ∞

dφ∞
dϕ

= n =
e

2π

�

S1

Akdx
k =

e

2π

�

R2

d2xBk·Sk =
e

2π
Φ



МасштабныеМасштабные преобразованияпреобразования:: φ→ aφ, Ak → aAk, x→ x/ea

ДействительныеДействительные компонентыкомпоненты:: φ = φ1 + iφ2 , φa = (φ1, φ2), Dabi = δab∂i + εabAi

E → E′ = a2
�

R2

d2x′
�

1

4
F 2ij +

1

2
(Dkφ

a)(Dkφ
a) +

λ

e2
(φaφa − 1)2

�
=

+a2
�

R2

d2x′
��

λ

e2
− 1

8

	
(φaφa − 1)2 ± 1

4

�
εijFij ∓

1

2
εabεij∂i(φ

aDjφ
b)

	�

=a2
�

R2

d2x′
�

1

4

�
Fij±

1

2
εij(φ

aφa−1)2
	2

+
1

4

�
Diφ

a∓εabεijDjφb
�2

+

�
λ

e2
− 1

8

	
(φaφa−1)2

�

±a2πQ ГраницаГраница БогомольногоБогомольного:: EE ≥≥ aa22ππ||QQ||

Энергия минимальна, если

= a2
�

R2

d2x′
�

1

4

�
Fij ±

1

2
εij(φ

aφa − 1)2
	2

+
1

4

�
Diφ

a ∓ εabεijDjφb
�2
�

+

Diφ
a = ±εabεijDjφb

Fij = ∓1

2
εij(φ

aφa − 1)2 8λ

e2
=
m2
s

m2
v

= 1+

(Diφ
b = 0 at S1)



- длина когерентности

- лондоновская глубина проникновения

8λ

e2
=
m2
s

m2
v

= 1 КритическоеКритическое условиеусловие, , вихривихри

нене взаимодействуютвзаимодействуют

ВихриВихри притягиваютсяпритягиваются --

сверхпроводниксверхпроводник первогопервого родарода
mmvv >> mmss ,,

88λλ

ee22
<< 11,, EE << 00

mmvv << mmss,,
88λλ

ee22
>> 11,, EE >> 00

ВихриВихри отталкиваютсяотталкиваются --

сверхпроводниксверхпроводник второговторого родарода

Характерные параметры

сверхпроводника: 

LL == 11//mmvv

ξ = 1/ms



ВихриВихри вв электродинамикеэлектродинамике ЧернаЧерна--СаймонсаСаймонса

ЛагранжианЛагранжиан сс членомчленом ЧернаЧерна--СаймонсаСаймонса:: L = −1

4
FµνF

µν +
µ

4
εµνρF

µνAρ

Уравнения поля:

d = 2 + 1 m - топологическая масса

�F̃ν + µF̃ν = 0 Поле массивно˜̃FFνν

ЗамечаниеЗамечание:: уравнения поля инвариантны относительно калибровочных

преобразований но лагранжиан – не инвариантен:Aµ → Aµ + ∂µα

L→ L+
µ

2
∂ν(F̃

να) ← полная производная

СкалярнаяСкалярная электродинамикаэлектродинамика ЧернаЧерна--СаймонсаСаймонса::

L = −1

4
FµνF

µν +
µ

4
εµνρF

µνAρ + (Dµφ)∗(Dµφ)− V (|φ|)

Уравнения поля:

∂µF
µν + µF̃ν = 0, F̃ν =

1

2
ενµρF

µρ

∂µF
µν + µF̃ν = jν ;

DµD
µφ =

δV

δφ∗

jν = −i[φ∗Dνφ− (Dνφ)∗φ]



ЗаконЗакон ГауссаГаусса:: ∂iFi0 + µεijFij = j0 µ

�
d2x εijFij =

�
d2x j0

µΦ = Q Электрический заряд пропорционален магнитному потоку

ОбобщенныйОбобщенный вихрьвихрь:: φφ == ff ((rr))eeiinnϕϕ ,, AAii == nngg((rr))∂∂iiϕϕ,, AA00 == aa((rr))

Масса возбуждений скалярного и векторного поля:

mmss == 22aa
√√

22λλ;; mmvv ==

��
µµ22

44
++ ee22aa22 ±± µµ

22

Φ =
2πn

e
, Q = µ

2πn

e
Электрический заряд и магнитный поток квантованы

Динамика вихрей может быть очень непростой!



МодельМодель ff44 вв 1+1 1+1 измеренияхизмерениях: : КинкКинк

УсловиеУсловие минимальнойминимальной энергииэнергии::

КинкКинк ((антикинкантикинк))::

Плотность энергии: Масса кинка:

Топологический ток:

Топологический заряд:

Jµ =
1

2π
εµν∂

νφ, ∂µJµ ≡ 0

Q = 1
2

∞�

−∞
dx∂φ∂x = 1

2 [φ(∞)− φ(−∞)]

∂φ

∂x
= ±

√
2λ(φ2 − a2) x− x0 = ± 1√

2λ

�
dφ

φ2 − a2 = ± 2

m
arctanh

φ

a

L =
1
2

(∂µφ)2−λ(φ2−a2)2, E =

�
dx

�
1
2

�
∂φ
∂t

	
2

+
1
2

�
∂φ
∂x

	
2

+ λ(φ2 − a2)2
�

m2 = 8λa2

φK = a tanh
1

2
m(x − x0); φK̄ = −a tanh

1

2
m(x − x0)

E = m4

32λ
1

cosh4[ 1
2
m(x−x0)] M =

�
Edx =

m3

12λ



ВозбужденияВозбуждения нана фонефоне ff44 кинкакинка

Пешль-Теллер, againПешль-Теллер, again

нулевая мода,  w0=0 :

локализованная мода,  w1=

непрерывный спектр:



− d2

dx2
+ 4m2 − 6m2

cosh2 x2

�

ξ = ω2ξ

ξ1 =
sinh

�
mx
2

�

cosh2
�
mx
2

�

ξ
(n)
0 (x) =

1

cosh2
�
m(x−x0)

2

�

√
3m

2

ωn =
�
k2n +m2

ξk = eikx
�

3m2

2
tanh2

mx

2
− m2

2
− 2k2 − 3imk tanh

mx

2

�

φ(x, t) = φk(x) + ξ(x)eiωt



Интеграл перекрытия
��
ddxxηηkkηη00

Эффект отрицательного радиационного давления:

f4 кинк ускоряется в направлении источника падающего на него излучения

(Star Wars Tractor Beam)

ff44 кинккинк:: взаимодействиевзаимодействие

ξξkk == eeiikkxx
��
33 ttaannhh22 xx −− 33iikk ttaannhh xx −− 11 −− kk22

��
ω2 = k2 + 4



Bounce   Bounce   

KK ¯̄KK →→ KK ¯̄KK
vviinn == 00..2244338855

РезонансыРезонансы вв столкновенияхстолкновениях кинковкинков



ff44 осциллоносциллон

(I. L. Bogolubsky and V. G. Makhankov (JETP Lett. 24, 12 (1976))

ИсключительноИсключительно стабильноестабильное ии почтипочти нене

излучающееизлучающее квазтпериодическоеквазтпериодическое

локализованноелокализованное решениерешение теориитеории ff44

((at least 10 at least 10 millionmillion oscillationsoscillations!!)
Гауссово приближение:

φφ((xx,, 00)) == 11 −− 00..77ee−−00..220055xx
22

φφ((xx,, tt)) == 11 −− AA((tt))ee
−−
��

xx
xx00

��22

Амплитуда как коллективная

Координата осциллона:

LL//xx00 == (( ˙̇AA))22 −− 22
33AA

44 −− ππAA33 −−
��

44 ++ 11
33xx2200

��
AA22

��
44 ++ 11

33xx00

Ангармонический осциллятор

с частотой W0=



КвантовыеКвантовые поправкипоправки кк массемассе ff44 кинкакинка

„There is nothing as classical field theory in Nature“ E. Weinberg

ТривиальныйТривиальный вакуумвакуум::

КвантовыеКвантовые поправкипоправки нана фонефоне кинкакинка::

кинк вакуум

Возбуждения вакуума:

φ ≈ a+ δφ, V ≈ 4λa2(δφ2),
�
∂µ∂µ +m2

�
δφ = 0, m2 = V ′′ = 8λa2

ωvacuum = m

E =Mcl+

�
1

2

�
ωkinki − 1

2

�
ωvacuumi

	
=
m3

12λ
+

1

2
(0−m)+

1

2

√
3m

2
−m

�

+

ω0 = 0, ω1 =

√
3m

2
, ωn =

�
k2n +m2

МодыМоды континуумаконтинуума:                           :                           ξk = eikx
�

3m2

2
tanh2

mx

2
− m2

2
− 2k2 − 3imk tanh

mx

2

�

ξ(−∞) = eiδkξ(∞)ξ(−∞) = eikx
�
m2− 2k2 −3imk

�
= eikx(m− ik)(m− 2ik)

ξ(∞) = eikx
�
m2− 2k2+ 3imk

�
= eikx(m+ ik)(m+ 2ik) eiδk =

(ik+m)(ik + 2m)

(ik−m)(ik − 2m)

+
1

2

∞�

n=2

�
�
k2n +m2 −

��
k
(0)
n

�2
+m2

�



eiδk =
(ik +m)(ik + 2m)

(ik −m)(ik − 2m)
ЗамечаниеЗамечание:: arctgx =

i

2
ln

�
i+ x

i− x

	

2 arctg
k

m
+ 2 arctg

k

2m
= i ln


i+ k

m

i− k
m

�

+ i ln


i+ k

2m

i− k
2m

�

=

= i ln

�
(im+ k)(2im+ k)

(im− k)(2im− k)

	
= −i ln

�
(ik +m)(ik + 2m)

(ik −m)(ik − 2m)

	
= −i ln(eiδk) = δk

Дискретизация:

ВакуумныеВакуумные модымоды

x ∈ [−L, L]
x→ L; χk → sin(kL+ δk)

x→ L; χvacuumk → sin(kL)

knL+ δk = πn, kn =
πn

L
− δk
L

= k(0)n − δk
L

L≫ 1
∞�

n=2

�
�
k2n +m2 −

��
k
(0)
n

�2
+m2

�

=
1

L

��
k20 +m2


−k(0)n δk
k2n +m2

�

+O(1/L2)

= − 1

2π

∞�

0

dk
kδk√
k2 +m2

= − 1

2π

∞�

0

dk

�
d

dk

��
k2 +m2 δk

�
−
�
k2 +m2

dδk
dk



=



для функции arctg x выбираем ветви, для которых

δk = 2 arctg
k

m
+ 2 arctg

k

2m
= 2 arctg

3km

2m2 − k2

E =Mcl+

�
1

2

�
ωkinki − 1

2

�
ωvacuumi

	
=
m3

12λ
+

1

2
(0−m)+

1

2

√
3m

2
−m

�

+

= − 1

2π

�
k2 +m2 δk

����
∞

0

− m

2π

Λ�

0

dk
�
k2 +m2

�
2

k2 +m2
+

1

k2 + m2

4

�

+
1

2

∞�

n=2

�
�
k2n +m2 −

��
k
(0)
n

�2
+m2

�

=
m3

12λ
+

√
3m

4
−m+

δ0+ = 2π, δ∞ = 0

скачок в 0 ! δ(k →∞) ∼ 6m

k
, δk = −δ−k

+m − 3m

2π
− m

4π

Λ�

0

dk
�
k2 +m2

�
2

k2 +m2
+

1

k2 + m2

4

�

=

= Mcl +

√
3m

4
− 3m

2π
+ log divergent terms + перенормировка, 

+ вычисление диаграмм

= квантовая поправка
∆M = m

√
3

12
− 3

8π

�



Сферически симметричный Q-ball:

Нелинейный потенциал:

НетривиальныйНетривиальный классическийклассический вакуумвакуум: : QQ--ballball

Глобальная U(1) инвариантность:

∂µjµ = 0, jµ = −i[φ∗∂µφ− (∂µφ)∗φ]

L = |∂µφ|2 − U(|φ|) U = a|φ|2 − b|φ|4 + |φ|6

φφ == ff ((rr))eeiiωωtt

φ(x) → eieωφ(x), φ∗(x) → e−ieωφ∗(x)

Q = i

�
d3x (φ∂tφ

∗ − φ∗∂tφ) =

= 2ω

�
d3x |φ|2 = 2ωN

QQ == 88ππωω

∞∞��

00

ddrrrr22ff 22

dd22ff

ddxx22
++

22

rr

ddff

ddrr
++ ωω22ff ==

11

22

ddVV

ddff

Уравнения поля:

f ∼ 1
re
−
√
m2−ω2r



АксиальноАксиально--симметричныесимметричные QQ--ballsballs

φφ == ff ((rr,, θθ))eeii((ωωtt++nnϕϕ)),, nn ∈∈ ZZ

n=1 P+ n=1 P-

ff ((rr,, θθ)) == ff ((rr,, ππ −− θθ))

ff ((rr,, θθ)) == −−ff ((rr,, ππ −− θθ))

ParityParity--even solutions:even solutions:

ParityParity--odd solutions:odd solutions:

φφ((rr,, θθ,, ϕϕ)) ∝∝ 11√√
rr
JJll++11//22((ωωrr))YY nnll ((θθ,, ϕϕ))

Нетопологическое квантование

углового момента

J =

�
d3xT 0ϕ = 2nωN = nQ



n=1,k=1 P-even n=1,k=2 P-even

n=1,k=2 P-odd

АксиальноАксиально--симметричныесимметричные QQ--ballsballs




