
КалибровочнаяКалибровочная симметриясимметрия: : 

АбелеваАбелева электродинамикаэлектродинамика

ЛагранжианЛагранжиан:: L = −1
4
FµνF

µν = E2
k −B2

k

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Ek = F0k, Bk =
1

2
εijkFjk

УравненияУравнения поляполя::

∂iEi = 0

∂0Ei = εijk∂jBk

ТождествоТождество БьянкиБьянки:: ∂∂µµ ��FFµµνν ≡≡ 00;; ��FFµµνν ==
11

22
εεµµννρρσσFF

ρρσσ ∂∂iiBBii == 00

∂0Bi = −εijk∂jEk

ЗамечаниеЗамечание:: лагранжианлагранжиан электродинамикиэлектродинамики нене содержитсодержит зависимостизависимости

отот . . ПолевоеПолевое уравнениеуравнение длядля временнойвременной компонентыкомпоненты потенциалапотенциала

нене являетсяявляется динамическимдинамическим ((законзакон ГауссаГаусса):):
∂∂00AA00

РешениеРешение::

УравненияУравнения длядля потенциалапотенциала:: [ηµν(∂ρ∂
ρ)− ∂µ∂ν ]A

ν = 0

∇ · 
E = 0 ∆A0 +∇ · (∂0 
A) = 0 A0(x) =

�
d3x′

∇ · (∂0 
A(x′))
4π|x − x′|

∂µ

�
∂L

∂(∂µAν)

�
= ∂µF

µν = 0



КалибровочныеКалибровочные теориитеории содержатсодержат нефизическиенефизические

степенистепени свободысвободы –– чточто делатьделать? ? 

ОбъявитьОбъявить ихих простопросто равнымиравными нулюнулю

→→ радикальноерадикальное изменениеизменение динамикидинамики

сс непростыминепростыми ии неясныминеясными следствиямиследствиями 

ПереформулироватьПереформулировать теориютеорию тактак, , чтобычтобы онаона содержаласодержала

толькотолько физическиефизические переменныепеременные

→→ можноможно, , ноно сложносложно 

ЗафиксироватьЗафиксировать соответствующиесоответствующие переменныепеременные

((фиксацияфиксация калибровкикалибровки))

→→ практичнопрактично ии относительноотносительно простопросто 



ДинамическиеДинамические переменныепеременные:: компонентыкомпоненты 44--потенциалапотенциала Aµ

LL == −− 11
44
((∂∂µµAAνν −− ∂∂ννAAµµ))

22

π0 =
∂L

∂Ȧ0
= 0

πi =
∂L

∂Ȧi

= −F 0i ≡ Ei

H =

�
d3x

�
πiȦi − L

�
=

�
d3x

�
(∂0Ai − ∂iA0)(∂0Ai)−

1

2
E2

i +
1

2
B2

i

�
=

�
d3x

�
E2

i + (∂iA0)(∂0Ai)− (∂iA0)
2 − 1

2
E2

i +
1

2
B2

i

�
=

�
d3x

�
(∂iA0)[∂0Ai − ∂iA0] +

1

2
E2

i +
1

2
B2

i

�
=

Множитель Лагранжа

Закон Гаусса

Электродинамика – это теория со связями

��
dd33xx

��
((∂∂iiAA00))EEii ++

11

22
EE22

ii ++
11

22
BB22

ii

��
==

��
dd33xx

��
11

22
EE22

ii ++
11

22
BB22

ii −− AA00((∂∂iiEEii))

��

ПоложитьПоложить

3 варианта:      

A0 = 0 ВыразитьВыразить действиедействие черезчерез физическиефизические переменныепеременные

A� = 0

A⊥

ЗафиксироватьЗафиксировать калибровкукалибровку



СистемыСистемы сосо связямисвязями ((ГамильтоноваяГамильтоновая механикамеханика))

ПримерПример изиз классическойклассической механикимеханики::

СвязьСвязь первогопервого родарода: : соотношениесоотношение междумежду координатамикоординатами ии обобщеннымиобобщенными

импульсамиимпульсами, , котороекоторое выполняетсявыполняется безотносительнобезотносительно кк уравнениямуравнениям движениядвижения

LL((xx,, yy,, ˙̇xx,, ˙̇yy)) ==
11

22
˙̇xx22

Связь 1го рода: C=py

ДополнительноеДополнительное условиеусловие: : связьсвязь первогопервого родарода нене меняетсяменяется вв ходеходе

временнойвременной эволюцииэволюции системысистемы::

{H,C} = ∂C

∂t
= 0

МножительМножитель ЛагранжаЛагранжа -- способспособ записатьзаписать полноеполное действиедействие системысистемы

сосо связямисвязями вв фазовомфазовом пространствепространстве вв явномявном видевиде::

px = ẋ, py = 0 H =
1

2
p2x

S(x, y, px, py) =

�
dt

�
pxẋ+ pyẏ −

1

2
p2x − λpy

�

««калибровочнаякалибровочная»» симметриясимметрия:: y → y + ǫ(t)

««фиксицияфиксиция калибровкикалибровки»» -- yy →→ yy′′ == 00

{{FF,, GG}} == ∂∂FF
∂∂qqii

∂∂GG
∂∂ππii

−− ∂∂FF
∂∂ππii

∂∂GG
∂∂qqii



СистемыСистемы сосо связямисвязями ((ещееще одинодин примерпример))

Действие релятивистской массивной частицы с нулевым спином:

S[xµ(τ)] = −m

�
dτ
	
−ẋµẋµ, ẋµ =

∂xµ

∂τ

КаноническийКанонический импульсимпульс:: pµ =
∂L

∂ẋµ
=

mẋµ√
−ẋ2

Связь 1го рода:

КлассическийКлассический гамильтониангамильтониан::

ПолноеПолное действиедействие системысистемы сосо связямисвязями

вв фазовомфазовом пространствепространстве::

S[xµ(τ), pµ(τ);λ(τ)] =

�
dτ

�
pµẋ

µ − λ

2



pµp

µ +m2
��

H = 1
2



pµp

µ +m2
�
≡ 0

««КалибровочнаяКалибровочная»» симметриясимметрия::

xµ → xµ + δxµ, δxµ = {xµ, αH} = αpµ

pµ → pµ + δpµ, δpµ = {pµ, αH} = 0
λ→ λ+ δλ, δλ = α̇

CC == ppµµpp
µµ ++mm22 == 00

Связь 2го рода: {C,H} = 0 Множитель Лагранжа



КаноническоеКаноническое квантованиеквантование системсистем сосо связямисвязями

КлассическаяКлассическая системасистема сс N N степенямистепенями свободысвободы::

ЗамечаниеЗамечание:: системасистема динамическихдинамических уравненийуравнений можетможет бытьбыть сингулярнойсингулярной::

ДинамическиеДинамические переменныепеременные разделяютсяразделяются нана 2 2 группыгруппы::

L(qi, q̇i; t), vi = q̇i, v̇i =
∂L

∂qi
, i = 1, 2 . . . N

det

����
∂2L

∂vi∂vj

���� = 0

xi = qi, vi = ẋi, πi =
∂L

∂vi
, det

����
∂2L

∂vi∂vj

���� 
= 0, i, j = 1, 2 . . . n < N

κα = qn+α, λα = κ̇α, πα =
∂L

∂λα

, det

����
∂2L

∂λα∂λβ

���� = 0, α = 1, 2 . . . N−n = m

БезБез ограниченияограничения общностиобщности можноможно представитьпредставить чточто относительноотносительно второйвторой

группыгруппы переменныхпеременных лагранжианлагранжиан линеенлинеен попо llaa:: L→ L(qi, πi) + f(πα)λα

H = pq̇ − L = H1(qi, πi) + λαΦ
(1)
α , Φ(1)α = πα − f(πα) связи



СкобкаСкобка ПуассонаПуассона::

УравненияУравнения движениядвижения:: q̇i = {qi, H}, π̇i = {πi, H}, Φ(1)α = 0

УравнениеУравнение эволюцииэволюции произвольнойпроизвольной функциифункции динамическихдинамических переменныхпеременных : : f(q,π;t)

df

dt
=

∂f

∂t
+ {f, H1}+ λα{f, Φ(1)α }

Замечание: связи не должны зависеть от времени:

ВсеВсе множителимножители ЛагранжаЛагранжа llaa могутмогут бытьбыть найденынайдены явноявно

dΦ
(1)
α

dt
= {Φ(1)α , H}+ λβΩαβ} = 0, Ωαβ = {Φ(1)α , Φ

(1)
β }

detΩαβ = 0

detΩαβ 
= 0 НаборНабор линейныхлинейных уравненийуравнений

имеетимеет mm независимыхнезависимых решенийрешений

Ωαβuβ = 0

uk
α(q, π), k = 1, 2 . . .m

Φ
(2)
k = uk

α{Φ(1), H} = 0 Вторичные связи

{F (x), G(y)} =



d4z
�

δF (x)
δq(z)

δG(y)
δπ(z) −

δF (x)
δπ(z)

δG(y)
δq(z)

�
{{FF,, GG}} == ∂∂FF

∂∂qqii

∂∂GG
∂∂ππii

−− ∂∂FF
∂∂ππii

∂∂GG
∂∂qqii



ПримерПример 1:1: Массивное векторное поле Прока L = − 1
4FµνF

µν + m2

2 AµA
µ

ЛагранжианЛагранжиан нене содержитсодержит зависимостизависимости отот связьсвязьλ = ∂0A0 Φ(1) = π0

ОбычныеОбычные динамическиединамические переменныепеременные:: q̇i ≡ ∂0Ai, πi = F0i = Ei

ДинамическиеДинамические уравненияуравнения:: {∂0Ai(x), πj(y)} = δijδ(x− y)

Гамильтониан: H =
1

2
π2i + πi∂iA0 +

1

4
FijF

ij +m2AµA
µ + λπ0

Условие сохранения связи: Φ̇(1) = {Φ(1),H} = ∂iπi −m2A0 = Φ
(2)

Условие сохранения вторичной связи:

Замечание: {Φ(1), Φ(2)} = m2

Φ̇(2) = {Φ(2),H} = m2(∂iAi − λ) = 0, λ = ∇ · 
A

Теория Прока не сингулярна, динамика связей и физических степеней

свободы полностью отделены друг от друга

detΩαβ 
= 0



ПримерПример 22:: Свободное электромагнитное поле: L = −1
4
FµνF

µν

ЛагранжианЛагранжиан нене содержитсодержит зависимостизависимости отот связьсвязьλ = ∂0A0 Φ(1) = π0

Условие сохранения связи:

Гамильтониан: H =
1

2
π2i + πi∂iA0 +

1

4
FijF

ij + λπ0

Замечание: в отличие от теории Прока {Φ(1), Φ(2)} = 0 detΩαβ = 0

Φ̇(1) = {Φ(1),H} = ∂iπi = ∇ · 
E = Φ(2)

ВопросВопрос:: КакаяКакая переменнаяпеременная являетсяявляется каноническиканонически сопряженнойсопряженной FF(2) (2) ??

{f(x), ∂iπi(y)} =
�

d4z

�
δf(x)

δAk

δ[∂iπi(y)]

δπk(z)
− δ[∂iπi(x)]

δAk

δ[∂if(y)]

δπk(z)

�

=

�
d4z

δf(x)

δAk

δ[∂iπi(y)]

δπk(z)
= δ(x− y) ∂i

δf(x)

δAi(y)
= −δ(x− y)

f(x) = −∆−1∂iAi(x)

Решение возможно, если оператор Лапласа D несингулярен



Вектора поляризации:               

Дуальная инвариантность:

Калибровочная инвариантность: AAµµ((xx)) →→ AA′′
µµ((xx)) == AAµµ((xx)) ++ ∂∂µµαα((xx))

Fµν → F ′
µν = ∂µ(Aν + ∂να)− ∂ν(Aµ + ∂µα) = ∂µAν − ∂νAµ = Fµν

ВопросВопрос:: ЕстьЕсть лили законызаконы сохранениясохранения, , соответствующиесоответствующие этимэтим симметриямсимметриям?  ?  

Ei → Ei cos θ − Bi sin θ; Bi → Ei sin θ + Bi cos θ

ОбщееОбщее решениерешение свободныхсвободных уравненийуравнений

Преобразование Фурье:

[ηµν(∂ρ∂
ρ)− ∂µ∂ν ]A

ν = 0

Aµ =

�
d4k

�
aµ(k)e

ikx + a∗µ(k)e
−ikx

�

kx = kµx
µ = −k0x0 + 
k · 
x

kµkµaν − kµkνaµ = k2aν − kν(ka) = 0

общееобщее решениерешение::k2 
= 0 aν(k) = kνf(k)

общееобщее решениерешение::k2 = 0 kµaµ = 0 aν(k) = kνf(k) + e
(a)
µ g(k)

e
(a)
0 = 0, e

(a)
i ki = 0, e

(a)
i e

(b)
i = δab

ПотенциалПотенциал свободнойсвободной электродинамикиэлектродинамики:: Aµ(x) = A⊥µ (x) +A
�
µ(x), A

�
µ(x) = ∂µα(x)



Вектор Пойнтинга

Дуальная инвариантность: Aµ(x) = eikxe
(1)
µ f(x) (Плоская волна)


k × 
E = 
B

k


E

B


E′


B′



SS == 

EE ×× 

BB;; 

SS ·· 

kk == ccoonnsstt

Дуальный тензор поля: ��FFµµνν ==
11

22
εεµµννρρσσFF

ρρσσ ;; ∂∂µµ
��FF µµνν ≡≡ 00

q q -- членчлен::

Sθ =

�
d4xLθ =

θ

8π2

�
d4x ∂µ(ε

µνρσAν∂ρAσ)

q q -- членчлен являетсяявляется топологическимтопологическим, , онон зависитзависит толькотолько отот граничныхграничных условийусловий

АксионнаяАксионная электродинамикаэлектродинамика::

Lθ =
θ

16π2
�FµνF

µν = − θ

4π2
( 
E · 
B)

SS ==

��
dd44xx

��
−− 11
44
FFµµννFF

µµνν ++
ee22θθ((xx))

1166ππ22
��FFµµννFF

µµνν

��

Fµν → �Fµν , �Fµν → −Fµν

Уравнения поля: ∇∇ ·· 

EE == −− ee22

44ππ22
∇∇ ·· 

BB ;; ∂∂00 

EE ++ ∇∇ 

BB ==

ee22

44ππ22

��
∂∂00θθ 

BB ++ ∇∇θθ ×× 

EE

��
?



Уравнения поля:

Классическая электродинамика:

(безмассовое векторное поле) 

Калибровочная инвариантность: не симметрия а

физическое отождествление всех конфигураций типа

AAµµ((xx)) →→ AA′′
µµ((xx)) == AAµµ((xx)) ++ ∂∂µµαα((xx))

Орбиты

Фиксация

калибровки

КалибровкаКалибровка ЛоренцаЛоренца:: ∂µA
µ = 0

Замечание: Калибровка Лоренца оставляет
остаточные преобразования с произвольной

функцией w(x),

КулоновскаяКулоновская калибровкакалибровка:: ∇ · 
A = 0
Замечание: В кулоновской калибровке

При этом кулоновская калибровка явно выделяет

2 физические степени свободы поля

A0 = 0

�Aµ = 0, � = ∂µ∂
µ = ∂2

A⊥

УравненияУравнения поляполя::

�ω(x) = 0

L = − 1
4FµνF

µν

∂µF
µν = 0 [ηµν(∂ρ∂

ρ)− ∂µ∂ν ]A
ν = 0



ПроблемаПроблема::

ДействиеДействие свободногосвободного электромагнитногоэлектромагнитного поляполя

УравнениеУравнение длядля функциифункции ГринаГрина::

Gνρ(x) =

�
d4k

(2π)4
Gνρ(k)e

ikµxµ

оператор сингулярен, он тождественен нулю

для любой функции (чистая калибровка) – функция Грина? 
−k2δµν + kµkν
∼ ∂µα(x)

Производящий функционал

ФиксацияФиксация калибровкикалибровки:: наложеноналожено условиеусловие G(A) = 0

??

ЗамечаниеЗамечание :: интегрирование по калибровочным орбитам приводит к

бесконечному учету вклада одной и той же конфигурации.

Z[Jµ] =

�
D[Aµ(x)]e

−
�

d4x[− 1

4
FµνF

µν−JµAµ]

S = −1
4

�
d4xFµνF

µν =
1

2

�
d4x Aµ{ηµν �− ∂µ∂ν}Aν

((ηηµµνν �� −− ∂∂µµ∂∂νν ))GGννρρ((xx −− yy)) == iiδδµµρρδδ((xx −− yy))

((−−kk22ηηµµνν ++ kkµµkkνν ))GGννρρ((kk)) == iiδδµµρρ



Aα
µ = Aµ +

1

ε
∂µα(x) L = −1

4
FµνF

µν → L+ LG = −
1

4
FµνF

µν − 1

2ε
(∂µAµ)

2

Член, фиксирующий калибровку

УравнениеУравнение длядля функциифункции ГринаГрина::

SS == −− 11
22

��
dd44xx AAµµ{{ηηµµνν �� ++

��
11

εε
−− 11
��

∂∂µµ∂∂νν}}AAνν

Фотонный

пропагатор:   

Gνρ(x) =

�
d4k

(2π)4
Gνρ(k)e

ikµxµ

ЗадачаЗадача:: проверьтепроверьте,,чточто G−1
µν (k)G

νρ(k) = δρµ

КалибровкаКалибровка ФейманаФеймана::

КалибровкаКалибровка ЛандауЛандау::

((ηηµµνν �� ++

��
11

εε
−− 11
��

∂∂µµ∂∂νν ))GGννρρ((xx −− yy)) == δδµµρρδδ((xx −− yy))
��
−−kk22ηηµµνν −−

��
11

εε
−− 11
��

kkµµkkνν

��
GGννρρ((kk)) == δδµµρρ

εε == 11,, ==⇒⇒ GG−−11
µµνν ((kk)) == −−

ηηµµνν

kk22

ε = 0, =⇒ G−1
µν (k) = −

ηµν − kµkν
k2

k2

G−1
µν (k) = −

1

k2

�
ηµν + (ε− 1)

kµkν

k2

�



ПростойПростой примерпример изиз обычногообычного интегрированияинтегрирования::

((xx,, yy,, zz)) == ((rr ccoosshh γγ,, rr ccooss φφ ssiinnhh γγ,, rr ssiinn φφ ssiinnhh γγ))

∞

0

dxdydz F (x2 − y2 − z2) =



dΣ
∞

0

dr r2F (r2)

→→ ∞∞
Функция F(r2) - инвариант
SO(2,1) преобразований

ОграничениеОграничение интегрированияинтегрирования:: вставкавставка вв интегралинтеграл dd--функциифункции

ff –– условиеусловие, , ограничивающееограничивающее областьобласть интегрированияинтегрирования

напримернапример,, x2 − y2 − z2 = a2

∞∞


−−∞∞

ddff δδ((ff )) == 11,,

ff ((aa))


f(
a) 11 ==

��
dd 

ff δδ((nn))(( 

ff ))

ЗаменаЗамена переменнойпеременной интегрированияинтегрирования:: 11 ==

����

nn

��
ddaann

��
δδ((nn))[[ff((

aa))]] ddeett

��
∂∂ffnn

∂∂aamm

��

ОграничениеОграничение функциональногофункционального интегрированияинтегрирования условиемусловием ::G(Aα) = 0

11 ==

��
DDαα((xx)) δδ((GG((AAαα)))) ddeett

��
δδGG((AAαα))

δδαα

��
Aα

µ = Aµ +
1

ε
∂µα(x)



КалибровкаКалибровка ЛоренцаЛоренца:: G(Aα) = ∂µAα
µ = ∂µAµ +

1

ε
�α = 0

det

�
δG(Aα)

δα

�
=
1

ε
� - детерминант не зависит от Am

Трюк Фаддева-Попова: вставка единицы в производящий функционал

1 =

�
Dα(x) δ(G(Aα)) det

�
δG(Aα)

δα

� �
D[Aµ(x)]e

−
�

d4x[− 1

4
FµνF

µν ]

Производящий функционал с полностью фиксированной калибровкой:

НапомнимНапомним:: Калибровка Лоренца оставляет остаточные преобразования с

произвольной функцией w(x)

Z = det

�
1

ε
�

��
Dα

�
D[A]e−S[A]δ(∂µA

µ − ω(x))

GG((AA)) == ∂∂µµAA
µµ −− ωω((xx))

ЗамечаниеЗамечание 11: : aa –– параметрпараметр локальноголокального U(1)U(1) калибровочногокалибровочного преобразованияпреобразования

Aµ → A′µ = Aµ +
i

e
U∂µU

−1, U = eieα(x) ∈ U(1)

ЗамечаниеЗамечание 22: : сдвигсдвиг калибровкикалибровки нене меняетменяет dd--функциифункции: : δ(∂µAµ) =δ(∂µAµ−ω(x))



УсреднениеУсреднение попо дополнительнойдополнительной переменнойпеременной интегрированияинтегрирования w w 
((гауссовгауссов интегралинтеграл формальноформально подавляетподавляет расходимостьрасходимость):):

Z = det

�
1

ε
�

���
Dα

��
D[A]e−S[A]δ(∂µA

µ − ω(x))

= det

�
1

ε
�

���
Dα

��
D[A]e−S[A]−

�
d4x 1

2ε
(∂µA

µ)2

Z[A,ω]→ Z[A] =

�
Dωe−

�
d4x ω2

2ε Z[A,ω]

ЗамечаниеЗамечание :: детерминант может быть записан в виде

функционального интеграла по новому набору вспомогательных

антикоммутирующих полей (духи):

det1
ε
�

c, c̄

ЭффективныйЭффективный лагранжианлагранжиан::

Поля духов не являются динамическими. В абелевой электродинамике

их вклад в производящий функционал отщепляется

L = −1
4
(Fµν)

2 +
1

2ε
(∂µA

µ)2 + c̄ (−�) c

det

�
1

ε
�

�
=

�
DcDc̄ e−

1

ε

�
d4x c̄(−�)c, {c̄, c} = c̄c+ cc̄ = 0



BRST BRST симметриясимметрия

ЭффективныйЭффективный лагранжианлагранжиан::

КалибровочнаяКалибровочная инвариантностьинвариантность кажетсякажется потерянапотеряна ??

В – еще одно вспомогательное поле,

�
DADcDc̄→

�
DB

�
DADcDc̄

L→ L[A,B, c, c̄] = −1
4
(Fµν)

2 − 1

2ε
B2 +B(∂µA

µ) + c̄ (−�) c,

LL == −− 11
44
((FFµµνν ))

22 ++
11

22εε
((∂∂µµAA

µµ))22 ++ ¯̄cc ((−−��)) cc

Бекки-Руэ-Стора-Тютин

(BRST) симметрия:

Aµ → Aµ + δAµ, δAµ = η ∂µc

c→ c+ δc, δc = 0

c̄→ c̄+ δc̄, δc̄ = ηB

B → B + δB, δB = 0

h - нильпотентный параметр BRST преобразований, h2 = 0

ЭффективныйЭффективный лагранжианлагранжиан::

Z → Z

�
DBei

�
d4x [ ǫ

2
(Ba)2+Ba(∂µAa

µ)]

ПроверкаПроверка::

сдвиг переменной: Ba → Ba − 1
ǫ
∂µAa

µ

= Z Ne−i
�

d4x 1

2ǫ
(∂µAa

µ)
2



ЭлектродинамикаЭлектродинамика сс источникамиисточниками

L = −1
4
FµνF

µν − ejµA
µ; ∂µF

µν = ejν , ∂µj
µ ≡ 0

∂µ
�Fµν ≡ 0

КулоновскоеКулоновское полеполе точечноготочечного зарядазаряда:: j0 = 4πδ(r) ∇· 
E =∆A0 = 4πeδ(r)

РешениеРешение:: A0(r) = 4πe

�
d3r′

δ(r′)

4π|r − r′| =
e

r
, Er = −

e

r2

ЗамечаниеЗамечание :: дуальная инвариантность свободной электродинамики
потеряна, магнитных источников нет. Или?  


B = g

r

r3
, 
E = e


r

r3 ??

ПотенциалПотенциал ДиракаДирака::

НаивныйНаивный ответответ:: 
B = ∇× 
A, ∇ · 
B = ∇ · (∇× 
A) = 0


A(
r) =
g

r


r × 
n

r − (
r · 
n) , 
n = (0, 0, 1)

ЗадачаЗадача:: вычислитевычислите компонентыкомпоненты 
A(
r) = (Ax, Ay, Az)



ЗамечаниеЗамечание:: потенциалпотенциал ДиракаДирака можноможно записатьзаписать вв видевиде


A = A(θ)(∇
eϕ) , A(θ) = −g(1 + cos θ) 
eϕ = (− sinϕ, cosϕ, 0)

Радиальное поле: 

rr ·· 

AA == 00

НаивныйНаивный ответответ::


A =

�
g
1 + cos θ

r sin θ
sinϕ, − g

1 + cos θ

r sin θ
cosϕ, 0

�

Bx = −∂zAy = g ∂z

�
x

r(r − z)

�
= g

x

r3
, etc

КулоновскоеКулоновское полеполе магнитногомагнитного зарядазаряда? ? МонопольМонополь??

ПроблемаПроблема сс математикойматематикой -- !!div rot 
= 0
Потенциал Дирака сингулярен вдоль направления θ = 0

НаивноеНаивное выражениевыражение длядля магнитногомагнитного поляполя неверноневерно вдольвдоль полуосиполуоси

BB zz ≥≥ 00


B = g

r

r3
− 4gπθ(z)δ(x)δ(y)

ЗадачаЗадача:: показатьпоказать, , чточто

полныйполный потокпоток
Φ =

�

S2

d
S · 
B = 0


B = ∇× 
A



УсловиеУсловие квантованияквантования ДиракаДирака

Наблюдаема ли струна Дирака?

КалибровочнаяКалибровочная инвариантностьинвариантность взаимодействиявзаимодействия:: Dkφ(
r) = [∂k − ieAk(
r)]φ(
r)

φ(
r)→ Uφ(
r); Aµ → Aµ +
i

e
U∂µU

−1, U = eieα(x) ∈ U(1)

ЛагранжианЛагранжиан точечнойточечной частицычастицы сс зарядомзарядом e e вово внешнемвнешнем полеполе::

L =
1

2
mẋ2k + e(ẋk · Ak)→ L+ eẋk∂kα(x) = L+

d

dt
(eα(x))

ИзменениеИзменение действиядействия:: S =
T

0

dt L→ S + eα(x)

����
T

0

eeαα((xx)) == 22ππnn,, nn ∈∈ ZZ
Lint

eegg ==
nn

22

ВкладВклад сингулярногосингулярного потокапотока::


B = g

r

r3
−4gπθ(z)δ(x)δ(y) = 
Bg + 
Bsing

Sint = e

T�

0

dt (ẋk ·Ak) = e

�
dxk ·Ak = 4πeg ≡ 2πn

eΦstr = −e

�
d
S · 
Bsing = −4πeg

Φ = ΦB +Φsrt = 4πeg − 4πeg = 0



ЗамечаниеЗамечание :: Положение струны Дирака определено с точностью до (сингулярного) 

калибровочного преобразования, например 

AA→→ 

AA++ ii
ee
UU∇∇UU−−11 ,, UU == ee22iieeggϕϕ

i

e
U∇U−1 =

2g

r sin θ

eϕ

Потенциал сингулярен на полуоси q=0

Потенциал сингулярен на полуоси q=p


A = − g
r
1+cos θ
sin θ


eϕ


A = g
r
1−cos θ
sin θ


eϕ


A′ = −g

r

1 + cos θ

sin θ

eϕ +

2g

r sin θ

eϕ =

g

r

1− cos θ
sin θ


eϕ

ЗадачаЗадача:: кк какойкакой формеформе преобразуетсяпреобразуется потенциалпотенциал ДиракаДирака послепосле калибровочногокалибровочного

преобразованияпреобразования ??U = eiegϕ

AS

AN

Регулярен в южной полусфере

Регулярен в северной полусфере

Потенциал Ву-Янга:






AA
NN == gg

11 −− ccooss θθ
rr ssiinn θθ

ˆ̂ee ==⇒⇒ 00 ≤≤ θθ << ππ
22 ++

εε
22 :: RRNN

AA
SS == −−gg

11 ++ ccooss θθ

rr ssiinn θθ
ˆ̂ee ==⇒⇒

ππ
22 −− εε

22 << θθ ≤≤ ππ :: RRSS

Нет сингулярного вклада струны!                            


B = g

r

r3



НаНа ускорителяхускорителях

((FermilabFermilab, CERN, DESY, CERN, DESY……))

СверхпроводящиеСверхпроводящие детекторыдетекторы

АстрофизикаАстрофизика ии космологиякосмология

((пределпредел ПаркераПаркера,, нейтронныенейтронные

звездызвезды……))

КатализКатализ распадараспада протонапротона

(Berkeley, Stanford, IBM(Berkeley, Stanford, IBM……))

МонополиМонополи вв космическихкосмических лучахлучах

((СцинтилляторыСцинтилляторы,, ионизационныеионизационные

детекторыдетекторы))

No No monopolemonopole detecteddetected yetyet!!

ЭкспериментальныйЭкспериментальный поискпоиск монополеймонополей




