
РецептРецепт вычислениявычисления энергииэнергии основногоосновного состояниясостояния

ВычислитьВычислить функциюфункцию ГринаГрина квантовойквантовой системысистемы методомметодом

стационарнойстационарной фазыфазы сс учетомучетом квантовыхквантовых поправокпоправок

ПерейтиПерейти кк евклидовомуевклидовому временивремени ии рассмотретьрассмотреть пределпредел

ВсеВсе, , чточто являетсяявляется коэффициентомкоэффициентом припри вв экспоненциальномэкспоненциальном

множителемножителе, , интепретируетсяинтепретируется каккак энергияэнергия основногоосновного состояниясостояния

((вакуумавакуума))

ПредэкпоненциальныеПредэкпоненциальные множителимножители интерпретируютсяинтерпретируются каккак

волновыеволновые функциифункции основногоосновного состояниясостояния

ττ
ττ →→ ∞∞

ττ



ЗадачаЗадача оо двухямномдвухямном потенциалепотенциале

V(x)
SS [[xx((tt))]] ==

TT��

00

ddtt

��
mm

22

��
ddxx

ddtt

��22
−− VV ((xx))

��

VV ((xx)) == λλ((xx22 −− aa22))22

-a                        a

ΔE

Пертурбативная квантовая механика:                                  

Непертурбативные поправки:                                 

ψψLL ≈≈ ψψoosscc00 ((xx ++ aa));; ψψRR ≈≈ ψψoosscc00 ((xx −− aa))

EE00 ==
��ωω

22

ψψ++ ==
11√√
22

((ψψLL ++ ψψRR)) ;; ψψ−− ==
11√√
22

((ψψLL −− ψψRR))

Расщепление спектра: 

Задача: найти величину Δ МетодМетод ВКБВКБ::

ψψ((tt)) ==
11√√
22

��
ψψ++ee

−−iiEE
((++))
00 tt ++ ψψ−−ee

−−iiEE
((−−))
00 tt

��
== ψψLL ccooss((∆∆ ·· tt)) ++ iiψψRR ssiinn((∆∆ ·· tt))

EE00 EE
((++))
00 ==

��ωω

22
−− ∆∆,, EE

[[−−))
00 ==

��ωω

22
++ ∆∆

∆∆ ==
ωω

22
√√
eeππ
ee
−−

22
��

aa��

−−aa

ddxx
√√
22mm((VV ((xx))−−EE00))

mm=1=1



КвантовомеханическиеКвантовомеханические инстантоныинстантоны

ττ == iitt

УравнениеУравнение движениядвижения

ЭнергияЭнергия псевдочастицыпсевдочастицы

Туннельная траектория в евклидовом времени:                                                 

Действие на туннельной траектории (E=0):

SS [[xx((tt))]] ==

TT��

00

ddtt

��
11

22

��
ddxx

ddtt

��22
−− λλ((xx22 −− aa22))22

��

SSEE [[xx((ττ ))]] ==

TT��

00

ddττ

��
11

22

��
ddxx

ddττ

��22
++ λλ((xx22 −− aa22))22

��

dd22xx

ddττ 22
==
ddVV ((xx))

ddxx

11

22

��
ddxx

ddττ

��22
−− VV ((xx)) ≡≡ EE

ddττ ==
ddxx

��
22((EE ++ VV ((xx))))

SSiinnsstt ==

TT��

00

ddττ

��
ddxx

ddττ

��22
==

TT��

00

ddττ
ddxx

ddττ

��
22VV ((xx)) ==

aa��

−−aa

ddxx
��

22VV ((xx)) ==

aa��

−−aa

ddxx
√√

22λλ((aa22 −− xx22)) ==
44

33

√√
22λλaa33



-a                           a

V(0)

КвантовомеханическиеКвантовомеханические инстантоныинстантоны

ЗамечаниеЗамечание:: вв окрестностиокрестности каждогокаждого минимумаминимума

VV ((xx)) ≈≈ 11

22
VV ′′′′((±±aa))((xx ∓∓ aa))22 ≡≡ 11

22
ωω22((xx ∓∓ aa))22

Частота осцилляций:  ωω22 == VV ′′′′((aa)) == 88λλaa22

Высота барьера

много больше EE00 == ωω//22

λλ

ωω33
≪≪ 11

VV ((00)) == λλaa44 == ωω44//6644λλ

((�� == cc == 11))

Подбарьерная траектория: 

Квантовомеханический инстантон:

ddττ ==
ddxx

��
22λλ((xx22 −− aa22))22

xx((ττ )) == aa ttaannhh
ωω((ττ −− ττ00))

22

Задача: найти амплитуды перехода

из вxx((−−∞∞)) == −−aa xx((∞∞)) == ∓∓aa

(Кинк)((КинкКинк))

ττ−−ττ00==

		
11

22λλaa22

xx//aa��

−−11

dd((xx//aa))

11 −− ((xx//aa))22



МультиинстантонныеМультиинстантонные траекториитраектории

GG((±±aa,,−−aa,, TT )) ==

��
DDxx((ττ ))ee−−SS[[xx((ττ ))]] 00 << ττ

((11))
00 << ττ

((22))
00 << ·· ·· ·· << ττ ((nn))00 << TT

ПриближениеПриближение разреженногоразреженного

инстантонногоинстантонного газагаза::

УсреднениеУсреднение попо центруцентру

инстантоновинстантонов::

SSnn == nnSS

ZZnn == CCoonnsstt
TT nn

nn!!
ee−−nnSS == ZZ00KKnn

TT nn

nn!!
ee−−nnSS

ФункцияФункция ГринаГрина гармоническогогармонического

осциллятораосциллятора

TT��

00

ddττ
((11))
00

ττ
((11))
00��

00

ddττ
((22))
00

ττ
((22))
00��

00

ddττ
((33))
00 ·· ·· ··

ττ
((nn−−11))
00��

00

ddττ
((nn))
00 ==

11

nn!!

TT��

00

ddττ
((11))
00

TT��

00

ddττ
((22))
00

TT��

00

ddττ
((33))
00 ·· ·· ··

TT��

00

ddττ
((nn))
00 ==

TT nn

nn!!

ZZ00 ==

		
ωω

ππ
ee−−

ωωTT

22

КвантоваяКвантовая поправкапоправка

KKnn == KKnn



МультиинстантонныеМультиинстантонные траекториитраектории

АмплитудаАмплитуда переходаперехода изиз вв ::xx((−−∞∞)) == −−aa xx((∞∞)) == −−aa ((nn == 22kk))

АмплитудаАмплитуда переходаперехода изиз вв ::xx((−−∞∞)) == −−aa xx((∞∞)) == aa ((nn == 22kk ++ 11))

GG((−−aa,,−−aa,, TT )) == ZZ00

∞∞



kk==00

ee−−22kkSSKK22kk TT
22kk

((22kk))!!
==

		
ωω

ππ
ee−−

ωωTT

22 ccoosshh
��
KKTT ee−−SS

��

∆∆ == KKee−−SS

GG((−−aa,, aa,, TT )) == ZZ00

∞∞



kk==00

ee−−((22kk++11))SSKK22kk++11 TT 22kk++11

((22kk ++ 11))!!
==

		
ωω

ππ
ee−−

ωωTT

22 ssiinnhh
��
KKTT ee−−SS

��

GG((−−aa,,−−aa,, TT )) ==
11

22

		
ωω

ππ

��
ee−−

ωωTT

22 ++
∆∆··TT
22 ++ ee−−

ωωTT

22 −−
∆∆··TT
22

��
GG((−−aa,, aa,, TT )) ==

11

22

		
ωω

ππ

��
ee−−

ωωTT

22 ++∆∆··TT
22 −− ee−−ωωTT

22 −−
∆∆··TT
22

��

GG((xx00 ,, xx;; TT )) ==
∞∞



nn==00

ψψnn((xx00))ψψ∗∗nn((xx))ee−−EEnnTT EE
((±±))
00 ==

ωω

22
∓∓ ∆∆

Задача: найти Δ !



ВкладВклад окрестностейокрестностей инстантоннойинстантонной траекториитраектории

Вторая вариация действия:

δδ22SS[[xx((tt))]] ==
11

22

TT��

00

ddττ δδxx((ττ ))

��
−− dd22

ddττ 22
++ VV ′′′′((xx))

��
δδxx((ττ ))

Задача: найти собственные функции и собственные значения оператора

δδxx((ττ )) ==




nn

CCnnχχnn((ττ ))

== NNee−−SS[[xx]] ddeett

��
−− dd22

ddττ 22
++ VV ′′′′((xx((ττ ))))

��−−11//22

ФункциональныйФункциональный детерминантдетерминант

DD((22))χχnn((ττ )) ==

��
−− dd22

ddττ 22
++ VV ′′′′((xx))

��
χχnn((ττ )) == λλnnχχnn((ττ ))

ZZ == ee−−SS[[xx]]AA
�� ∞∞

nn==00

eexxpp

��
11

22

∞∞



nn==00

λλnnCC
22
nn

��

== ee−−SS[[xx]]AA
∞∞

nn==00

		
22ππ

λλnn



Тривиальная траектория (осцилляции около локального минимума):

ОртонормированныеОртонормированные модымоды::

χχkk((tt)) ==

		
22

TT
ssiinn

ππkktt

TT
;; λλkk ==

ππ22kk22

TT 22
++ωω22 ,, kk == 11,, 22,, 33 .. .. .. GG((−−aa,,−−aa,, TT)) ==

		
ωω

ππ
ee−−

ωωTT

22

Нулевая (трансляционная) мода: 

одно из собственных значений λλ00 == 00

xx((ττ )) == −−aa,, DD((22)) == −− dd22

ddττ 22
++ ωω22

УравнениеУравнение движениядвижения −− ¨̈xx ++ VV ′′ == 00

��
−− dd22

ddττ 22
++ VV ′′′′((xx))

��
ddxx

ddττ
== 00

Мода соответствует нулевому собственному значению λλ00 == 00

ЗамечаниеЗамечание:: ДействиеДействие нана инстантоннойинстантонной траекториитраектории

Смысл возбуждения нулевой

моды – трансляция кинка
xx→→ xx++CC00χχ00 == xx((ττ)) ++

CC00√√
SS

ddxx

ddττ
≈≈ xx

��
ττ ++

CC00√√
SS

��

χχ00 == AA ˙̇xx((ττ ))

SSiinnsstt ==

TT��

00

ddττ

��
ddxx

ddττ

��22
==

11

AA22

TT��

00

ddττχχ2200 ==
11

AA22
AA ==

11√√
SS



В функциональном интеграле Z одно из интегрирований – не гауссово

ZZ == NN

�� ∞∞

nn==00

eexxpp

��
11

22

∞∞



nn==00

λλnnCC
22
nn

��

ee−−SS NNTT

		
SS

22ππ
ddeett′′

��
−− dd22

ddττ 22
++ VV ′′′′

��−−11//22
ee−−SS

НормировкаНормировка нана осцилляторныйосцилляторный детерминантдетерминант::

ZZ

ZZ00
== TT

		
SS

22ππ

��
ddeett′′

��
−−dd22//ddττ 22 ++ VV ′′′′((xx((ττ ))))

��

ddeett [[−−dd22//ddττ 22 ++ ωω22]]

��−−11//22
ee−−((SS−−SS00))

КвантоваяКвантовая поправкапоправка кк инстантоннойинстантонной траекториитраектории::

KK ==

		
SS

22ππ

��
ωω22 ddeett′′

��
−−dd22//ττ 22 ++ VV ′′′′((xx((ττ ))))

��

ddeett[[−−dd22//ττ 22 ++ ωω22 ]]

��−−11//22

Задача: найти собственные функции и собственные значения оператора

DD((22))χχnn((ττ )) ==

��
−− dd22

ddττ 22
++ VV ′′′′((xx))

��
χχnn((ττ )) == λλnnχχnn((ττ ))

VV ′′′′((xx)) == −−44λλaa22 ++ 1122λλxx22

xx((ττ )) == aa ttaannhh
ωωττ

22



ττ

VV ′′′′ПотенциалПотенциал ПёшльПёшль--ТеллераТеллера

Частота осцилляций:  ωω22 == VV ′′′′((aa)) == 88λλaa22

VV ′′′′((xx)) == −−44λλaa22 ++ 1122λλxx22 == ωω22 −− 33ωω22

22 ccoosshh22 ωωττ22

ЗадачаЗадача ПёшльПёшль--ТеллераТеллера::

�

− d2

dτ2
+ ω2 − 3ω2

2 cosh2 ωτ
2

�

χ(τ) = λχ(τ)

κκ ==
��
ωω22 −− λλ

ττ →→ ±±∞∞

�
− d2

dτ2
+ ω2 − λ

�
χ = 0

ВыделяяВыделяя асимптотикуасимптотику:: χχ((ττ )) == ff ((ττ ))eeκκττ

dd22ff

ddττ 22
++ 22κκ

ddff

ddττ
++

33ωω22

22 ccoosshh22 ωωττ22
ff == 00

ξξ == ttaannhh
ωωττ

22 dd

ddxx
ttaannhhxx ==

11

ccoosshh22 xx
== 11−− ttaannhh2

2
xx

11

22
((11 −− ξξ22))

dd22ff

ddξξ22
−− ξξ ddff

ddξξ
++

22κκ

ωω

ddff

ddξξ
++ 33ff == 00



ИИ ещееще однаодна заменазамена переменнойпеременной:: zz == 11++ξξ
22

zz((11 −− zz))ff ′′′′zzzz −−
��

22zz −− 11 −− 22κκ

ωω

��
ff ′′zz ++ 66ff == 00Гипергеометрическое уравнение:

Обычный алгоритм поиска решения в виде ряда: ff ((zz)) ==




nn

BBnnzz
nn





nn

zz((11 −− zz))nn((nn −− 11))BBnnzz
nn−−22 ++





nn

��
11 −− 22zz ++

22κκ

ωω

��
nnBBnnzz

nn−−11 ++




nn

66BBnnzz
nn == 00

nn −− 22 →→ nn nn −− 11 →→ nn





nn

��
−−nn((nn−−11))BBnn++((nn++11))nnBBnn++11−−22nnBBnn++

��
11 ++

22κκ

ωω

��
((nn++11))BBnn++11++66BBnn

��
zznn == 00

Реккурентное соотношение: BBnn++11 == BBnn
−−66 ++ 22nn ++ nn((nn −− 11))

((nn ++ 11))
��
nn ++ 11 ++ 22κκ

ωω

��



BBnn++11 == BBnn
−−66 ++ 22nn ++ nn((nn −− 11))

((nn ++ 11))
��
nn ++ 11 ++ 22κκ

ωω

��

BB00 == 11;; BB11 == −− 66ωω

ωω ++ 22κκ
;; BB22 ==

66ωω22

((ωω ++ 22κκ))((ωω ++ κκ))
;; BB33 == 00 .. .. ..

Собственные функции:

χχ((ττ )) == eeκκττ
��

22κκ −− ωω
22((κκ ++ ωω))

−− 33κκωω

((22κκ ++ ωω))((κκ ++ ωω))
ξξ ++

33ωω22

22((22κκ ++ ωω))((κκ ++ ωω))
ξξ22
��

ξξ == ttaannhh
ωωττ

22

АсимптотическоеАсимптотическое поведениеповедение:: ττ →→ −−∞∞ ξξ →→ −−11

PP ((κκ,, ξξ)) ==

��
22κκ −− ωω

22((κκ ++ ωω))
−− 33κκωω

((22κκ ++ ωω))((κκ ++ ωω))
ξξ ++

33ωω22

22((22κκ ++ ωω))((κκ ++ ωω))
ξξ22
��

11
ττ →→ −−∞∞

ττ →→ ∞∞ ξξ →→ 11 PP ((κκ,, 11)) ==
((κκ −− ωω))((κκ −− ωω//22))

((κκ ++ ωω))((κκ ++ ωω//22))

Локализованные моды: κκ == ωω;; κκ == ωω//22

κκ ==
��
ωω22 −− λλ

λλ00 == 00,, λλ11 ==
33

44
ωω22



Собственные функции:

χχ((ττ )) == eeκκττ
��

22κκ −− ωω
22((κκ ++ ωω))

−− 33κκωω

((22κκ ++ ωω))((κκ ++ ωω))
ξξ ++

33ωω22

22((22κκ ++ ωω))((κκ ++ ωω))
ξξ22
��

κκ == ωω,, λλ00 == 00

χχ00((ττ )) == eeωωττ
��

11

44
−− 11

22
ttaannhh

ωωττ

22
++

11

44
ttaannhh22

ωωττ

22

��
==

11

44
eeωωττ

��
11 −− ttaannhh

ωωττ

22

��22

==
11

22((ee
ωωττ

22 ++ ee−−
ωωττ

22 ))
==

11

44

11

ccoosshh22 ωωττ22
Нулевая (трансляционная) мода

Собственные функции: κκ == ωω//22,, λλ11 ==
33

44
ωω22

χχ11((ττ )) == ee
ωωττ

22

��
−− 11

22
ttaannhh

ωωττ

22
++

11

22
ttaannhh22

ωωττ

22

��
== −− ee

ωωττ

22 −− ee−− ωωττ

22

��
ee
ωωττ

22 ++ ee−−
ωωττ

22

��22

== −− 11

22

ssiinnhh ωωττ
22

ccoosshh22 ωωττ22
Осцилляторная (вибрационная) мода



НепрерывныйНепрерывный спектрспектр

АналитическоеАналитическое продолжениепродолжение::

χχ((ττ )) == eeκκττ
��

22κκ −− ωω
22((κκ ++ ωω))

−− 33κκωω

((22κκ ++ ωω))((κκ ++ ωω))
ξξ ++

33ωω22

22((22κκ ++ ωω))((κκ ++ ωω))
ξξ22
��

κκ == iikk,, λλ == ωω22 ++ kk22

АсимптотическоеАсимптотическое поведениеповедение:: ττ →→ −−∞∞ ξξ →→ −−11 χχ((ττ )) →→ eeiiκκττ

ττ →→ ∞∞ ξξ →→ 11

χχ((ττ )) == eeiikkττ
��

22kk ++ iiωω

22((kk −− iiωω))
++

33iikkωω

((22kk −− iiωω))((kk −− iiωω))
ξξ −− 33ωω22

22((22kk −− iiωω))((kk −− iiωω))
ξξ22
��

PP ((iikk,, 11)) ==
((kk ++ iiωω))((kk ++ iiωω//22))

((kk −− iiωω))((kk −− iiωω//22))

χχ((∞∞)) == eeii((kkττ++δδkk)) eeiiδδkk ==
((kk ++ iiωω))((kk ++ iiωω//22))

((kk −− iiωω))((kk −− iiωω//22))
Фазовый сдвиг

ПотенциалПотенциал ПёшльПёшль--ТеллераТеллера являетсяявляется безотражательнымбезотражательным! ! 



Задача: Найти произведение ненулевых собственных значений по всему спектруλλ

λλ11 ==
33

44
ωω22,, λλkk == ωω22 ++ kk22

Дискретизация: ττ ∈∈ [[00,, TT ]]
ττ →→ 00;; χχ →→ ssiinn((kkττ )) →→ 00

ττ →→ ∞∞;; χχ →→ ssiinn((kkττ ++ δδkk)) →→ 00

МодыМоды осциллятораосциллятора

НормировкаНормировка нана осцилляторныйосцилляторный детерминантдетерминант::

∞∞

nn==22

λλnn

λλ
((00))
nn

== eexxpp

��
∞∞



nn==22

llnn
λλnn

λλ
((00))
nn

��

== eexxpp

��
∞∞



nn==22

llnn
ωω22 ++ kk22nn

ωω22 ++ kk
((00))
nn

22

��

knT + δk = πn, kn =
πn

T
− δk
T

= k(0)n − δk
T

ВВ пределепределе сс точностьюточностью додо членовчленов порядкапорядка ::TT →→ ∞∞ 11//TT 22

∆∆nn == 11 →→ kknn →→
ππ

TT

∞∞



nn==11

llnn
λλnn

λλ
((00))
nn

== −−22

ππ

∞∞��

00

ddkkkkδδkk
ωω22 ++ kk22

∞∞



nn==22

llnn
λλnn

λλ
((00))
nn

≈≈
∞∞



nn==11

llnn

��

11 −− 22kk
((00))
nn δδ((kk

((00))
nn ))

TT ((ωω22 ++ kk
((00))
nn

22
))

��

≈≈ −− 11

TT

∞∞



nn==11

22kk
((00))
nn δδ((kk

((00))
nn ))

ωω22 ++ kk
((00))
nn

22



Вспомогательная задача:  Вычислить интеграл
II == −− 22

ππ

∞∞��

00

ddkkkkδδkk
ωω22 ++ kk22

ЗаменаЗамена переменнойпеременной kk →→ xx == kk//ωω II == −− 22

ππ

∞∞��

00

δδkk
xx ddxx

11 ++ xx22

ЗаменаЗамена
22xx

11 ++ xx22
==
dd

ddxx

��
llnn((11 ++ xx22))

��

ИнтегрированиеИнтегрирование попо частямчастям::

−− 11

ππ

∞∞��

00

ddxx δδkk
dd

ddxx

��
llnn((11 ++ xx22))

��
== −−δδkk llnn((11 ++ xx22))

����∞∞
00

++
11

ππ

∞∞��

00

ddδδkk
ddxx

llnn((11 ++ xx22)) ddxx

ВычислениеВычисление производнойпроизводной
dδk
dx

eeiiδδkk ==
((kk ++ iiωω))((kk ++ iiωω//22))

((kk −− iiωω))((kk −− iiωω//22))

dd

ddxx
eeiiδδkk ==

ddδδkk
ddxx
eeiiδδkk

ПереформулировкаПереформулировка задачизадачи: : 

вычислитьвычислить интегралинтеграл видавида
II((aa)) == −− aa

ππ

∞∞��

−−∞∞

ddxx

((xx22 ++ aa22))
llnn((11 ++ xx22))

II == II((11)) ++ II(( 1122 ))

ddδδkk
ddxx

== −−ii
��

11

xx ++ ii
++

11

xx ++ ii//22
−− 11

xx −− ii −−
11

xx −− ii//22

��
== −− 22

xx22 ++ 11
−− 11

xx22 ++ 11//44



II((aa)) == −− aa
ππ

∞∞��

−−∞∞

ddxx

((xx22 ++ aa22))
llnn((11 ++ xx22))

I2 + I3 = − 1

π

i∞�

i

(−2πi)
a

a2 + z2
dz

Скачок функции на разрезе:llnn((11 ++ zz22))

yy == IImm zz

== −− 11

ππ

∞∞��

11

22ππ
aa

aa22 −− yy22 ddyy == −−22

∞∞��

11

ddyy
aa

aa22 −− yy22 == llnn
yy −− aa
yy ++ aa

��������
11

∞∞

== −− llnn
11 −− aa
11 ++ aa

Простой полюс внутри контура С

в точке :zz == iiaa
IICC == −− 11

ππ
22ππii llnn((11 −− aa22))

aa

22iiaa
== −− llnn((11 −− aa22))

Интеграл, который мы ищем: II((aa)) == IICC −− II22 −− II33 == −− llnn((11 −− aa22)) ++ llnn
11 −− aa
11 ++ aa

== −− 22 llnn((11 ++ aa))

I = I(1) + I(12 )) = −2 ln 2− 2 ln 3
2



ВкладВклад окрестностейокрестностей инстантоннойинстантонной траекториитраектории

((ИтогиИтоги))

КвантоваяКвантовая поправкапоправка кк инстантоннойинстантонной траекториитраектории::

KK ==

		
SS

22ππ

��
ωω22 ddeett′′

��
−−dd22//ττ 22 ++ VV ′′′′((xx((ττ ))))

��

ddeett[[−−dd22//ττ 22 ++ ωω22 ]]

��−−11//22

ВкладВклад дискретногодискретного спектраспектра:: 1

λ
(0)
1

λ2

λ
(0)
2

=
1

ω2
3

4

∞∞

nn==33

λλnn

λλ
((00))
nn

== eexxpp

��
∞∞



nn==33

llnn
λλnn

λλ
((00))
nn

��

== eeII((11))++II((
11
22 )) == ee−−22((llnn

33
22++llnn 22)) ==

11

99

ddeett′′ [[−−dd22//ddττ 22 ++ VV ′′′′((xx))]]

ddeett[[−−dd22//ddττ 22 ++ ωω22 ]]
==

∞∞

nn==11

λλnn

λλ
((00))
nn

ВкладВклад непрерывногонепрерывного спектраспектра::

КвантоваяКвантовая поправкапоправка:: SS ==
ωω33

1122λλ

РасщеплениеРасщепление спектраспектра::

KK ==

		
SS

22ππ

11

1122
==
ωω

2244

		
ωω

66ππλλ

∆∆ == KKee−−SS ==
ωω

2244

		
ωω

66ππλλ
ee−−

ωω
33

1122λλ



ВопросВопрос:: ПриПри какихкаких условияхусловиях применимоприменимо этоэто выражениевыражение?  ?  

∆∆ ====
ωω

2244

		
ωω

66ππλλ
ee
ωω
33

1122λλРасщеплениеРасщепление спектраспектра основногоосновного состояниясостояния::

Приближение разреженного инстантонного газа: SSnn == nnSS

xx((ττ )) == aa ttaannhh
ωω((ττ −− ττ00))

22

Размер инстантона ∼∼ ωω−−11

Расстояние между инстантонами ∼∼ TT//nn
nn ≪≪ ωωTT

ВопросВопрос:: КакоеКакое числочисло инстантоновинстантонов даетдает максимальныймаксимальный вкладвклад вв амплитудуамплитуду?  ?  

∞∞



nn==00

((KKTTee−−
SS

�� ))nn

nn!!
==

∞∞



nn==00

((∆∆ ·· TT ))nn

nn!!
Формула Стирлинга: n! ≈

�n
e

�n

n-й член суммы: ∼∼ ((ee∆∆ ·· TT//nn))nn nn ≈≈ nnmmaaxx == ∆∆ ·· TTМаксимум при

Плотность инстантонов: ∆∆



ЧастицаЧастица вв периодическомпериодическом потенциалепотенциале

VV ((xx)) == VV ((xx ++ 22ππnn))
Например,VV ((xx)) == 11 −− ccooss xx

ωω22 == VV ′′′′((xxmm))//aa22

В окрестности каждого минимума

Квантовая механика:

теорема Блоха

ψψθθ((xx)) ==
∞∞



nn==−−∞∞

eeiinnθθψψ00((xx ++ 22ππnn))ψψθθ((xx ++ 22ππ)) == eeiiθθψψθθ((xx))

РасщеплениеРасщепление спектраспектра ((зоннаязонная структураструктура):):

Задача: найти величину Δ методами функционального интегрирования:         

GG((xxnn ,, xxmm;; TT )) ==

��
DDxxee−−SS[[xx((tt))]] == ZZ00

∞∞



kk==00

∞∞



kk′′==00

δδkk−−kk′′,,ll
kk!!kk′′ !!

��
KKTT ee−−SS

��((kk++kk′′))

Число инстантонов: Число анти-инстантонов:

kk −− kk′′ == mm −− nn ≡≡ ll

EE((θθ)) == ωω//22 −− ∆∆ ccooss θθ



ЗоннаяЗонная структураструктура

G(xn, xm;T ) = Z0

∞


k=0

∞


k′=0

δk−k′,l
k!k′!

�
KTe−S

�(k+k′)
K = ω

	
S

2π�

�
ω2 det′[−d2/τ2 + V ′′(x)]

det[−d2/τ2 + ω2]

�−1/2

δδkk−−kk′′ ,,ll ==

22ππ��

00

ddθθ

22ππ
eexxpp ((ii((kk −− kk′′ −− ll))θθ))

АмплитудаАмплитуда переходаперехода изиз вв ::xm(−∞) xn(∞)

ZZ00 ==

		
ωω

ππ
ee−−

ωωTT

22 GG((xxnn,, xxmm,, TT )) == ZZ00

22ππ��

00

ddθθ

22ππ
ee−−iillθθ

∞∞



kk==00

��
KKTTee−−SSeeiiθθ

��kk

kk!!

∞∞



kk′′==00

��
KKTTee−−SSee−−iiθθ

��kk′′

((kk′′))!!

∆∆ == KKee−−SS

== ZZ00

22ππ��

00

ddθθ

22ππ
ee−−iillθθ eexxpp

��
eeiiθθ

∆∆ ·· TT
22

��
eexxpp

��
ee−−iiθθ

∆∆ ·· TT
22

��
==

		
ωω

ππ
ee−−

ωωTT

22

22ππ��

00

ddθθ

22ππ
ee−−iillθθee∆∆··TT ccooss θθ

Коэффициент при евклидовом времени T: EE((θθ)) == ωω//22 −− ∆∆ ccooss θθ

ЭнергияЭнергия основногоосновного состояниясостояния ((нижняянижняя зоназона))




