
ДляДля фундаментальногофундаментального представленияпредставления::

Генераторы Ta антиэрмитовы:

КалибровочнаяКалибровочная симметриясимметрия: : 

НеабелевыНеабелевы теориитеории

Алгебра g компактной группы

Ли G размерности d и ранга k 

НаиболееНаиболее важныеважные примерыпримеры группгрупп ЛиЛи::

G             d              f

SU(N)       N2-1           N

SO(N)    ½N(N-1)      N

Sp(N)    N(2N+1)      2N

E6 78           27

E7 133         56

E8 248         248

F4 52           6

G2 14           7

( f – размерность минимального представления)

ФизическиеФизические поляполя принимаютпринимают значениязначения

вв алгебреалгебре ЛиЛи:: Φ = φaT a, Aµ = Aa
µT

a

[T a, T b] = fabcT
c

(T a)† = −T a

Fµν = F a
µνT

a = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]

TrT aT b = − 1
2δ

ab

DµΦ = ∂µΦ+ [Aµ, Φ]



КалибровочныеКалибровочные преобразованияпреобразования

Поле и ковариантная производная преобразуются одинаково:

∂µΦ→ U(x)(∂µΦ) + (∂µU(x))Φ

Φ→ Φ′ = U(x)Φ, DµΦ = ∂µΦ+AµΦ→ DµΦ
′ = U(DµΦ)

DµΦ
′ = U(x)(∂µΦ) + (∂µU(x))Φ +A′µUΦ

UAµ = ∂µU +A′µU ; Aµ → A′µ = UAµU
−1 + U∂µU

−1

ЗадачаЗадача 11:: ПроверьтеПроверьте, , чточто припри этомэтом Fµν → F ′µν = UFµνU
−1

ПодсказкаПодсказка: : используйтеиспользуйте тождестватождества

ии

U(∂µU
−1) + (∂µU)U

−1 = 0

U(∂µU
−1)U = −(∂µU)U

−1U = −(∂µU)

ЗадачаЗадача 22:: ПроверьтеПроверьте, , чточто

КалибровочноКалибровочно инвариантныеинвариантные величинывеличины::

[Dµ, Dν ] = DµDν −DνDµ = Fµν

FµνF
µν , Φ†Φ, (DµΦ)

†(DµΦ)

U(∂µU
−1)U(∂νU

−1) = −UU−1(∂µU)(∂νU
−1) = −(∂µU)(∂νU

−1)



SUSU(2) (2) теориятеория ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса

БазисБазис алгебрыалгебры su(2) su(2) –– операторыоператоры,,

связанныесвязанные сс матрицамиматрицами ПаулиПаули :    :    

σiσj = δijI+ iεijkσk, {σi, σj} = 2δijI TiTj =
1

2
[Ti, Tj ] +

1

2
{Ti, Tj}

σσ11 ==

��
00 11
11 00

��
,, σσ22 ==

��
00 −−ii
ii 00

��
,, σσ33 ==

��
11 00
00 −−11

��

ПолеПоле ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса::

ЗадачаЗадача 33:: ПроверьтеПроверьте, , чточто

Ti = −
i

2
σi, [Ti, Tj ] = iεijkTk

Fµν = −ig σa

2

�
∂µAν − ∂νAµ + gεabcA

b
µA

c
ν

�
≡ Fa

µνT
a

ЛагранжианЛагранжиан SU(2) SU(2) теориитеории ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса::

L =
1

2g2
Tr (FµνFµν) =

1

2g2
F a

µνF
b
µν(−ig)2Tr

�
σa

2

σb

2

�
= −1

4
Fa

µνF
a
µν

ЗамечаниеЗамечание:: теориятеория ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса нелинейнанелинейна: : L∼ Tr(∂µAν)A
µAν, Tr(Aν)AµA

νAµ

Aµ = −ig
σa

2
Aa

µ, Dµ = ∂µ − igAa
µ

σa

2



УравненияУравнения поляполя::

ТождествоТождество БьянкиБьянки::
1

2
εµνρσ(D

µF ρσ)a ≡ (DµF̃µν)a = 0

ЗаконЗакон ГауссаГаусса:: DkE
a
k = ∂kE

a
k + εabcA

b
kE

c
k = 0, Ea

k ≡ F a
0k

ЗамечаниеЗамечание:: попо аналогиианалогии сс абелевойабелевой электродинамикойэлектродинамикой, , теориятеория ЯнгаЯнга--

МиллсаМиллса можетможет включатьвключать топологическийтопологический членчлен: : θ ∈ [0, 2π]

∂µ

�
∂L

∂(∂µAa
ν)

�
= ∂µFa

µν + gεabcA
µbF c

µν ≡ (DµFµν)
a = 0

проверка:

DµF̃
µν = ∂µF̃

µν + [Aµ, F̃
µν ] ≡ 0

TrFµνF̃
µν = Tr

�
(∂µAν − ∂νAµ)F̃

µν + (AµAν −AνAµ)
�
F̃µν =

=Tr
�
(∂µAν − ∂νAµ)F̃

µν +Aµ[Aν , F̃
µν ]
�
=Tr

�
(∂µAν − ∂νAµ)F̃

µν −Aµ∂νF̃
µν
�
=

F̃µν = εµνρσ(∂ρAσ +AρAσ)

= Tr
�
∂µAν

�F µν − ∂ν(Aµ
�F µν)

�
=

= Tr {εµνρσ∂µAν(∂ρAσ +AρAσ)

−∂ν(Aµ∂ρAσ +AµAρAσ)

Lθ=
θ

16π2

�
d4xTrFµνF̃

µν=
θ

8π2

�
d4x∂µK

µ; Kµ=εµνρσTr (Aν∂ρAσ+
2

3
AνAρAσ)



КулоновскаяКулоновская калибровкакалибровка:: Aa
0 = 0

Остаточные степени свободы: AAkk →→ AA′′kk == UU ((��xx))AAkkUU
−−11((��xx)) ++ UU ((��xx))∇∇kkUU

−−11((��xx))

ГлобальныеГлобальные ((««большиебольшие»») ) калибровочныекалибровочные преобразованияпреобразования:: U(�x)−−−−→
�x→∞

const

ИнфинитезимальныеИнфинитезимальные преобразованияпреобразования:: U = eαaTa ≈ I+ αaT a + . . .

δAµ = ∂µα+ [Aµ, α] + · · · = Dµα, δFµν = [Fµν , α]

ОченьОчень ПолезнаяПолезная ФормулаФормула:: Tr [εµνρσ(∂µAν)AρAσ] =
1

3
Tr [εµνρσ∂µ(AνAρAσ)]

TrFµνF̃
µν = Tr {εµνρσ∂µAν(∂ρAσ +AρAσ)− ∂ν(Aµ∂ρAσ +AµAρAσ)]

= Tr εµνρσ

	
2∂µ

�
Aν∂ρAσ +

2

3
AνAρAσ

�

= 2∂µKµ Q.E.DQ.E.D

L =
1

2g2
TrFµνF

µν +
θ

16π2
TrFµνF̃

µν =
1

g2
Tr
�
Ȧ2k −B2

k

�
+

θ

4π2
Tr
�
Ȧk ·Bk

�

θ-член не меняет уравнения поля, но меняет импульсы: 

πk =
∂L

∂Ȧk
= 1

g2
Ek +

θ
8π2Bk



ГлобальныеГлобальные преобразованияпреобразования являютсяявляются нетеровскиминетеровскими генераторамигенераторами симметриисимметрии

∂kEk = ej0 Q =
1

4eπ

�
d3x(∂kEk)

НапомнимНапомним: : вв абелевойабелевой электродинамикеэлектродинамике

Генератор U(1) преобразований Закон Гаусса

ЛагранжианЛагранжиан ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса вв кулоновскойкулоновской калибровкекалибровке::

Неабелево магнитное поле:

КаноническоеКаноническое квантованиеквантование поляполя ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса

КаноническиеКанонические координатыкоординаты ии импульсыимпульсы::

ГамильтонианГамильтониан::

L =
1

g2
Tr
�
Ȧ2k −B2

k

�

H = πkȦk − L =
1

g2
Tr
�
E2

k +B2
k

�

ГенераторГенератор калибровочныхкалибровочных преобразованийпреобразований ((зарядзаряд))::

Q(ω) =


d3xTr

�
δL

δȦk
δA
�
= 1

g2



d3xTr (Ek(Dkω)) = − 1

g2



d3xTr ((DkEk)ω)

Ak, πk =
δL

δȦk

= Ȧk = Ek

Bk =
1
2εkijFij = εkijDiAj



СкобкаСкобка ПуассонаПуассона::

НапомнимНапомним: : вв U(1) U(1) электродинамикеэлектродинамике законзакон ГауссаГаусса эквивалентенэквивалентен условиюусловию

(кулоновская калибровка)

∇ · A = 0

Aµ =

�
d4k

�
aµ(k)e

ikx + a∗µ(k)e
−ikx

�
= A⊥µ (x) +A�µ(x) A

�
k(x) = 0

(2 физические степени свободы, связанные с поперечной поляризацией)

ЗаконЗакон ГауссаГаусса вв теориитеории ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса:: DkE
a
k = ∂kE

a
k + εabcA

b
kE

c
k = 0

КаноническиеКанонические коммутационныекоммутационные соотношениясоотношения вв теориитеории ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса::

�
Aa

i (x, t), E
b
j (y, t)

�
= δabδijδ

(3)(x− y)
qk → Aa

k

πk → Ea
k

Уравнения

движения:

Ȧa
i (x)={Aa

i (x), H}=


d3y

�
Aa

i (x), E
b
j (y)

�
Eb

j (y)=Ea
i (x)

�
Ba

i (x, t), E
b
j (y, t)

�
= εijk

�
δab

∂

∂xk

δ(3)(x− y)− εabcA
c
kδ
(3)(x− y)

�

Ėa
i (x)={Ea

i (x), H}=εijk

�
∂jB

a
k(x) + εabcA

b
jB

c
k

�
= εijkDjB

a
k

{F (x), G(y)} =


d4z

�
δF (x)
δq(z)

δG(y)
δπ(z) −

δF (x)
δπ(z)

δG(y)
δq(z)

�



ТеорияТеория ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса: : ЕвклидоваЕвклидова формулировкаформулировка

t = −iτ F a
0i = ∂0Ai − ∂iA0 + gεabcA

b
0A

c
i → i∂τA

a
i − ∂iA0 + gεabcA

b
0A

c
i

?t = −iτ, A0 = iA0 F a
0i → i(∂τA

a
i − ∂iA0 + gεabcA

b
0A

c
i )

ЕвклидовоЕвклидово действиедействие ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса::

SE =

�
d4x

�
1

2
F a
0iF

a
0i +

1

4
F a

ijF
a
ij

�
=
1

4

�
d4xF a

µνF
a
µν

S =
1

4

�
d3xdtFa

µνF
a
µν =

�
d3xdt

�
−1
2
Fa
0iF

a
0i +

1

4
Fa

ijF
a
ij

�
→ − iSE

ЗамечаниеЗамечание:: вв калибровкекалибровке действиедействие имеетимеет каноническийканонический видвид::Aa
0 = 0

S =

�
d3xdt

�
−1
2
(∂0Ai)

2+
1

4
Fa

ijF
a
ij

�
→ SE =

�
d4x

�
1

2
(∂0Ai)

2+
1

4
Fa

ijF
a
ij

�



ЗамечаниеЗамечание:: каноническое квантование полей Янга-Миллса осложняется

той же проблемой отсутствия в действии переменной, канонически

сопряженной компоненте связьAa
0

ФиксацияФиксация калибровкикалибровки:: G[A(x)] = 0

УсловиеУсловие невырожденностиневырожденности калибровкикалибровки:: det

����
δG[Aα(x)]

δα(y)

���� �= 0

Φ(1) = πa
0 = 0

Условие сохранения связи: Φ̇(1) = {Φ(1),H} = (Diπi)
a = DiE

a
i = Φ

(2)

Трюк Фаддева-Попова: вставка единицы в производящий функционал

Aα
µ = U [Aµ + ∂µ]U

−1

ФункциональныйФункциональный интегралинтеграл попо полямполям ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса

1 =

�
Dα(x) δ(G(Aα)) det

�
δG(Aα)

δα

�

КалибровкаКалибровка ЛоренцаЛоренца::

�
DA→

�
DA

�
DωG(A) = ∂µAa

µ − ωa(x)

Z =

��
Dα
��

D[A]δ(G(Aα)) det

�
δG(Aα)

δα

�
e−S[A]

�
D[Aµ(x)]e

−
�

d4x
�
− 1

2g2
TrFµνFµν

�



УсреднениеУсреднение попо дополнительнойдополнительной переменнойпеременной интегрированияинтегрирования::

НапомнимНапомним: : сдвигсдвиг калибровкикалибровки нене меняетменяет dd--функциифункции: : 

ВычислениеВычисление детерминантадетерминанта калибровкикалибровки:: U = eαaTa ≈ I+ αaT a + . . .

Aα
µ = U [Aµ + ∂µ]U

−1 ≈ Aµ + δAµ = Aµ + ∂µα+ [Aµ, α] + · · · = Aµ +Dµα

HomeworkHomework:: используяиспользуя алгебруалгебру матрицматриц ПаулиПаули, , запишитезапишите соответствующеесоответствующее

преобразованиепреобразование вв компонентныхкомпонентных обозначенияхобозначениях Aµ = −ig σa

2 A
a
µ, Dµ = ∂µ − igAa

µ
σa

2

ЗамечаниеЗамечание:: параметрпараметр калибровочногокалибровочного преобразованияпреобразования aa ведетведет себясебя каккак

скалярное полеполе вв присоединенномприсоединенном представлениипредставлении SU(2)SU(2)

δ(∂µAµ) = δ(∂µAµ − ω(x))

Z[A] =

�
DADωδ(∂µAa

µ − ωa)det

�
δG[Aα]

δα

�
e−

�
d4xω2

2ε e−S[A]

G[Aα
µ ] = ∂µAα

µ + ∂µDµα
δG[Aα]

δα
= ∂µDµ det

�
δG[Aα]

δα

�
= det(∂µDµ)

=

�
DAdet

�
δG(Aα)

δα

�
e−

1

2ε

�
d4x(∂µAa

µ)
2

e−S[A]

Z =

�
DAdet (∂µDµ) e

− 1

2ε

�
d4x(∂µAa

µ)
2

e
−
�

d4x
�
− 1

2g2
TrFµνFµν

�



НапомнимНапомним:: трюк Фаддеева-Попова - детерминант может быть

записан в виде функционального интеграла по набору вспомогательных

антикоммутирующих полей духов :ca, c̄a

det ∂µDµ

det (∂µDµ) =

�
DcDc̄ e−

�
d4x c̄(−∂µDµ)c, c = − i

2
σaca ∈ su(2)

ПолныйПолный производящийпроизводящий функционалфункционал сс источникамиисточниками::

Z[J ] =

�
DADc̄Dc e−Seff [A,c̄,c]+JµAµ , Seff = S

(0)
eff + S

(int)
eff

S
(0)
eff =

1

2

�
d4xAa

µ

�
δµν�− (1−

1

ǫ
)∂µ∂ν

�
Aa

ν −
�

d4x c̄a(�)ca

+

�
d4x εabcc̄

aAc
µ∂µcb

ПропагаторПропагатор поляполя ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса: : 

a              b

m n
Gab

µν(k) = δab

	
δµνk

2 +

�
1

ǫ
− 1
�
kµkν


−1
=

δab

k2

	
δµν + (ǫ− 1)

kµkν

k2




Sint
eff =

g

2

�
d4x εabcA

b
µA

c
ν(∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ) +

g2

4

�
d4x εabnεncdA

a
µA

b
νA

c
µA

d
ν



ПропагаторПропагатор поляполя духовдухов: : Gab(k) =
δab

k2
a        k           b

ВершинаВершина : : c̄Ac
ВершинаВершина : : AAA g

ВершинаВершина AAAAAAAA : : 

g2

..+ симметрия по перестановке всех индексов..

ПоправкаПоправка полейполей духовдухов кк пропагаторупропагатору полейполей ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса::

+

g

Вклад полей духов сокращает вклады двух нефизических поляризаций

полей Янга-Миллса в петлях при вычислении амплитуд рассеяния

скалярных частиц или фермионов



BRST BRST симметриясимметрия

ЭффективныйЭффективный лагранжианлагранжиан:: L = −1
4
F a

µνF
µνa − 1

2ǫ
(∂µAa

µ)
2 + c̄a(−∂µDab

µ )c
b

ЗамечаниеЗамечание:: эквивалентнаяэквивалентная формаформа записизаписи черезчерез вспомогательноевспомогательное нединамическоенединамическое

полеполе ::BBaa
L = −1

4
F a

µνF
µν a +

ǫ

2
(Ba)2 + Ba(∂µAa

µ) + c̄a(−∂µDab
µ )c

b

Z → Z

�
DBei

�
d4x [ ǫ

2
(Ba)2+Ba(∂µAa

µ)]

ПроверкаПроверка::

сдвиг переменной: Ba → Ba − 1
ǫ
∂µAa

µ

= Z Ne−i
�

d4x 1

2ǫ
(∂µAa

µ)
2

ГлобальнаяГлобальная БРСТБРСТ симметриясимметрия::
c̄a → c̄a + δc̄a, δc̄a = ηBa

h- нильпотентный параметр

BRST преобразований, h2 = 0 Ba → Ba + δBa, δBa = 0

ЗамечаниеЗамечание:: припри инфинитезимальныхинфинитезимальных калибровочныхкалибровочных преобразованияхпреобразованиях

ca → ca + δca, δca = −1
2
ηεabcc

bcc

БРСТБРСТ симметриясимметрия –– этоэто калибровочныекалибровочные

преобразованияпреобразования сосо специальнымспециальным выборомвыбором

параметрапараметра αa = ηca

Aa
µ → Aa

µ + δAa
µ, δAa

µ = η Dab
µ cb

Aa
µ → Aa

µ + δAa
µ, δAa

µ = Dab
µ αb



ЗамечаниеЗамечание 1:1: Оператор БРСТ заряда нильпотентен:

ПроверкаПроверка инвариантностиинвариантности::

δca = ηBa

δBa = 0 , δAµ = η Dab
µ cb

δ[Ba∂µAa
µ] = Ba∂µδAa

µ = ηBa(∂µDab
µ )c

b
ЗадачаЗадача:: ПроверьтеПроверьте, , чточто

δ
�
(∂µDab

µ )c
b
�
= 0

генераторгенератор Q Q инфинитезимальныхинфинитезимальных БРСТБРСТ преобразованийпреобразований: : 

Aa
µ → (Aa

µ)
′ = eηQAa

µ ∼ Aa
µ + ηQAa

µ = Aa
µ + δAa

µ; QAa
µ = Dab

µ cb

Q2Aa
µ = Q2ca = 0

ЗамечаниеЗамечание 2:2: уравненияуравнения движениядвижения длядля поляполя ::Bµ

ǫBa = −∂µAa
µ

поле Ba идентифицируется с нефизическими степенями

свободы поля Янга-Миллса:

∂L
∂Ba = ǫBa + ∂µAa

µ = 0

kµe(±)µ �= 0

e±µ =
1

2|�k| (k
0,±�k) - нефизические поляризации

δ
�
c̄a(−∂µDab

µ )c
b
�
= δc̄a(−∂µDab

µ )c
b + c̄aδ

�
(−∂µDab

µ )c
b
�
=

= −η Ba(−∂µDab
µ )c

b − c̄aδ
�
(∂µDab

µ )c
b



КвантоваяКвантовая теориятеория ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса

МетодМетод фоновогофонового поляполя:: Aµ = Āµ + δAµ

Фоновая компонента, медленно

меняющаяся (при низких энергиях)  

Флуктуации («глюоны»)

Fµν ≈ F̄µν + D̄µδAµ − D̄νδAµ + [δAµ, δAν ]

D̄µ = ∂µ + [Āµ, · ]

РазложениеРазложение действиядействия::

квадратичные по флуктуациям члены:

S ≈ 1

g2

�
d4xTr

�
1

2
F̄µν F̄

µν+2F̄ µν(D̄µδAν)+(D̄
µδAν)(D̄µδAν)−(D̄µδAν)(D̄νδAµ)

δ2S ∼ 1

g2

�
d4xTr

�
(D̄µδAν)(D̄µδAν)− (D̄µδAν)(D̄νδAµ) + F̄µν [δAµ, δAν ]

�

ИнфинитезимальныеИнфинитезимальные калибровочныекалибровочные преобразованияпреобразования:: U = eαaTa ≈ I+ αaTa + . . .

δgaugeĀµ = 0, δgauge(δAµ) = D̄µα+ [δAµ, α]

−F̄µν [δAµ, δAν ] + 2(̄D
µδAν)[δAµ, δAν ] +

1

2
[δAµ, δAν ][δAµ, δAν ]

�



ФиксацияФиксация калибровкикалибровки:: калибровкакалибровка фоновогофонового поляполя

G[Ā; δA] = D̄µδAµ = 0

ЧленЧлен, , фиксирующийфиксирующий калибровкукалибровку::

ЗамечаниеЗамечание:: этотэтот выборвыбор упрощаетупрощает слагаемыеслагаемые вово второйвторой вариациивариации действиядействия::
�
d4xTr (D̄µδAν)(D̄νδAµ) = −

�
d4xTr δAν(D̄

µD̄ν)δAµ =

= −
�
d4xTr δAν

�
[D̄µ, D̄ν ] + D̄νD̄µ

�
δAµ =

�
d4xTr

�
δAν [F̄

µν , δAµ] + (D̄
µδAµ)

2
�

Sgauge =
1

g2

�
d4xTr (D̄µδAµ)

2

S + Sgauge =
1

g2

�
d4xTr

�
1

2
F̄µνF̄

µν + 2F̄µνD̄µδAν + (D̄
µδAν)(D̄µδAν)

−2F̄µν [δAµ, δAν ] + 2(̄D
µδAν)[δAµ, δAν ] +

1

2
[δAµ, δAν ][δAµ, δAν ]

�

ТрюкТрюк ФаддееваФаддеева--ПоповаПопова:: Āα
µ = Āµ, δĀα

µ = δAµ + D̄µα+ [δAµ, α]

1 =

�
Dα δ(G[Āα; δAα]) det

�
∂G

∂α

�
Интеграл по антикоммутирующим полям духов

det

�
∂G

∂α

�
=

�
DcDc̄ exp

�
− 1

g2

�
d4xTr

�
−c̄D̄2c+ c̄[D̄µδAµ, c]

��



ДействиеДействие квантовойквантовой теориитеории ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса::

S =
1

g2

�
d4xTr

�
1

2
F̄µνF̄

µν + 2F̄µνD̄µδAν+

+(D̄µδAν)(D̄µδAν)− 2F̄µν [δAµ, δAν ] + (D̄
µc̄)(D̄µc)+

+2(̄DµδAν)[δAµ, δAν ] +
1

2
[δAµ, δAν ][δAµ, δAν ] + c̄[D̄µδAµ, c]

�

ПриближениеПриближение:: фоновоефоновое полеполе минимизируетминимизирует классическуюклассическую частьчасть действиядействия

«Классическая» часть

однопетлевая

поправка

Высшие порядки

≈
�
det−

1

2D
(2)
δA

� �
det+1D(2)

c

�
e
− 1

g2

�
d4xTr F̄µν F̄µν

D
(2)
δA = −D̄2δµν − 2[F̄µν , ·], D(2)

c = −D̄2

ЭффективноеЭффективное однопетлевоеоднопетлевое действиедействие квантовойквантовой теориитеории ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса::

Z[Ā, δA] = e
− 1

g2

�
d4xTr F̄µν F̄µν

�
DδADc̄Dc e−S[Ā,δA,c̄,c]≈

Seff [Ā] =
1

g2

�
d4xTr F̄µνF̄

µν +
1

2
Tr lnD

(2)
δA −Tr lnD(2)

c



ДухиДухи:: ∆1 = ∂µĀµ + Āµ∂
µ, ∆2 = [Ā

µ, [Āµ, ·]]

ln(1 + x) = x− 1
2x

2 + . . .По аналогии с теорией f4 :

Вклад в общую

нормировку
Tr (−�)−1∆1 ∼ TrAµ = 0

Tadpole ghost: Tadpole ghost: 

РыбаРыба сс духамидухами: : 

Tr (−�)−1∆2=
�

d4k

(2π4)
Tr Āµ(k)Āν(−k)

�
d4p

(2π4)

δµν

p2

= Tr ln(−�) + Tr
�
(−�)−1(∆1 +∆2)

�
− 1

2
Tr
�
(−�)−1(∆1 +∆2)2

�
+ . . .

Квадратичная расходимость

−1
2
Tr
�
(−�)−1∆1(−�)−1∆1

�
=
1

2
Tr

�
d4k

(2π)4
Āµ(k)Āν(−k)Σc

µν(k)

Σc
µν=

�
d4p

(2π)4
(2p+ k)µ(2p+ k)ν

p2(p+ k)2

Tr lnD(2)
c = Tr ln(−�+∆1+∆2) = Tr ln(−�)+Tr ln(1+(−�)−1(∆1+∆2)) =



ВкладВклад духовдухов вв пропагаторпропагатор: : TrT aT b = Cadjδ
ab

Функциональный след
ВкладВклад глюоннойглюонной петлипетли::

D
(2)
δA = −D̄2δµν − 2[F̄µν , ·], D(2)

c = −D̄2
дает добавочный множитель 4tr δµν

Tr lnD
(2)
δA = Tr ln(4D(2)

c − 2[F̄µν , ·]) = Tr ln(−4�− 2[F̄µν , ·]) =

= 4

	
Tr ln(−�)− 1

2
Tr (−(�)−1[F̄µν , (−(�)−1F̄µν , ·]] + . . .




Tr lnD(2)
c = Tr ln(−�) = Cadj

3(4π)2

�
d4k

(2π)4
tr [Āµ(k)Āν(−k)](kµkν−k2δµν) ln

�
Λ2

k2

�

1

2
Tr lnD

(2)
δA =

1

2

	
4

3
− 8


Cadj

(4π)2

�
d4k

(2π)4
tr [Āµ(k)Āν(−k)](kµkν−δµνk2) ln

�
Λ2

k2

�

= −8Cadj

(4π)2

�
d4k

(2π)4
tr [Āµ(k)Āν(−k)](kµkν − δµνk2) ln

�
Λ2

k2

�
−4 1

2

�
d4k

(2π)4
tr [Āµ(k)Āν(−k)]

�
d4p

(2π)4
−4(kρδµν − kσδµρ)(kσδ

ν
ρ − kρδ

ν
σ)

p2(p + k)2
=

SU(2) : (Ta)bc =−iεabc



ЭффективноеЭффективное однопетлевоеоднопетлевое действиедействие квантовойквантовой теориитеории ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса::

�
d4xTr F̄µνF̄

µν =

�
d4k

(2π)4
tr [Āµ(k)Āν(−k)](kµkν − δµνk2)

Seff [Ā] =
1

g2

�
d4xTr F̄µνF̄

µν +
1

2
Tr lnD

(2)
δA −Tr lnD(2)

c

1

2
Tr lnD

(2)
δA =

1

2

	
4

3
− 8


Cadj

(4π)2

�
d4k

(2π)4
tr [Āµ(k)Āν(−k)](kµkν−δµνk2) ln

�
Λ2

k2

�

−Tr lnD(2)
c = − Cadj

3(4π)2

�
d4k

(2π)4
tr [Āµ(k)Āν(−k)](kµkν − k2δµν) ln

�
Λ2

k2

�

Бегущая константа связи неабелевой калибровочной теории:

1

g2(µ)
=
1

g2
+

Cadj

(4π)2

	
−1
3
+
1

2

�
4

3
− 8
�

ln

�
Λ2UV

µ2

�
=
1

g2
− 11
3

Cadj

(4π)2
ln

�
Λ2UV

µ2

�

Знак „-“ !
Асимптотическая свобода КХД

(Д.Гросс, Ф.Вилчек и Д.Политцер, 1973)



SU(2) SU(2) МодельМодель ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса--ХиггсаХиггса

Ti = −
i

2
σi, [Ti, Tj ] = iεijkTk

L =
1

2g2
Tr (FµνFµν) −

1

g2
Tr (DµΦ)

2 + V (Φ) =

Aµ = −ig
σa

2
Aa

µ = Aa
µT

a ∈ su(2), Fµν = F a
µνT

a ∈ su(2), Φ = ΦaT a ∈ su(2)

ПотенциалПотенциал ХиггсаХиггса::

F a
µν = ∂µAν − ∂νAµ + gεabcA

b
µA

c
ν , DµΦ

a = ∂µΦ
a + gεabcA

b
µΦ

c

V (Φ) =
λ

4
(ΦaΦa − a2)2

УравненияУравнения поляполя::

Dµ = ∂µ − igAa
µ

σa

2

ТождестваТождества БианкиБианки::

DµF a
µν = gεabcΦ

bDνΦ
c, DµDµΦ

a = λΦa(ΦbΦb − a2)

Dµ �F a
µν ≡ 0

ТензорТензор энергииэнергии--импульсаимпульса:: Tµν = F a
µρF

aρ
ν + (DµΦ

a)(DνΦ
a)− gµνL

ЗадачаЗадача:: ПроверьтеПроверьте! ! 

ЭнергияЭнергия:: E=

�
d3x T00=

�
d3x

	
1

4
F a

µνF
aµν+

1

2
(DµΦ

a)(DµΦa)+
λ

4
(ΦaΦa−a2)2




= −1
4
Fa

µνF
aµν +

1

2
(DµΦ

a)(DµΦa) + V (Φ)



ВакуумВакуум ХиггсаХиггса:: ΦaΦa = a2, Fa
µν = 0, DµΦ

a = 0

ФлуктуацииФлуктуации скалярногоскалярного поляполя нана фонефоне вакуумавакуума::Φa = (0, 0, a+ ξ)

1. 1. ПолеПоле ХиггсаХиггса постояннопостоянно вв вакуумевакууме::

2. 2. ВВ вакуумевакууме симметриясимметрия теориитеории нарушенанарушена:: SU(2)→ U(1)

Φvac = −
i

2

�
a 0
0 −a

�
= aT 3

(DµΦ
a)(DµΦa) ≈ (∂µξ)(∂

µξ) + g2a2
�
(A1µ)

2 + (A2µ)
2
�
, V (Φ) ≈ λ

2
a2ξ2

Массовый член калибровочного поля Массовый член скалярного поля

A±µ =
1√
2
(A1µ ±A2µ)⇒mv = ga, A3µ ⇒ m = 0 ms = a

√
λ

ЗамечаниеЗамечание:: ненарушеннаяненарушенная вакуумнаявакуумная симметриясимметрия U(U(1), 1), ассоциированнаяассоциированная

сс вращениямивращениями вокругвокруг векторавектора , , можетможет бытьбыть сопоставленасопоставлена

электромагнитной подгруппе

ΦaTa

Q =
g

a
(ΦaT a)ГенераторГенератор электрическогоэлектрического зарядазаряда::

Aem
µ = Aa

µΦ
a/a

Собственные значения Q: q = ±g

2

ЗадачаЗадача:: ПокажитеПокажите, , чточто законзакон ГауссаГаусса вв моделимодели ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса--ХиггсаХиггса имеетимеет видвид: : 

DnEn − ig [Φ, D0Φ] = 0, En = F0n



МонопольМонополь тт ХуфтаХуфта--ПоляковаПолякова

DnΦ
a = ∂nΦ

a + gεabcA
b
nΦ

c −→
r→∞

0 Φ̂aΦ̂a −→
r→∞

1 Φ̂a −→
r→∞

r̂a=
ra

r

««ЕжЕж»»∂n

�ra

r

�
=

r2δan − rarn

r3
= (δanδck − δakδnc)

rcrk

r3
= εabcεbkn

rcrk

r3

МодельМодель ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса--ХиггсаХиггса допускаетдопускает существованиесуществование классическихклассических

решенийрешений сс кулоновскойкулоновской асимптотикойасимптотикой магнитногомагнитного поляполя -- монополеймонополей

ТопологияТопология:: S2vac :=
�
Φ : ΦaΦa = a2

�
, Φ : S2∞ �→ S2vac, Π2(S

2) = Z

ТопологическийТопологический токток:: kµ =
1

2ga3
εµνρσεabc∂

νΦa∂ρΦb∂σΦc, ∂µkµ ≡ 0

Индекс отображения:                 Q =

�
d3xk0 =

1

2ga3

�
d3x εabcεmnk∂m(Φ

a∂nΦ
b∂kΦ

c) =

=
1

2ga3

�
d2Sn εabcεmnkΦ

a∂nΦ
b∂kΦ

c

Aa
k(r) −→

r→∞
1

g
εakn

rn
r2
, Ba

n =
1

2
εnmkF

a
mk −→

r→∞
rnra
gr4

SO(3)× SO(3)→ SO(3)

ЭлектромагнитнаяЭлектромагнитная подгруппаподгруппа: : Fµν = Fa
µνΦ̂

a, Bn →
r→∞

rn

gr3



ПереходПереход отот координаткоординат кк локальнымлокальным

координатамкоординатам нана сфересфере SS22
vacvac ::

rn = (x, y, z)
ξα

∂nΦ
a =

∂Φa

∂ξα

∂ξα

∂rn

, d2Sn =
1

2
εnmkεαβ

∂rm

∂ξα

∂rk

∂ξβ
d2ξ

g = det (∂αΦ̂
a, ∂βΦ̂

a)=
4πn

g
, n ∈ Z

Q=
1

2ga3

�
d2Sn εabcεmnkΦ

a∂nΦ
b∂kΦ

c =
1

g

�
d2ξ
√
g =

АнзацАнзац тт´́ХуфтаХуфта--ПоляковаПолякова:: Φa =
ra

gr2
H(r), Aa

n = εamn
rm

gr2
[1−K(r)], Aa

0 = 0

r→ ζ = gar

E =
4πa

g

�
dζ

ζ2

�
ζ2
�
dK

dζ

�2
+
1

2

�
dH

dζ
−H

�2
+
1

2
(K2 − 1)2 + k2H2 +

λ

4g2
(H2 − ζ2)

#

УравненияУравнения поляполя::
d2K

dζ2
= KH2 +K(K2 − 1), ζ2

d2H

dζ2
= 2K2H +

λ

g2
H(H2 − ζ2)

DnΦ
a =

δan

gr2
KH+

rarn

gr4

�
ζ
dH

dζ
−H −KH

�
, Ba

n =
rnra

gr4

�
1−K2 + ζ

dK

dζ

�
−δan

gr2
ζ
dK

dζ



Тождество Бианки:

ГраничныеГраничные условияусловия::

K(ζ) −→
r→0

1, H(ζ) −→
r→0

0, K(ζ) −→
r→∞

0, H(ζ) −→
r→∞

ζ

МагнитныйМагнитный зарядзаряд:: DnB
a
n ≡ 0

Qmag =
1

a

�
d2SnBn=

1

a

�
d2SnB

a
nΦ

a=
1

a

�
d3xBa

nDnΦ
a =

=
4π

g

∞�

0

dζ

ζ2
�
(K2 − 1)(H − ζH ′)− 2ζK′KH

�
=
4π

g

∞�

0

dζ
d

dζ

�
1−K2

ζ

�
=
4π

g

ДионДион::

Qel=
1

a

�
dSnEn=

1

a

�
dSnE

a
nΦ

a=
1

a

�
d3xEa

nDnΦ
a

Aa
0 = 0→ Aa

0 =
ra

gr2
J(r), Ea

n = F a
0n

ζ2K′′ = K(H2 − J2) +K(K2 − 1)
ζ2H ′′ = 2K2H + λ

g2
H(H2 − ζ2)

ζ2J ′′ = 2K2J J(r)−→
r→0

0, J(r) −→
r→∞

Cr

Qel=
4π

g

∞�

0

dζ

ζ2
�
2JHK2+ ζ2J′H′+JH− ζ(J′H+H′J)

�
=
4π

g

∞�

0

dζ
d

dζ

�
ζH

d

dζ

�
JH

ζ

��
=
4πC

g

ЭлектрическийЭлектрический зарядзаряд::



КалибровочнаяКалибровочная нулеваянулевая модамода монополямонополя

ЗамечаниеЗамечание 1:1: анзацанзац тт´́ХуфтаХуфта--ПоляковаПолякова статиченстатичен ии

ЗамечаниеЗамечание 2:2: ненарушеннаяненарушенная вакуумнаявакуумная симметриясимметрия U(U(1), 1), ассоциированнаяассоциированная

сс вращениямивращениями вокругвокруг векторавектора , , соответствуетсоответствует электромагнитной

подгруппе

ЗамечаниеЗамечание 33:: КалибровочныеКалибровочные перобразованияперобразования могутмогут зависетьзависеть отот временивремени

ΦaT a

A0 = 0

An(r, 0)→ An(r, t) = U(r, t)An(r, 0)U
−1(r, t)− i

g
U(r, t)∂nU

−1(r, t)

ПериодическиеПериодические попо временивремени калибровочныекалибровочные преобразованияпреобразования ::U(r, t) = eigα(r)t

Φ(r, 0)→ Φ(r, t) = U(r, t)Φ(r, 0)U−1(r, t)

An(r, δt) ≈ An(r) + (ig[α,An(r)]− ∂nα) δt
U(r, t) ≈ I+ igα(r)δt

Φ(r, δt) ≈ Φ(r) + ig[α,Φ(r)]δt

ИнфинитезимальныеИнфинитезимальные преобразованияпреобразования: : 

∂0An = ig[α,An(r)]− ∂nα = −Dnα, ∂0Φ = ig [α,Φ]

A0(r, 0) = 0→ A0(r, t) = −
i

g
U(r, t)∂0U

−1(r, t) = −α(r)
Чистая калибровка

ПараметрПараметр преобразованияпреобразования aa(r)(r) задаетзадает калибровочнуюкалибровочную нулевуюнулевую модумоду::

�
∂0An

∂0Φ

�



««КинетическаяКинетическая энергияэнергия»» монополямонополя: : 

�
d3xTr (EnEn +D0ΦD0Φ) = 0

?
ЗаконЗакон ГауссаГаусса::

Тривиальное решение:   

DnEn − ig [Φ, D0Φ] = 0

En = D0Φ = 0

Дополнительное условие на нулевую моду монополя: фоновая калибровка

ЗамечаниеЗамечание:: калибровочныекалибровочные преобразованияпреобразования нене меняютменяют поляполя ии производныепроизводные::

Ea
n = ∂0An −DnA0 = −Dnα+Dnα ≡ 0

D0Φ = ∂0Φ+ ig[A0,Φ] = ig [α,Φ]− ig [α,Φ] ≡ 0

Dn(∂0An)− ig [Φ, (∂0Φ)] = 0

Нетривиальное решение:   α = Υ̇(t)Φ U (r, t) = exp{igΥ̇(t)Φ(r) t} ≈ I+ igΥ̇Φ δt

∂0An = Υ̇DnΦ, ∂0Φ = 0

BPS монополь

En=∂0An=Υ̇(t)DnΦ=Υ̇(t)Bn, D0Φ = 0

1

2
Υ̇2
�
d3xDnΦ

aDnΦ
a =

Υ̇2

2

�
d3xBa

nB
a
n =

2πa

g
Υ̇2 =

1

2
MΥ̇2

««КинетическаяКинетическая энергияэнергия»» монополямонополя: : 

Уравнения Богомольного выполняются

и для флуктуаций полей
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