
ПроблемаПроблема::

ДействиеДействие свободногосвободного электромагнитногоэлектромагнитного поляполя

УравнениеУравнение длядля функциифункции ГринаГрина::

Gνρ(x) =

�
d4k

(2π)4
Gνρ(k)e

ikµxµ

оператор сингулярен, он тождественен нулю

для любой функции (чистая калибровка) – функция Грина? 
−k2δµν + kµkν
∼ ∂µα(x)

Производящий функционал

ФиксацияФиксация калибровкикалибровки:: наложеноналожено условиеусловие G(A) = 0

??

ЗамечаниеЗамечание :: интегрирование по калибровочным орбитам приводит к

бесконечному учету вклада одной и той же конфигурации.

Z[Jµ] =

�
D[Aµ(x)]e−

�
d4x[− 1

4
FµνF

µν−JµAµ]

S = −1

4

�
d4xFµνF

µν =
1

2

�
d4x Aµ{ηµν �− ∂µ∂ν}Aν

((ηηµµνν �� −− ∂∂µµ∂∂νν ))GGννρρ((xx −− yy)) == iiδδµµρρδδ((xx −− yy))

((−−kk22ηηµµνν ++ kkµµkkνν ))GGννρρ((kk)) == iiδδµµρρ



Aαµ = Aµ +
1

ε
∂µα(x) L = −1

4
FµνF

µν → L+ LG = −1

4
FµνF

µν − 1

2ε
(∂µAµ)

2

Член, фиксирующий калибровку

УравнениеУравнение длядля функциифункции ГринаГрина::

SS == −− 11

22

��
dd44xx AAµµ{{ηηµµνν �� ++

��
11

εε
−− 11

��
∂∂µµ∂∂νν}}AAνν

Фотонный

пропагатор:   

Gνρ(x) =

�
d4k

(2π)4
Gνρ(k)e

ikµxµ

ЗадачаЗадача:: проверьтепроверьте,,чточто G−1µν (k)G
νρ(k) = δρµ

КалибровкаКалибровка ФейманаФеймана::

КалибровкаКалибровка ЛандауЛандау::

((ηηµµνν �� ++

��
11

εε
−− 11

��
∂∂µµ∂∂νν ))GGννρρ((xx −− yy)) == δδµµρρδδ((xx −− yy))

��
−−kk22ηηµµνν −−

��
11

εε
−− 11

��
kkµµkkνν

��
GGννρρ((kk)) == δδµµρρ

εε == 11,, ==⇒⇒ GG−−11µµνν ((kk)) == −−ηηµµνν
kk22

ε = 0, =⇒ G−1µν (k) = −
ηµν − kµkν

k2

k2

G−1µν (k) = −
1

k2

�
ηµν + (ε− 1)

kµkν
k2

�



ПростойПростой примерпример изиз обычногообычного интегрированияинтегрирования::

((xx,, yy,, zz)) == ((rr ccoosshh γγ,, rr ccooss φφ ssiinnhh γγ,, rr ssiinn φφ ssiinnhh γγ))

∞�

0

dxdydz F (x2 − y2 − z2) =
�
dΣ

∞�

0

dr r2F (r2)

→→ ∞∞
Функция F(r2) - инвариант
SO(2,1) преобразований

ОграничениеОграничение интегрированияинтегрирования:: вставкавставка вв интегралинтеграл dd--функциифункции

ff –– условиеусловие, , ограничивающееограничивающее областьобласть интегрированияинтегрирования

напримернапример,, x2 − y2 − z2 = a2

∞∞��

−−∞∞
ddff δδ((ff )) == 11,,

ff ((aa))

�f(�a) 11 ==

��
dd ��ff δδ((nn))(( ��ff ))

ЗаменаЗамена переменнойпеременной интегрированияинтегрирования:: 11 ==

����

nn

��
ddaann

��
δδ((nn))[[ff((��aa))]] ddeett

��
∂∂ffnn
∂∂aamm

��

ОграничениеОграничение функциональногофункционального интегрированияинтегрирования условиемусловием ::G(Aα) = 0

11 ==

��
DDαα((xx)) δδ((GG((AAαα)))) ddeett

��
δδGG((AAαα))

δδαα

��
Aαµ = Aµ +

1

ε
∂µα(x)



КалибровкаКалибровка ЛоренцаЛоренца:: G(Aα) = ∂µAαµ = ∂µAµ +
1

ε
�α = 0

det

�
δG(Aα)

δα

�
=

1

ε
� - детерминант не зависит от Am

Трюк Фаддева-Попова: вставка единицы в производящий функционал

1 =

�
Dα(x) δ(G(Aα)) det

�
δG(Aα)

δα

� �
D[Aµ(x)]e

−
�
d4x[− 1

4
FµνF

µν ]

Производящий функционал с полностью фиксированной калибровкой:

НапомнимНапомним:: Калибровка Лоренца оставляет остаточные преобразования с

произвольной функцией w(x)

Z = det

�
1

ε
�

��
Dα

�
D[A]e−S[A]δ(∂µAµ − ω(x))

GG((AA)) == ∂∂µµAA
µµ −− ωω((xx))

ЗамечаниеЗамечание 11: : aa –– параметрпараметр локальноголокального U(1)U(1) калибровочногокалибровочного преобразованияпреобразования

Aµ → A′µ = Aµ +
i

e
U∂µU

−1, U = eieα(x) ∈ U(1)
ЗамечаниеЗамечание 22: : сдвигсдвиг калибровкикалибровки нене меняетменяет dd--функциифункции: : δ(∂µAµ) =δ(∂µAµ−ω(x))



УсреднениеУсреднение попо дополнительнойдополнительной переменнойпеременной интегрированияинтегрирования w w 
((гауссовгауссов интегралинтеграл формальноформально подавляетподавляет расходимостьрасходимость):):

Z = det

�
1

ε
�

���
Dα
��

D[A]e−S[A]δ(∂µAµ − ω(x))

= det

�
1

ε
�

���
Dα
��

D[A]e−S[A]−
�
d4x 1

2ε
(∂µA

µ)2

Z[A,ω]→ Z[A] =

�
Dωe−

�
d4x ω2

2ε Z[A,ω]

ЗамечаниеЗамечание :: детерминант может быть записан в виде

функционального интеграла по новому набору вспомогательных

антикоммутирующих полей (духи):

det1ε�

c, c̄

ЭффективныйЭффективный лагранжианлагранжиан::

Поля духов не являются динамическими. В абелевой электродинамике
их вклад в производящий функционал отщепляется

L = −1

4
(Fµν)

2 +
1

2ε
(∂µA

µ)2 + c̄ (−�) c

det

�
1

ε
�

�
=

�
DcDc̄ e− 1

ε

�
d4x c̄(−�)c, {c̄, c} = c̄c+ cc̄ = 0



BRST BRST симметриясимметрия

ЭффективныйЭффективный лагранжианлагранжиан::

КалибровочнаяКалибровочная инвариантностьинвариантность кажетсякажется потерянапотеряна ??

В – еще одно вспомогательное поле,

�
DADcDc̄→

�
DB

�
DADcDc̄

L→ L[A,B, c, c̄] = −1

4
(Fµν)

2 − 1

2ε
B2 +B(∂µA

µ) + c̄ (−�) c,

LL == −− 11

44
((FFµµνν ))

22 ++
11

22εε
((∂∂µµAA

µµ))22 ++ ¯̄cc ((−−��)) cc

Бекки-Руэ-Стора-Тютин
(BRST) симметрия:

Aµ → Aµ + δAµ, δAµ = η ∂µc

c→ c+ δc, δc = 0

c̄→ c̄+ δc̄, δc̄ = ηB

B → B + δB, δB = 0

h - нильпотентный параметр BRST преобразований, h2 = 0

ЭффективныйЭффективный лагранжианлагранжиан::

Z → Z

�
DBei

�
d4x [ ǫ2 (B

a)2+Ba(∂µAa
µ)]

ПроверкаПроверка::

сдвиг переменной: Ba → Ba − 1
ǫ∂

µAaµ

= Z Ne−i
�
d4x 1

2ǫ
(∂µAa

µ)
2



ВзаимодействующиеВзаимодействующие поляполя: : скалярнаяскалярная электродинамикаэлектродинамика

LA = −1

4
FµνF

µν Lφ = (∂µφ)
∗(∂µφ)−m2φ∗φ

Локальная U(1) инвариантность Глобальная U(1) инвариантность

КонцепцияКонцепция калибровочнойкалибровочной инвариантностиинвариантности: : перейтиперейти отот обычнойобычной

производнойпроизводной скалярногоскалярного поляполя кк ковариантнойковариантной производнойпроизводной∂∂µµφφ

КалибровочноКалибровочно--инвариантныйинвариантный лагранжианлагранжиан::

L = −1

4
FµνF

µν + (Dµφ)
∗(Dµφ)−m2φ∗φ

Уравнения поля:
DµD

νφ+m2φ = 0

Aµ(x)→ Aµ(x) +
1

e
∂µα(x) φφ((xx)) →→ eeiieeααφφ((xx)),, φφ∗∗((xx)) →→ ee−−iieeααφφ∗∗((xx))

Dµφ ≡ ∂µφ− ieAµφ→ eieα(x)Dµφ

∂µFµν = ejν , jν = −i[φ∗Dνφ− (Dνφ)∗φ]

ЗадачаЗадача:: проверить, что ток сохраняетсяjµ



ЗадачаЗадача:: показать, что [[DDµµ,, DDνν ]]φφ ≡≡ ((DDµµDDνν −− DDννDDµµ))φφ == iieeFFµµννφφ

СохраняющийсяСохраняющийся нетеровскийнетеровский зарядзаряд::

Q =

�
d3x j0 = i

�
d3x {(∂0φ∗)φ− φ∗(∂0φ) + 2ieA0φ

∗φ}

ДействиеДействие скалярнойскалярной электродинамикиэлектродинамики вв калибровкекалибровке ЛоренцаЛоренца ((ЕвклидЕвклид))::

Lint

СвободныйСвободный производящийпроизводящий функционалфункционал ::

Ne
�
d4xd4x′J∗s (x

′)G(x−x′)Js(x)+ 1
2
Jemµ Gµν(x−x′)Jemν = NeJ

∗

s ⋆G⋆Js+J
em
µ ⋆Gµν⋆J

em
ν

Флуктуации полей над вакуумом:

Уравнения поля (калибровка Феймана):
�
−∂2µ +m2

	
φ(x) = Js(x); �Aµ(x) = J

em
µ (x)

φφ == φφ((00)) ++ δδϕϕ ,, AAµµ == AA((00))µµ ++ δδaaµµ φφ((00)) == AA((00))µµ == ccoonnsstt

Z0[J
∗
s , Js, J

em
µ ] =

�
DADφ∗Dφe−S[A,φ∗,φ]+J∗s φ+φ∗Js+Jemµ Aµ

=

++

��
dd44xx




iieeAAµµ((φφ∗∗((∂∂µµφφ)) −− ((∂∂µµφφ

∗∗))φφ)) ++ ee22AA22µµ||φφ||22
��

S[A,φ, φ∗] =

�
d4x

1

2

�
Aµ
�
δµν�+

�
1

α
− 1

�
∂µ∂ν

�
Aν + φ∗(�+m2)φ





Метод: пертурбативноепертурбативное разложениеразложение попо калибровочнойкалибровочной константеконстанте связисвязи ee:

ПолныйПолный производящийпроизводящий функционалфункционал ::

exp

��
d4x ieAµ [(φ∗(∂µφ)− (∂µφ

∗)φ)]


× exp



−e2A2µ|φ|2

�
=

� ∞�

n=0

(ie)n

n!

�
d4x1 . . . d

4xn Aµ(x1)[φ
∗(x1)(∂µφ(x1))− (∂µφ

∗(x1))φ(x1)] . . .

. . . Aµ(xn)[φ
∗(xn)(∂µφ(xn))− (∂µφ

∗(xn))φ(xn)]

�

×
� ∞�

n=0

e2n

n!

�
d4x1 . . . d

4xn A
2
µ(x1)φ

∗(x1)φ(x1) . . . A
2
µ(xn)φ

∗(xn)φ(xn)

�

≈

≈
�
1+ ie

�
d4x {Aµ(x)[φ∗(x)(∂µφ(x))− (∂µφ

∗(x))φ(x)] + . . .}
��

1+ e2
�
d4x A2µ(x)|φ(x)|2+ . . .

�

ЗамечаниеЗамечание: : вв первомпервом порядкапорядка попо ee::

ZZ[[JJ
∗∗
ss ,, JJss ,, JJ

eemm
µµ ]] ==

��
DDAADDφφ∗∗DDφφ ZZ00 ee−−

��
dd44xx{{iieeAAµµ((φφ

∗∗((∂∂µµφφ))−−((∂∂µµφφ∗∗))φφ))++ee22AA22
µµ||φφ||22}}

ee−−
��
dd44xx{{iieeAAµµ((φφ

∗∗((∂∂µµφφ))−−((∂∂µµφφ∗∗ ))φφ))++ee22AA22

µµ ||φφ||22}} ≈≈ 11++iiee

��
dd44xx {{AAµµ((xx))[[φφ∗∗((xx))((∂∂µµφφ((xx))))−−((∂∂µµφφ

∗∗((xx))))φφ((xx))]]++.. .. ..}}



ПреобразованиеПреобразование ФурьеФурье: : 

ie

�
d4x {Aµ(x)[φ∗(x)(∂µφ(x))−(∂µφ

∗(x))φ(x)] =

= −e
�
d4x

�
d4k

2π4

�
d4k1
2π4

�
d4k2
2π4

Aµ(k)φ
∗(k1)φ(k2)(k

µ
2 − kµ1 )eix(k+k2−k1)) =

= −e
�
d4k

2π4

�
d4k1
2π4

�
d4k2
2π4

Aµ(k)φ
∗(k1)φ(k2)(k

µ
2 − kµ1 )δ(k + k2 − k1) =

= −e
�
d4k1
2π4

�
d4k2
2π4

Aµ(k1 − k2)φ∗(k1)φ(k2)(kµ2 − kµ1 )

вово второмвтором порядкапорядка попо ee::

k2

kk11
e

(k2 − k1)

µ

k2

kk11
e
µ νν

(k2 − k1)

k3

k2 − k1 − k3
e

G(k) = 1
k2+m2

рассеяние однопетлевая поправка к пропагатору фотона

e       e
ppkk kk

p+ k

GGµµνν == 11
kk22

��
δδµµνν −− ((11 −− αα)) kkµµkkννkk22

��



AA22µµ((xx))φφ
∗∗((xx))φφ((xx)) == δδ

δδJJeemmµµ ((xx))
δδ

JJeemmµµ ((xx))
δδ

δδJJss((xx))
δδ

δδJJ∗∗ss ((xx))

��
ee
��
dd44xx′′ AAµµ((xx

′′))JJµµ((xx
′′))++φφ∗∗((xx′′))JJss((xx

′′))++JJ∗∗ss ((xx
′′))φφ((xx′′))

�� ��������
JJ==00

вово второмвтором порядкапорядка попо ee::

k2

kk11

2e2

µ k3

k3 + k2 − k1

аннигиляция в 2 фотона

pp

2e2

kk k

однопетлевая поправка к пропагатору фотона

Задача: вычислите вклад «рыбы» и «головастика» в

фотонный пропагатор (поляризация вакуума):

Gµν(k) = +                                     +
kk kk kk kk kk

µ νν µ νν ννµ

ПодсказкаПодсказка:: вкладвклад ««рыбырыбы»» --

вкладвклад ««головастикаголовастика»» --

ee22
��
dd44pp

22ππ44
22ppµµ ++ kkµµ
pp22 ++mm22

22ppνν ++ kkνν
((pp ++ kk))22 ++mm22

2e2
�
d4p

2π4
δµν

p2 +m2



2e2

……ии ещееще однаодна диаграммадиаграмма высшеговысшего порядкапорядка::

2e2 поправка к вершине

l

λφ4

ЭффективныйЭффективный потенциалпотенциал теориитеории lljj44 включаетвключает поправкипоправки ∼∼ ee44

ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал::

ДействиеДействие ((ЕвклидЕвклид):):

Dµφ = ∂µφ− ieAµφ

SS ==

��
dd44xx

��
11

44
FF 22µµνν ++ ((DDµµφφ))

∗∗((DDµµφφ)) ++ mm
22((φφ∗∗φφ)) ++

λλ

33!!
((φφ∗∗φφ))22



Z =

�
DADφ∗Dφ δ[∂µAµ] det (−�)e−S[A,φ

∗,φ]



Рассеяние света на свете

H.Euler & W.Heisenberg

1936

……ии ещееще тритри диаграммыдиаграммы высшеговысшего порядкапорядка длядля фотоновфотонов::

ЭффективныйЭффективный лагранжианлагранжиан скалярнойскалярной

электродинамикиэлектродинамики включаетвключает нелинейныенелинейные поправкипоправки: : 

∼∼ ee44
�

i

ki = 0, k2i = 0

∼∼ ee44

Box

Bubble

Triangle

∼∼ ee44

Leff = 1
2(E

2 −B2) + 2e4

45m4

�
(E2 −B2)2 + 7(E ·B)2

�
+ . . .



ТождестваТождества УордаУорда--ТакахашиТакахаши

ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал скалярнойскалярной теориитеории::

Глобальная U(1) инвариантность действия:

S[φ, φ∗] =

�
d4x

�
(∂µφ)

∗(∂µφ) +m2φ∗φ
�

φ(x)→ eieαφ(x), φ∗(x)→ e−ieαφ∗(x)

δǫS[φ, φ
∗]+δǫ

��
d4x(J∗φ + Jφ∗)

�
=

�
d4x(J∗δǫφ+Jδǫφ

∗) = −iǫ
�
d4x(J∗φ−Jφ∗)

Z [J, J∗]=N

�
DφDφ∗e−S[φ,φ∗]+J∗φ+Jφ∗

Напомним: 

δδǫǫZZ [[JJ,, JJ
∗∗]]==NN

��
DDφφDDφφ∗∗

��
−−iiǫǫ

��
dd44xx((JJ∗∗φφ −− JJφφ∗∗))

��
ee−−SS[[φφ,,φφ

∗∗ ]]++JJ∗∗φφ++JJφφ∗∗ == 00

�φ(x)� = δW
δJ∗(x) , �φ∗(x)� = δW

δJ(x)

�
d4x

�
J∗(x)

δ

δJ∗(x)
−J(x) δ

δJ(x)

�
Z[J, J∗]=

�
d4x

�
J∗(x)

δW

δJ∗(x)
−J(x) δW

δJ(x)

�
=0

δZ[J,J∗]
δJ(x) =N

�
DφDφ∗φ∗(x)e−S[φ,φ∗]+J∗φ+Jφ∗

δZ[J,J∗]
δJ∗(x) =N

�
DφDφ∗φ(x)e−S[φ,φ∗]+J∗φ+Jφ∗

Γ[�ϕ�] = J ⋆ �ϕ�+W [J ]
�φ� ⋆ δΓ

δ�φ�−�φ
∗� ⋆ δΓ

δ�φ∗�=0



Потенциал

флуктуаций: 

СкалярнаяСкалярная КЭДКЭД: : ЭффектЭффект КоулменаКоулмена--ВайнбергаВайнберга

Калибровка: ∂µA
µ = 0

Dµφ = ∂µφ+ ieAµφ, V (|φ|) = −m2|φ|2 + λ

4!
|φ|4

ВакуумВакуум:: A
(0)
µ = 0, |φ| = φ0 = 2

√
3m√
λ

= const

ФлуктуацииФлуктуации наднад вакуумомвакуумом:: φ ≈ φ0 +
1√
2
(σ + iπ) , Aµ

m2 = 2λ
4! φ

2
0

L = −1

4
F 2µν + (Dµφ)

∗(Dµφ)−m2φ∗φ+
λ

4!
(φ∗φ)2

Лагранжиан

флуктуаций: 

Члены

взаимодействия

L = −1

4
F 2µν + e

2φ20A
2
µ +

1

2
(∂µσ)

2 +
1

2
(∂µπ)

2 +
λ

12
φ20σ

2 +
√
2eφ0(∂µπ)A

µ

+
e√
2
[σ(∂µπ)− π(∂µσ)]Aµ +

√
2e2φ0σA

2
µ +

e2

2
A2µ(σ

2 + π2)

+e2φ20A
2
µ +

√
2e2φ0σA

2
µ +

1

2
e2A2µ(σ

2 + π2)

(Dµφ)
∗(Dµφ) ≈

1

2
(∂µσ)

2+
1

2
(∂µπ)

2+
√
2eφ0(∂µπ)A

µ+
e√
2
[σ(∂µπ)− π(∂µσ)]Aµ

+

√
2λ

4!
φ0(σ

2 + π2)σ +
1

4

λ

4!
(σ2 + π2)2

V (|φ|) ≈ − λ
4!
φ40 +

2λ

4!
φ20σ

2 +

√
2λ

4!
φ0(σ

2 + π2)σ +
1

4

λ

4!
(σ2 + π2)2

Калибровка:



ИнтегрированиеИнтегрирование попо калибровочномукалибровочному полюполю::

Векторное поле Aµ - массивное поле Прока (3 степени свободы), mA =
√
2eφ0

Скалярное поле σ - массивное,  

Скалярное поле π - безмассовое,   

Калибровка

Проекционный оператор

P⊥ = δµν − ∂µ∂ν
�
, P 2⊥ = P⊥

SA =
1

2

�
d4x Aµ{(δµν �+ 2e2φ20 − ∂µ∂ν}Aν =

= SA⊥ =
1

2

�
d4x Aµ{(�+2e2φ20)

�
δµν −

∂µ∂ν
�

�
}Aν

P⊥(k) = δµν − kµkν
k2�

DAe−SA →
�
DA⊥e−SA⊥ = det (�+ 2e2φ20)

−3/2

ИнтегрированиеИнтегрирование попо массивномумассивному скалярномускалярному полюполю::

mσ =
�

λ
6φ0 =

√
2m

mπ = 0

�
Dσe−Sσ = det (�+ 2m2)−1/2

LA = −1

4
F 2µν + e

2φ20A
2
µ, Lπ =

1

2
(∂µπ)

2, Lσ =
1

2
(∂µσ)

2 +
λ

12
φ20σ

2

Sσ =
1

2

�
d4x σ{(�+ 2m2}σ



Потенциал

Коулмена-Вайнберга

На масштабе

ОбщаяОбщая формулаформула длядля эффективногоэффективного потенциалапотенциала вв однойодной петлепетле::

∆Veff (φ) =
m4(φ)

26π2

�
ln
m2(φ)

M2
− 1

2

�
M →Me1/2, ∆Veff (φ)→

m4(φ)

26π2
ln
m2(φ)

M2

БезмассовыйБезмассовый пределпредел

∆Veff (A⊥, σ) =
1

26π2

�
3(2e2φ20)

2 ln
2e2φ0
M2

+ 4m4 ln
m2

M2

�

m = 0

Veff (φ) =
λ

4!
φ4 −m2φ2 +

1

26π2

�
3(2e2φ2)2 ln

2e2φ2

M2
+ 4m4 ln

m2

M2

�

Эффективный потенциал

скалярной электродинамики

МинимумМинимум потенциалапотенциала::

Veff (φ) =
λ

4!
φ4 +

3e4

16π2
φ4 ln

2e2φ2

M2

Минимум нетривиален, если λλ ∼∼ ee44

∂Veff
∂φ2

=
λ

12
φ2 +

3e4

16π2

�
2φ2 ln

2e2φ2

M2
+ φ2

�
= 0

ln
2e2φ2

M2
= −1

2
− 4λπ2

9e4

M = mA =
√
2e�φ�, λ = − 9e4

8π2

Ueff =
3e4

16π2
φ4
�
ln
φ2

�φ�2 −
1

2

�



ЭффектЭффект КоулменаКоулмена--ВайнбергаВайнберга: : УнитарнаяУнитарная калибровкакалибровка

Унитарная калибровка:

ЗамечаниеЗамечание 11:: скалярное поле r(x) - действительное

ЗамечаниеЗамечание 22:: действие не зависит от переменной q(x) – соответствующая
калибровочная степень свободы в мере интеграла Z может быть отинтегрирована

Вклад духов сокращается

φ→ 1√
2
ρ(x)eiθ(x), Aµ(x)→ Ãµ = Aµ(x) +

1
e∂µθ(x)

Напомним: 

Вставка единицы

ЗамечаниеЗамечание 33:: векторное поле Ã(x) - массивное поле Прока (3 степени свободы)  

LÃ =
1

4
F̃ 2µν +

1

2
e2ρ2Ã2µ S =

1

2

�
d4x Aµ{(−δµν �+ e2ρ2)− ∂µ∂ν}Aν

S =

�
d4x

�
1

4
F̃ 2µν +

1

2
(∂µρ)

2 +
1

2
m2ρ2 +

1

2
e2ρ2Ã2µ +

λ

4!
ρ4


det e =
�
x e

1 =
�
Dθ δ(G(Ã)) det

�
δG(Ã)
δθ

� �
Dθ δ[∂µÃµ − 1

e
�θ] = det e

det (−�)

Z → Z =

�
DÃDρDθ ρ δ[∂µÃµ −

1

e
�θ] det (−�) e−S[Ã,ρ]



ПотенциалПотенциал

КоулменаКоулмена--

ВайнбергаВайнберга

- функция Грина уравнения диффузии в d=5 

Heat kernel  Heat kernel  

НапомнимНапомним:: e−W = det [−�+m2(ψ)]−1/2 = N
�
Dφe− 1

2

�
d4xφ[−�+m2(ψ)]φ

y -внешнее (фоновое) поле

Интегральная показательная функция

lim
ǫ→0

∞�

ǫ

ds

s
e−sx = lim

ǫ→0
(−Ei[−ǫx]) =∞+ lnx

ОбозначимОбозначим

W =
1

2
ln det [−�+m2(ψ)] = Tr ln[−�+m2(ψ)] =

1

2

∞�

0

ds

s
Tr e−s[−�+m

2(ψ)]

Tr e−s[−�+m
2(ψ)] =

�
d4x G(x, x′; s), G(x, x′; s) := �x|e−s[−�+m2(ψ)]|x′�

G(x, x′; s)

[∂s −�x +m2(ψ)]G(x, x′; s) = δ(s)δ4(x− x′); G(x, x′; 0) = δ4(x− x′)

G(x, x′) =
e−m

2(ψ)s

16π2s2
e
(x− x′)2

4s
, W =

1

2

∞�

ǫ:=Λ−2

ds

s

�
d4xG(x, x′; s)

W =
1

32π2

�
d4x

∞�

Λ−2

ds

s3
e−m

2(ψ)s =
1

64π2

�
Λ4m4(ψ) ln

m2(ψ)

Λ2

�
+ . . .



МодельМодель ff44 вв 1+1 1+1 измеренияхизмерениях: : КинкКинк

УсловиеУсловие минимальнойминимальной энергииэнергии::

КинкКинк ((антикинкантикинк))::

Плотность энергии: Масса кинка:

Топологический ток:

Топологический заряд:

Jµ =
1

2π
εµν∂

νφ, ∂µJµ ≡ 0

Q = 1
2

∞�

−∞
dx∂φ∂x = 1

2 [φ(∞)− φ(−∞)]

∂φ

∂x
= ±

√
2λ(φ2 − a2) x− x0 = ±

1√
2λ

�
dφ

φ2 − a2 = ± 2

m
arctanh

φ

a

L =
1
2
(∂µφ)2−λ(φ2−a2)2, E =

�
dx

�
1
2

�
∂φ
∂t

�
2

+
1
2

�
∂φ
∂x

�
2

+ λ(φ2 − a2)2
�

m2 = 8λa2

φK = a tanh
1

2
m(x − x0); φK̄ = −a tanh 1

2
m(x − x0)

E = m4

32λ
1

cosh4[ 1
2
m(x−x0)] M =

�
Edx =

m3

12λ



ВозбужденияВозбуждения нана фонефоне ff44 кинкакинка

Пешль-Теллер, againПешль-Теллер, again

нулевая мода,  w0=0 :

локализованная мода,  w1=

непрерывный спектр:

�

− d
2

dx2
+ 4m2 − 6m2

cosh2 x
2

�

ξ = ω2ξ

ξ1 =
sinh

�
mx
2

	

cosh2
�
mx
2

	

ξ
(n)
0 (x) =

1

cosh2
�
m(x−x0)

2

�

√
3m

2

ωn =
�
k2n +m2

ξk = eikx
�
3m2

2
tanh2

mx

2
− m

2

2
− 2k2 − 3imk tanh

mx

2



φ(x, t) = φk(x) + ξ(x)e
iωt



КвантовыеКвантовые поправкипоправки кк массемассе ff44 кинкакинка

„There is nothing as classical field theory in Nature“ E. Weinberg

ТривиальныйТривиальный вакуумвакуум::

КвантовыеКвантовые поправкипоправки нана фонефоне кинкакинка::

кинк вакуум

Возбуждения вакуума:

φ ≈ a+ δφ, V ≈ 4λa2(δφ2),
�
∂µ∂µ +m2

�
δφ = 0, m2 = V ′′ = 8λa2

ωvacuum = m

E =Mcl+

�
1

2

�
ωkinki − 1

2

�
ωvacuumi

�
=
m3

12λ
+
1

2
(0−m)+

1

2

�√
3m

2
−m

�

+

ω0 = 0, ω1 =

√
3m

2
, ωn =

�
k2n +m2

МодыМоды континуумаконтинуума:                           :                           ξk = eikx
�
3m2

2
tanh2

mx

2
− m

2

2
− 2k2 − 3imk tanh

mx

2



ξ(−∞) = eiδkξ(∞)ξ(−∞) = eikx
�
m2− 2k2 −3imk

	
= eikx(m− ik)(m− 2ik)

ξ(∞) = eikx
�
m2− 2k2+3imk

	
= eikx(m+ ik)(m+2ik) eiδk =

(ik+m)(ik + 2m)

(ik−m)(ik − 2m)

+
1

2

∞�

n=2

�
�
k2n +m2 −

��
k
(0)
n

�2
+m2

#



eiδk =
(ik +m)(ik + 2m)

(ik −m)(ik − 2m)
ЗамечаниеЗамечание:: arctgx =

i

2
ln

�
i+ x

i− x

�

2 arctg
k

m
+ 2arctg

k

2m
= i ln

�
i+ k

m

i− k
m

�

+ i ln

�
i+ k

2m

i− k
2m

�

=

= i ln

�
(im+ k)(2im+ k)

(im− k)(2im− k)

�
= −i ln

�
(ik +m)(ik + 2m)

(ik −m)(ik − 2m)

�
= −i ln(eiδk) = δk

Дискретизация:

ВакуумныеВакуумные модымоды

x ∈ [−L, L]
x→ L; χk → sin(kL+ δk)

x→ L; χvacuumk → sin(kL)

knL+ δk = πn, kn =
πn

L
− δk
L

= k(0)n − δk
L

L≫ 1
∞�

n=2

�
�
k2n +m2 −

��
k
(0)
n

�2
+m2

#

=
1

L

��
k20 +m

2

�
−k(0)n δk
k2n +m2

�

+O(1/L2)

= − 1

2π

∞�

0

dk
kδk√
k2 +m2

= − 1

2π

∞�

0

dk

�
d

dk

��
k2 +m2 δk

�
−
�
k2 +m2

dδk
dk

�
=



для функции arctg x выбираем ветви, для которых

δk = 2arctg
k

m
+ 2arctg

k

2m
= 2arctg

3km

2m2 − k2

E =Mcl+

�
1

2

�
ωkinki − 1

2

�
ωvacuumi

�
=
m3

12λ
+
1

2
(0−m)+

1

2

�√
3m

2
−m

�

+

= − 1

2π

�
k2 +m2 δk

����
∞

0

− m

2π

Λ�

0

dk
�
k2 +m2

�
2

k2 +m2
+

1

k2 + m2

4

#

+
1

2

∞�

n=2

�
�
k2n +m2 −

��
k
(0)
n

�2
+m2

#

=
m3

12λ
+

√
3m

4
−m+

δ0+ = 2π, δ∞ = 0

скачок в 0 ! δ(k →∞) ∼ 6m

k
, δk = −δ−k

+m − 3m

2π
− m

4π

Λ�

0

dk
�
k2 +m2

�
2

k2 +m2
+

1

k2 + m2

4

#

=

=Mcl +

√
3m

4
− 3m

2π
+ log divergent terms + перенормировка, 

+ вычисление диаграмм

= квантовая поправка
∆M =m

�√
3

12
− 3

8π

�



Уравнения поля:

МодельМодель sinsin--GordonGordon

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− U(φ); U(φ) = 1− cosφ
U(φ)

Симметрия:

φ→ φ± 2πn, n ∈ Z

УравнениеУравнение:: X  множитель

Статический кинк: поле f(x) интерполирует между

dφ
dx

φtt − φxx + sinφ = 0

φxx = sinφ
1

2

�
dφ

dx

�2
= − cosφ+ C Граничное условие: φx → 0 as x → ±∞ C = 1

Уравнение движения псевдочастицы в периодическом потенциале

РазделениеРазделение переменныхпеременных::

РешениеРешение ((кинккинк))::
Буст кинка: x→

x− vt√
1− v2

x − x0 = ±
�

dφ
�

2(1 − cos φ)
= ±

�
dφ

2 sin(φ/2)
=

�
d(ln tan

φ

4
)

φ = ±4 arctan exp (x− x0)

φ(−∞) = 0, φ(∞) = 2π



SineSine--Gordon model: playing with the kinksGordon model: playing with the kinks

By courtesy of Patrick Dorey



Топологический ток:

SineSine--Gordon: Gordon: скалярнаяскалярная теориятеория

φK

φK̄

SG кинк:

Плотность энергии: Масса кинка: M =

�
Edx = 8

Топологический заряд: QQ == 11
22ππ

∞∞��

−−∞∞
ddxx ∂∂φφ∂∂xx - n-кратное накрытие интервала [0,2[0,2̟̟]]

Jµ =
1

2π
εµν∂

νφ, ∂µJµ ≡ 0

Поле f(x)  не стремится к 0 при

Амплитуда SG кинка не зависит от его скорости

SG кинк - топологический солитон

Модель SG полностью интегрируемая

Модель SG релятивистская

x→ ±∞

φKK̄ = ±4 arctan(e−x+x0)

ЗаметимЗаметим::

При малых f(x) 1− cosφ ≈ φ
2

2
+
φ4

4
+ . . .

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− (φ2 − 1)2МодельМодель ff44

E = 4
cosh2(x−x0)

не по теореме Нетер! 



УравнениеУравнение sinsin--Gordon: Gordon: LightLight conecone координатыкоординаты

КоординатыКоординаты световогосветового конусаконуса::

SG уравнение в координатах :

x± = 1
2(x± t) ∂x = 1

2∂+ + 1
2∂−; ∂t =

1
2∂+ − 1

2∂−

∂2t − ∂2x = −∂−∂+ ∂−∂+φ = sinφ

ГеометрическаяГеометрическая интерпретацияинтерпретация: 1: 1яя фундаментальнаяфундаментальная формаформа двумернойдвумерной

поверхностиповерхности параметризованнойпараметризованной координатамикоординатами ::

ddss22 == ddxx22−− ++ ddxx22++ ++ 22 ccooss φφddxx−−ddxx++

- угол между асимптотами xx−− == ccoonnsstt;; xx++ == ccoonnssttφ

22яя фундаментальнаяфундаментальная формаформа : : II == ssiinn φφ ddxx−−ddxx++

УравнениеУравнение гауссовойгауссовой кривизныкривизны KK: : ∂−∂+φ+K sinφ = 0

Уравнение sin-Gordon геометрически представляет условие

соответствия первой и второй фундаментальных форм

поверхности: K=-1

x±

x±



ПсевдосферическиеПсевдосферические поверхностиповерхности отрицательнойотрицательной

кривизныкривизны K = K = --11

11--KinkKink

22--KinksKinks

BreatherBreather



МодельМодель sinsin--GordonGordon каккак интегрируемаяинтегрируемая теориятеория

ПреобразованиеПреобразование БэклундаБэклунда (1880)(1880):: если имеется какое-то решение

интегрируемой теории, даже тривиальное, то существует алгебраическое

преобразование этого решения в новое нетривиальное решение. 

ПримерПример I:I: Уравнение Лапласа в 2d ∆u(x, y) = (∂2x + ∂
2
y)u = 0

Рассмотрим другое такое уравнение для новой функции :v(x, y)

∆∆vv((xx,, yy)) == ((∂∂22xx ++ ∂∂22yy ))vv == 00

ЗамечаниеЗамечание:: функции и не являются независимыми:

∂∂xxuu == ∂∂yyvv;; ∂∂yyuu == −−∂∂xxvv

Действительно, , сумма этих двух

уравнений воспроизводит первое из уравнений Лапласа

∂x(∂xu) = ∂x(∂yv), ∂y(∂yu) = −∂y(∂xv)

Подстановка тривиального решения vv((x,yx,y) = ) = xyxy в преобразование Бэклунда :

Преобразование БэклундаПреобразование Бэклунда

uuxx == xx;; uuyy == −−yy ii..ee.. uu == 11
22

��
xx22 −− yy22

		

u(x, t) v(x, t)



Уравнение sG:Уравнение sG:

ПреобразованиеПреобразование БэклундаБэклунда вв теориитеории sGsG

∂−∂+φ = sinφ

РассмотримРассмотрим парупару уравненийуравнений::

∂+ψ = ∂+φ− 2λ sin

�
φ+ ψ
2

�
, ∂−ψ = −∂−φ+ 2

λ
sin

�
φ− ψ
2

�

∂−∂+ψ = ∂−∂+φ− 2 cos

�
φ+ ψ
2

�
sin

�
φ− ψ
2

�
= ∂−∂+φ+ sinφ− sinψ

IIff ∂∂−−∂∂++φφ == ssiinn φφ,, tthheenn ∂∂−−∂∂++ψψ == ssiinnψψ

СтартуемСтартуем сс тривиальноготривиального вакуумноговакуумного решениярешения:: f=0

∂+ψ=−2λsin(ψ/2); ∂−ψ=−2λ−1 sin(ψ/2)

ВозвращаемсяВозвращаемся кк обычнымобычным

координатамкоординатам::
λx+ + λ−1x− = ± x− vt√

1− v2
vv ==

11 −− λλ22
11 ++ λλ22

Решение для движущегося кинка:

Homework: Prove it!

ψ = 4arctan[exp(−λx+ −
x−
λ

)]

где

φKK̄ = ±4 arctan(e±
x−vt√
1−v2 )



sGsG 2x 2x солитонноесолитонное решениерешение::

ПреобразованиеПреобразование БэклундаБэклунда вв моделимодели sGsG

φ0
ψ2

ψ1λ1

λ2

λ2

λ1
φ2

Два последовательных sG преобразования тривиального решения (f0=0)

ttaann

��
φφ22
44

��
==

��
λλ11 ++ λλ22
λλ11 −− λλ22

��
ttaann

��
ψψ22 −− ψψ11

44

��

∂+φ2 − ∂+ψ1 = −2λ2 sin
�
ψ1 + φ2

2

�
, ∂−φ2 + ∂−ψ1 =

2

λ2
sin

�
ψ1 − φ2

2

�

∂+φ2 − ∂+ψ2 = −2λ1 sin
�
ψ2 + φ2

2

�
, ∂−φ2 + ∂−ψ2 =

2

λ1
sin

�
ψ2 − φ2

2

�

λ1 sin
1

4

�
ψ2 − ψ1 − φ2) = λ2 sin

1

4
(ψ1 − ψ2 − φ2)

∂+ψ2 = −2λ2 sin
�
ψ2
2

�
, ∂−ψ2 = −

2

λ2
sin

�
ψ2
2

�

∂+ψ1 = −2λ1 sin
�
ψ1
2

�
, ∂−ψ1 = −

2

λ1
sin

�
ψ1
2

�



sGsG 2x 2x солитонноесолитонное решениерешение::

ПреобразованиеПреобразование БэклундаБэклунда вв моделимодели sGsG

φ0
ψ2

ψ1λ1

λ2

λ2

λ1
φ2

Убираем производные из двух последовательных sG преобразований, получим (f0=0)

НапомнимНапомним::
2 односолитонных

решения
ψ1,2 = 4arctan eθ1,2 θ1,2 =

1

2

�
λix+ λ

−1
i t+ Ci

	

φ2 = 4arctan

�
λ1 + λ2
λ1 − λ2

�
eθ1 − eθ2
1 + eθ1+θ2

2х солитонное

решение

АсимптотикаАсимптотика:: θ2 ≫ 1 eθ1 − eθ2
1 + eθ1+θ2

→ eθ1/eθ2 − 1

e−θ2 + eθ1
∼ −e−θ1

Топологический

заряд:

СимметричноеСимметричное 22--кинковоекинковое решениерешение ((лобовоелобовое

столкновениестолкновение, , одинаковыеодинаковые скоростискорости):):

Q =
1

2π

∞�

−∞

dx
∂φ2
∂x

= 2φ2 = 4arctan

�
v sinh x√

1−v2

cosh vt√
1−v2

#

ttaann

��
φφ22
44

��
==

��
λλ11 ++ λλ22
λλ11 −− λλ22

��
ttaann

��
ψψ22 −− ψψ11

44

��

λ2 = −
1

λ1
; v =

1− λ21
1 + λ21

, λ1 > 0



МодельМодель sGsG : 2: 2--солитонныесолитонные решениярешения

φ2 = 4arctan

�
v sinh x√

1−v2

cosh vt√
1−v2

#
KKKK--collisioncollision

v=0.8

x

tKKKK--collisioncollision

v=0.8

λ2 =
1

λ1
; v =

1− λ21
1 + λ21

, λ1 > 0

x

t

φφ22 == 44 aarrccttaann

��
ssiinnhh vvtt√√

11−−vv22

vv ccoosshh xx√√
11−−vv22

##

Breather:Breather:

v =
iω√
1− ω2

φ2 = 4 arctan

�√
1− ω2
ω

sinωt

cosh
√
1 − ω2x

#

φ2

φ2

t

x



МодельМодель sGsG: 2: 2--солитонныесолитонные решениярешения

KKKK--collisioncollision

x

t

Асимптотика:                    

φ2

Фазовый сдвиг:

φφ22 == 44 aarrccttaann

��
ssiinnhh γγvvtt

vv ccoosshh γγxx

��
;; γγ ==

11√√
11 −− vv22

== 44 ttaann−−11
��
eeγγvvtt−−llnn vv −− ee−−γγvvtt−−llnn vv

eeγγxx ++ ee−−γγxx

��

tt →→ −−∞∞

φφ22 ≈≈ φφKK
��
((xx ++ vv

��
tt ++

δδtt

22

��
γγ

��
++ φφ ¯̄KK

��
((xx −− vv

��
tt −− δδtt

22

��
γγ

��

Асимптотика:                    tt →→ ++∞∞

φφ22 ≈≈ φφKK
��
((xx ++ vv

��
tt −− δδtt

22

��
γγ

��
++ φφ ¯̄KK

��
((xx −− vv

��
tt ++

δδtt

22

��
γγ

��

δδtt == 22
llnn vv

γγvv
== 22

��
vv22 −− 11 llnn vv



МодельМодель sGsG:: столкновениестолкновение бризерабризера сс кинкомкинком



МодельМодель sGsG: : парапара ЛаксаЛакса

Пара Лакса задана 2 

линейными уравнениями
ψx = Lψ; ψt = Aψ ψ =

�
ψ11 ψ12
ψ21 ψ22

�

�
ψxt = Ltψ + Lψt;
ψtx = Axψ +Aψx.

Ltψ + LAψ = Axψ +ALψ; Lt −Ax = [A,L]

Условие нулевой кривизны

sinesine--Gordon:Gordon:

L = iλ

�
1 0
0 −1

�
+
i

2

�
0 ux
ux 0

�
= iλ · σ3 +

i

2
ux · σ1; λ ∈ C

A =
cosu

4iλ

�
1 0
0 −1

�
+

1

4iλ

�
0 −i
i 0

�
=

cosu

4iλ
· σ3 +

1

4iλ
· σ2

Lt =
iutx
2
· σ1; Ax = − 1

4iλ
ux sinu · σ3 +

1

4iλ
ux · σ2

[A,L] =
i

4λ
· σ2 −

i

4λ
· σ3 +

i

2
sinu · σ1

в 0th порядке по λ

iutx
2
· σ1 =

i

2
sinu · σ1

Уравнение sine-Gordon!



ВзаимодействиеВзаимодействие междумежду кинкамикинками

2-solitons solutions

φφ == φφKK ((xx −− dd)) ++ φφkk((xx ++ dd)) −− 22ππ EEiinntt((dd)) == EEKKKK ((dd)) −− 22MM ≈≈ 3322ee−−22dd

Homework: Prove it!ЛинеаризованныеЛинеаризованные возмущениявозмущения sG sG кинкакинка::

φφ == φφKK ((xx)) ++ ηη((xx,, tt))

φφKK == 44 aarrccttaann eexx

∂∂22ttttηη((xx,, tt)) −− ∂∂22xxxxηη((xx,, tt)) ++ ηη((xx,, tt)) ccooss φφKK ((xx)) == 00

��
−− dd22

ddxx22
++ 11 −− 22

ccoosshh22 xx

��
ξξ((xx)) == ωω22ξξ((xx))ηη((xx,, tt)) == ℜℜ ξξ((xx))eeiiωωtt



ЛинеаризованныеЛинеаризованные возмущениявозмущения sGsG кинкакинка

��
−− dd22

ddxx22
++ 11 −− 22

ccoosshh22 xx

��
ξξ((xx)) == ωω22ξξ((xx))

ˆ̂aa††ˆ̂aa ξξ((xx)) == ωω22ξξ((xx));; ˆ̂aa==
dd

ddxx
++ttaannhhxx;; ˆ̂aa†† ==−− dd

ddxx
++ttaannhhxx

Вакуум ˆ̂aa ξξ00 ≡≡
��
dd

ddxx
++ ttaannhh xx

��
ξξ((xx)) == 00 ξξ00((xx)) ==

11

ccoosshh xx

Нулевая

мода

ξξkk((xx)) == ((ttaannhh xx ++ iikk))eeiikkxx;; ωωkk ==
��
11 ++ kk22Континуум:

Note:Note: â eikx ≡
�
d

dx
+ tanhx

�
eikx = ξk(x)

Безотражательный

потенциал

Безотражательный

потенциал

φφ == φφKK ((xx)) ++ CCξξ00((xx)) == 44 aarrccttaann eexx ++
CC

ccoosshh xx
== φφKK ++

CC

22

ddφφkk

ddxx
≈≈ φφKK

��
xx ++

CC

22

��

ξξ((−−∞∞)) == ((−−11 ++ iikk))eeiikkxx ;; ξξ((∞∞)) == ((11 ++ iikk))eeiikkxx++δδ ;; eeiiδδ ==
iikk ++ 11

iikk −− 11



sG ↔ массивная модель Тирринга

SS ==

��
dd22xx

��
11

22
∂∂µµφφ∂∂

µµφφ −− αα

ββ22
((11 −− ccooss ββφφ))

��

Модель sG

ММодельодель ТирТирррингаинга

ВозбужденияВозбуждения кинкакинка →→ связанныесвязанные состояниясостояния

СолитонСолитон →→ фермионнаяфермионная нулеваянулевая модамода

γγ00 == σσ11 ,, γγ11 == −−iiσσ22,, γγ55 == γγ00γγ11 == σσ33

SS ==

��
dd22xx

��
ii ¯̄ψψγγµµ∂∂

µµψψ ++mm ¯̄ψψψψ −− gg
22
(( ¯̄ψψγγµµψψ))(( ¯̄ψψγγ

µµψψ))
��

ТрюкТрюк бозонизациибозонизации::
ββ22

44ππ == 11
11++gg//ππ

СимметрииСимметрии::

mm ¯̄ψψ
11 ∓∓ γγ55

22
ψψ == −− αα

ββ22
ee±±iiφφ

φφ →→ φφ′′ == φφ ++ 22ππnn
ββ ;; ψψ →→ ψψ′′ == eeiiααVV ψψ;; ψψ →→ ψψ′′ == eeiiγγ55ααAAψψ

ТопологическийТопологический токток моделимодели sGsG

дуалендуален нетеровскомунетеровскому токутоку моделимодели ТирингаТиринга

Jµ = 1
2πεµν∂

νφ

jjµµ == ii ¯̄ψψγγµµ∂∂
µµψψ

((S.ColemanS.Coleman, 1975), 1975)



Work in progress, 
more quantum theory around!

Part IIPart II:: квантоваяквантовая теориятеория фермионовфермионов, , суперсимметриясуперсимметрия

квантованиеквантование калибровочныхкалибровочных полейполей


