
ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал ии корреляторыкорреляторы

ВакуумноеВакуумное среднеесреднее поляполя jj(x)(x)::

ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал::

JJ ⋆⋆ ϕϕ ≡≡
��
dd44xx JJ ((xx))ϕϕ((xx))ZZ((JJ )) ==

��
DDϕϕee−−SS [[ϕϕ]]++JJ⋆⋆ϕϕ

ДвухточечнаяДвухточечная корреляционнаякорреляционная функцияфункция::

Физический смысл – определение

вероятности наблюдения поля в

точках x и y

��ϕϕ((yy))ϕϕ((xx))�� == 11

ZZ [[JJ ]]

δδ

δδJJ ((yy))

δδ

δδJJ ((xx))
ZZ [[JJ ]]

��ϕϕ((zz))ϕϕ((yy))ϕϕ((xx))�� == 11

ZZ [[JJ ]]

δδ

δδJJ ((zz))

δδ

δδJJ ((yy))

δδ

δδJJ ((xx))
ZZ [[JJ ]]

ТрехточечнаяТрехточечная корреляционнаякорреляционная функцияфункция::

И так далее…

��ϕϕ((xx))�� == 11

ZZ ((JJ ))

��
DDϕϕ ϕϕ ee−−SS [[ϕϕ]]++JJ⋆⋆ϕϕ ==

11

ZZ ((JJ ))

δδ

δδJJ ((xx))
ZZ [[JJ ]]



-- ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал связныхсвязных функцийфункций ГринаГрина

nn--точечнаяточечная корреляционнаякорреляционная функцияфункция::

��ϕϕ((xxnn)) .. .. .. ϕϕ((xx22))ϕϕ((xx11))�� ==
11

ZZ [[JJ ]]

δδ

δδJJ ((xxnn))
.. .. ..

δδ

δδJJ ((xx22))

δδ

δδJJ ((xx11))
ZZ [[JJ ]]

Знание всех корреляционных функций квантовой теории

дает полную информацию о ней и эквивалентно

заданию производящего функционала

Знание всех корреляционных функций квантовой теории

дает полную информацию о ней и эквивалентно

заданию производящего функционала

АналогияАналогия сосо статфизикойстатфизикой::

ZZssttaatt ==

��
DD[[ϕϕ]]ee

−−
HH[[ϕϕ]]
kkBBTT ≡≡ ee

−− FF
kkBBTT ZZ((JJ )) ==

��
DDϕϕee−−SS [[ϕϕ]]++JJ⋆⋆ϕϕ == ee−−WW [[JJ ]]

WW [[JJ ]]

��ϕϕ((xx))�� == 11

ZZ [[JJ ]]

δδZZ [[JJ ]]

δδJJ ((xx))
==

δδ

δδJJ ((xx))
llnnZZ [[JJ ]] == −− δδWW [[JJ ]]

δδJJ ((xx))



ПропагаторПропагатор:: GG((xx,, yy)) ≡≡ δδ

δδJJ ((yy))
��ϕϕ((xx))�� == −− δδ

δδJJ ((yy))

δδ

δδJJ ((xx))
WW [[JJ ]]

��ϕϕ((xx))�� == 11

ZZ ((JJ ))

δδZZ [[JJ ]]

δδJJ ((xx))

δδZZ [[JJ ]]

δδJJ ((xx))
== ZZ [[JJ ]] ��ϕϕ((xx))��Замечание:

��ϕϕ((yy))ϕϕ((xx))�� == 11

ZZ[[JJ ]]

δδ

δδJJ((yy))

δδZZ[[JJ ]]

δδJJ((xx))
==

11

ZZ[[JJ ]]

δδ

δδJJ((yy))
((ZZ[[JJ ]] ��ϕϕ((xx))��))== ��ϕϕ((yy))����ϕϕ((xx))�� ++ GG((xx,, yy))

GG((xx,, yy)) == ��ϕϕ((xx))ϕϕ((yy))�� −− ��ϕϕ((xx))����ϕϕ((yy))��

ПропагаторПропагатор –– этоэто величинавеличина, , описывающаяописывающая взаимноевзаимное влияниевлияние

полейполей вв точкахточках xx ии yy::

Если поля статистически независимы, то

(тривиализация) и

��ϕϕ((xx))ϕϕ((yy))�� == ��ϕϕ((xx))����ϕϕ((yy))��
GG((xx,, yy)) == 00

ТеорияТеория называетсяназывается тривиальнойтривиальной, , еслиесли длядля всехвсех nn--точечныхточечных функцийфункций

��ϕϕ((xxnn))ϕϕ((xxnn−−11)) .. .. .. ϕϕ((xx22))ϕϕ((xx11))�� == ��ϕϕ((xxnn))����ϕϕ((xxnn−−11))�� .. .. .. ��ϕϕ((xx22))����ϕϕ((xx11))��



SS ==
11

22

��
dd44xx
��
((∂∂µµϕϕ))

22 ++mm22ϕϕ22
��

КорреляцонныеКорреляцонные функциифункции свободнойсвободной теориитеории

ZZ [[JJ ]] ==

��
DD[[ϕϕ((xx))]]ee−−

��
dd44xx[[ 1122 ((∂∂µµϕϕ))

22++ 11
22mm

22ϕϕ22−−JJ((xx))ϕϕ((xx))]]

Производящий функционалДействие

Флуктуации полей над вакуумом: ϕϕ == φφ00 ++ δδϕϕ ,, φφ00 == ccoonnsstt

Уравнения поля (Евклид):
��
−−∂∂22µµ ++mm22

��
ϕϕ((xx)) == JJ ((xx))

ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал флуктуацийфлуктуаций::

ZZ [[JJ ]] == ee
��
dd44xx JJ((xx))ϕϕ00((xx))

��
DD[[χχ((xx))]]ee−−

11
22

��
dd44xx χχ((xx))((−−∂∂22νν++mm

22))χχ((xx))

Гауссово интегрирование:

Z[J ] = N
�
det(−∂2ν +m2)

�−1/2
e
�
d4x J(x)ϕ0(x) = N ′e

�
d4x J(x)ϕ0(x)



ФункцияФункция ГринаГрина свободнойсвободной теориитеории

ФункцияФункция ГринаГрина уравненияуравнения КлейнаКлейна--ГордонаГордона::

�
−∂2ν +m2

�
G(x− y) = δ(x− y)

δδ((xx)) ==

��
dd44pp

((22ππ))44
eeiippµµxxµµ

GG((xx)) ==

��
dd44pp

((22ππ))44
GG((pp))eeiippµµxxµµ

((pp22 ++mm22))GG((pp)) == 11,, GG((xx)) ==

��
dd44pp

((22ππ))44
eeiippµµxxµµ

pp22 ++mm22

ЗамечаниеЗамечание:: ВВ отличиеотличие отот функциифункции ГринаГрина вв пространствепространстве МиньковскогоМиньковского

подинтегральноеподинтегральное выражениевыражение нене имеетимеет полюсовполюсов. . 

p4 = −ip0; GGMM ((xx)) == −−
��

dd44pp

((22ππ))44
eeiippµµxx

µµ

pp2200 −− ��pp22 −− mm22

ФормальноеФормальное решениерешение уравненияуравнения КлейнаКлейна--ГордонаГордона::

ϕϕ00((xx)) ==

��
dd44yy GG((xx −− yy))JJ ((yy)) ≡≡ GG ⋆⋆ JJ

WW [[JJ ]] == −−
��
dd44xxdd44xx′′JJ ((xx))GG((xx −− xx′′))JJ ((xx′′)) ≡≡ −−JJ ⋆⋆ GG ⋆⋆ JJ

ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал ZZ [[JJ ]] == NN ′′ee
��
dd44xxdd44xx′′JJ((xx′′))GG((xx−−xx′′))JJ((xx)) ≡≡ NN ′′eeJJ⋆⋆GG⋆⋆JJ



СвойстваСвойства функцияфункция ГринаГрина

ОбратнаяОбратная функцияфункция ГринаГрина:: GG−−11((xx,, yy)) == δδ((xx −− yy))((−−∂∂22µµ ++mm22))

ПроверкаПроверка:: GG−−11 ⋆⋆ GG ==

��
dd44yy GG−−11((xx,, yy))GG((yy,, zz)) ==

��
dd44yy δδ((xx −− yy))((−−∂∂22µµ ++ mm22))GG((yy,, zz))

==

��
dd44yy δδ((xx −− yy))δδ((yy −− zz)) == δδ((xx −− zz))

ДействиеДействие::

SS [[ϕϕ00((xx))]] ==
11

22

��
dd44xx ϕϕ((xx))((−−∂∂22µµ++mm22))ϕϕ((xx)) ==

11

22

��
dd44xxdd44yy ϕϕ((yy))δδ((xx−−yy))((−−∂∂22µµ++mm22))ϕϕ((xx))

==
11

22

��
dd44xxdd44yy ϕϕ((yy))GG−−11((xx −− yy))ϕϕ((xx)) ≡≡ 11

22
ϕϕ ⋆⋆ GG−−11 ⋆⋆ ϕϕ РаздвижкаРаздвижка точекточек

ВакуумноеВакуумное среднеесреднее:: ��ϕϕ((xx))�� == 11

ZZ [[JJ ]]

δδZZ [[JJ ]]

δδJJ ((xx))
==

��
dd44yy GG((xx −− yy))JJ ((yy)) == GG ⋆⋆ JJ

КорреляторКоррелятор::

��ϕϕ((xx))ϕϕ((yy))�� == 11

ZZ [[JJ ]]

δδ

δδJJ ((xx))

δδ

δδJJ ((yy))
ZZ [[JJ ]] == ee−−JJ⋆⋆GG⋆⋆JJ

δδ

δδJJ ((xx))

��
GG((yy,, yy′′)) ⋆⋆ JJ ((yy′′))eeJJ⋆⋆GG⋆⋆JJ

��

= G(x, y) +

�
G(x, x′) ⋆ J(x′)

��
G(y, y′) ⋆ J(y′)

�



33--хх точечнаяточечная функцияфункция:: ��ϕϕ((xx))ϕϕ((yy))ϕϕ((zz))�� == 11

ZZ [[JJ ]]

δδ

δδJJ ((xx))

δδ

δδJJ ((yy))

δδ

δδJJ ((zz))
ZZ [[JJ ]] ??

==

��
GG((xx,, xx′′)) ⋆⋆ JJ ((xx′′))

����
GG((yy,, yy′′)) ⋆⋆ JJ ((yy′′))

����
GG((zz,, zz′′)) ⋆⋆ JJ ((zz′′))

��

++GG((xx,, yy))

��
GG((zz,, zz′′))⋆⋆JJ ((zz′′))

��
++GG((xx,, zz))

��
GG((yy,, yy′′))⋆⋆JJ ((yy′′))

��
++GG((yy,, zz))

��
GG((xx,, xx′′))⋆⋆JJ ((xx′′))

��

Диаграммная техника:

GG((xx −− yy)) == −− δδ22WW [[JJ ]]

δδJJ ((xx))δδJJ ((yy))
x                  yx                  y

xx

��
dd44xx′′ GG((xx −− xx′′))JJ ((xx′′)) == −− δδWW [[JJ ]]

δδJJ [[xx]]
��
dd44xx′′dd44xx′′′′ JJ ((xx′′))GG((xx′′ −− xx′′′′))JJ ((xx′′′′)) == −−WW [[JJ ]]

xx

ЗамечаниеЗамечание:: ДиаграммаДиаграмма длядля вакуумноговакуумного среднегосреднего

��ϕϕ((xx))��



xx

yy

xx

yy
++ ��ϕϕ((xx))ϕϕ((yy))�� == GG((xx,, yy))++

��
GG((xx,, xx′′)) ⋆⋆ JJ ((xx′′))

����
GG((yy,, yy′′)) ⋆⋆ JJ ((yy′′))

��

xx

yy
++

zz

xx

yy

zz

++ yy

zz

xx

++
yy

xx

zz

Разложение производящего функционала:

ZZ[[JJ]] == 11++ ��ϕϕ((xx))��
��������
JJ==00

⋆⋆ JJ((xx)) ++
11

22!!
��ϕϕ((xx))ϕϕ((yy))��

��������
JJ==00

⋆⋆ JJ((xx)) ⋆⋆ JJ((yy)) ++ .. .. ..

++GG((xx,, yy))

��
GG((zz,, zz ′′))⋆⋆JJ ((zz ′′))

��
++GG((xx,, zz))

��
GG((yy,, yy′′))⋆⋆JJ ((yy′′))

��
++GG((yy,, zz))

��
GG((xx,, xx′′))⋆⋆JJ ((xx′′))

��
�ϕ(x)ϕ(y)ϕ(z)� =

�
G(x, x′) ⋆ J(x′)

��
G(y, y′) ⋆ J(y′)

��
G(z, z′) ⋆ J(z′)

�

++
11

22!! ++
11

33!!
ZZ [[JJ ]] ==



ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал теориитеории jj44

SS ==
11

22

��
dd44xx
��
((∂∂µµϕϕ))

22 ++ UU ((ϕϕ))
��

Потенциал: UU ((ϕϕ)) ==
11

22
mm22ϕϕ22 ++

λλ

44!!
ϕϕ44 ≡≡ 11

22
mm22ϕϕ22 ++ UUiinntt((ϕϕ))

Действие:

mm22 >> 00 mm22 << 00

Модель без спонтанного нарушения симметрии: mm22 >> 00

Z[J ] =

�
D[ϕ(x)]e−

�
d4x [ 12 (∂νϕ)

2+ 1
2m

2ϕ2+ λ
4!ϕ

4−J(x)ϕ(x)]

Задача: вычислитьвычислить производящийпроизводящий функционалфункционал

Рассмотрим сначала безмассовую модель: mm == 00



Метод: пертурбативноепертурбативное разложениеразложение попо константеконстанте связисвязи l

eexxpp

		
−− λλ

44!!

��
dd44xxϕϕ44




==

∞∞��

nn==00

��−−λλ
44!!

��nn
11

nn!!

��
dd44xx11 .. .. .. dd

44xxnnϕϕ
44((xx11)) .. .. .. ϕϕ

44((xxnn))

×e−
�
d4x[ 12 (∂µϕ)

2+ 1
2m

2ϕ2−J(x)ϕ(x)]

Z [J ] =
�

n

�
−λ
4!

�n
1

n!

�
d4x1 . . . d

4xn

�
D[ϕ(x)]ϕ4(x1) . . . ϕ

4(xn)

ЗамечаниеЗамечание:: ϕϕ((xx11))ϕϕ((xx22)) .. .. .. ϕϕ((xxnn)) ==
δδnn

δδJJ((xx11))δδJJ((xx22)) .. .. .. δδJJ((xxnn))

��
ee
��
dd44xx ϕϕ((xx))JJ((xx))



 ��������
JJ==00

ZZ [[JJ ]] ==
∞∞��

nn==00

��−−λλ
44!!

��nn
11

nn!!

��
dd44xx11 .. .. .. dd

44xxnn

��
δδ

δδJJ ((xx11))

��44
.. .. ..

��
δδ

δδJJ ((xxnn))

��44

××
��
DD[[ϕϕ((xx))]]ee−−

��
dd44xx [[ 1122 ((∂∂µµϕϕ))

22++ 11
22mm

22ϕϕ22−−JJ((xx))ϕϕ((xx))]]

== ee−
−
��
dd44xx UUiinntt(( δδ

δδJJ((xx)) ))
��
DD[[ϕϕ((xx))]]ee−−SS00[[ϕϕ((xx))]]++

��
dd44xx JJ((xx))ϕϕ((xx)) == ee−

−
��
dd44xx UUiinntt(( δδ

δδJJ((xx)) )) ee
11
22 JJ⋆⋆GG⋆⋆JJ



ВВ первомпервом порядкапорядка попо ll: : 

Задача: последовательно вычислить четвертую вариационную производную:            

ZZ [[JJ ]] ≈≈
��
dd44xx

��
11 −− λλ

44!!

��
δδ

δδJJ ((xx))

��44��
ee
11
22 JJ⋆⋆GG⋆⋆JJ

δδ

δδJJ ((xx))

��
ee
11
22

��
dd44yydd44zz JJ((yy))GG((yy−−zz))JJ((zz))

��
==

����
dd44yy GG((xx −− yy))JJ ((yy))

��
ee
11
22 JJ⋆⋆GG⋆⋆JJ

��

GG((xx−− xx)) ++
����

dd44yy GG((xx−− yy))JJ((yy))
��22##

ee
11
22JJ⋆⋆GG⋆⋆JJ

δ2

δJ2(x)

�
e
1
2J⋆G⋆J

�
=

δδ33

δδJJ33((xx))

��
ee
11
22 JJ⋆⋆GG⋆⋆JJ

��
==

��

33GG((xx −− xx))

����
dd44yy GG((xx −− yy))JJ ((yy))

��
++

����
dd44yy GG((xx −− yy))JJ ((yy))

��33##

ee
11
22 JJ⋆⋆GG⋆⋆JJ

GG((xx −− xx)) == GG((00))xx

δδ44

δδJJ44((xx))

��
ee
11
22 JJ⋆⋆GG⋆⋆JJ

��
==

��

33GG22((00)) ++ 66GG((00))

����
dd44yy GG((xx −− yy))JJ ((yy))

��22
++

����
dd44yy GG((xx −− yy))JJ ((yy))

��44##

ee
11
22 JJ⋆⋆GG⋆⋆JJ



δδ44

δδJJ44((xx))

��
ee
11
22 JJ⋆⋆GG⋆⋆JJ

��
== ee

11
22 JJ⋆⋆GG⋆⋆JJ33 + 6+ 6

xx xx

xx++

Z[J ]=

	
1−λ

4!

�
d4x

�
3G(0)2+6G(0)

��
d4yG(x−y)J(y)

�2
+

��
d4yG(x−y)J(y)

�4�

e
1
2J⋆G⋆J

WW [[JJ ]] == −− 11

22
JJ ⋆⋆ GG ⋆⋆ JJ ++

λλ

44!!

��
dd44xx

��
33GG((00))22 ++ 66GG((00))

��
GG ⋆⋆ JJ

��22
++

��
GG ⋆⋆ JJ

��44��

ДвухточечнаяДвухточечная функцияфункция::

��ϕϕ((xx))ϕϕ((yy))��
��������
JJ==00

==
11

ZZ[[JJ ]]

δδ

δδJJ((xx))

δδ

δδJJ((yy))
ZZ [[JJ ]]

��������
JJ==00

==GG((xx−−yy))−−λλ
22
GG((00))

��
dd44zzGG((xx−−yy))GG((zz−−yy))

x                  yx                  y
−−λλ
22 x        z        yx        z        y

ПерваяПервая поправкапоправка кк

классическомуклассическому пропагаторупропагатору::

ЗамечаниеЗамечание:: ЛюбойЛюбой вершиневершине ll соответствуетсоответствует 4 4 ««ногиноги»». . ПертурбативноеПертурбативное

разложениеразложение попо константеконстанте связисвязи предполагаетсяпредполагается вв режимережиме слабойслабой связисвязи



ПетлевоеПетлевое разложениеразложение производящегопроизводящего функционалафункционала

SS ==
11

22

��
dd44xx
��
((∂∂µµϕϕ))

22 ++ UU ((ϕϕ))
��

Действие:

Потенциал: UU ((ϕϕ)) ==
11

22
mm22ϕϕ22 ++

λλ

44!!
ϕϕ44 ≡≡ 11

22
mm22ϕϕ22 ++ UUiinntt((ϕϕ))

Массивная модель без спонтанного нарушения симметрии: mm22 >> 00

Z[J ] =

�
D[ϕ(x)]e−

�
d4x [ 12 (∂νϕ)

2+ 1
2m

2ϕ2+ λ
4!ϕ

4−J(x)ϕ(x)]

Задача: вычислитьвычислить производящийпроизводящий функционалфункционал

РазложениеРазложение действиядействия попо флуктуациямфлуктуациям поляполя::

Флуктуации полей над вакуумом:

Уравнения поля (Евклид): ∂∂22µµϕϕ((xx)) == UU ′′ −− JJ ((xx)),, UU ′′ ==
δδUU

δδϕϕ

ϕϕ((xx)) == φφ00((xx)) ++ δδϕϕ((xx))

SS [[ϕϕ]] −− JJ ⋆⋆ ϕϕ == SS [[ϕϕ00 ]] −− JJ ⋆⋆ ϕϕ00 ++ δδSS −− JJ ⋆⋆ δδφφ ++
11

22!!
δδ22SS ++

11

33!!
δδ33SS ++ .. .. ..



δδSS −− JJ ⋆⋆ δδφφ ==

��
dd44xx
��
−−∂∂22µµϕϕ00 ++ UU ′′((ϕϕ00)) −− JJ ((xx))

��
δδφφ

ПерваяПервая вариациявариация действиядействия::

ВтораяВторая вариациявариация действиядействия::

Уравнения поля

δδ22SS ==

��
dd44xx δδφφ

��
−−∂∂22µµ ++ UU ′′′′((ϕϕ00))

��
δδφφ Функциональный детерминант

ТретьяТретья вариациявариация действиядействия::

δδ44SS ==

��
dd44xx UU ((IIVV))((ϕϕ00))δδφφ

44
δ3S =

�
d4x U ′′′(ϕ0)δφ

3

ЧетвертаяЧетвертая вариациявариация действиядействия::

ЗамечаниеЗамечание 11:: в теории jj44 все высшие вариации действия равны 0

ПроблемаПроблема:: ДействиеДействие S S зависитзависит отот поляполя аа нене отот ::ϕϕ00

ZZ [[JJ ]] == ee−−SS[[ϕϕ00 ]]++JJ⋆⋆ϕϕ00
��
DD[[δδφφ]]ee

11
22!! δδφφ⋆⋆

δδ22SS[[ϕϕ00]]

δδϕϕ22
⋆⋆δδφφ++ 11

33!!
δδ33SS[[ϕϕ00]]

δδϕϕ33
⋆⋆δδ33φφ++++ 11

44!!
δδ44SS[[ϕϕ00]]

δδϕϕ44
⋆⋆δδ44φφ......

��ϕϕ((xx))��
??

ЗамечаниеЗамечание 22:: в теории имеется 2 типа разложения действия: 

по константе связи («ноги»,            ) и по dS ((««петлипетли»»,, )�� ≪≪ 11λλ ≪≪ 11



ПреобразованиеПреобразование ЛежандраЛежандра

ПростойПростой примерпример преобразованияпреобразования обычнойобычной действительнойдействительной функциифункции::

ff ((xx));; ddff ((xx)) == ff ′′((xx))ddxx

dd((xxff ′′)) == ff ′′ddxx ++ xxddff ′′
dd((xxff ′′ −− ff )) == xxddff ′′

ОпределимОпределим новуюновую функциюфункцию F F ии переменнуюпеременную yy :: ((ff,, xx)) ==⇒⇒ ((FF,, yy))

ПреобразованиеПреобразование ЛежандраЛежандра:  :  отот

лагранжевойлагранжевой кк гамильтоновойгамильтоновой механикемеханике

FF == xxff ′′ −− ff ;; yy == ff ′′((xx)) ddFF ((yy)) == FF ′′((yy))ddyy;; xx == FF ′′((yy))

ff ((xx))

xx

ff

xxff ′′

ff −− xxff ′′

ff LL((qq,, ˙̇qq));; xx ˙̇qq

HH == ˙̇qqpp −− LL;; pp ==
∂∂LL

∂∂ ˙̇qq

∂∂HH((pp,, qq))

∂∂pp
== ˙̇qq;;

∂∂HH((pp,, qq))

∂∂qq
== −− ˙̇pp

ПеременнаяПеременная qq нене затрагиваетсязатрагивается



ФункциональноеФункциональное преобразованиепреобразование ЛежандраЛежандра

Задача: убрать зависимость от источников J(x) в функционале :WW [[JJ ]]

��ϕϕ((xx))�� == −− δδWW [[JJ ]]

δδJJ ((xx))
pp ==

∂∂LL((qq,, ˙̇qq))

∂∂ ˙̇qq

˙̇qq JJ ((xx));;

pp ��ϕϕ((xx))��
LL((qq,, ˙̇qq)) WW [[JJ ]]

HH == pp ˙̇qq −− LL ΓΓ[[��ϕϕ��]] == JJ ⋆⋆ ��ϕϕ�� ++WW [[JJ ]]

ЭффективноеЭффективное действиедействие::

ЗамечаниеЗамечание 22:: ЭффективноеЭффективное действиедействие нене зависитзависит отот J ::ΓΓ[[��ϕϕ��]]

δδΓΓ

δδJJ
== ��ϕϕ((xx))�� ++ δδWW

δδJJ
== 00

УравненияУравнения движениядвижения::
δδΓΓ

δδ��ϕϕ((xx))�� == JJ

ЗамечаниеЗамечание 11:: ЭффективноеЭффективное действиедействие зависитзависит отот аа нене отот ::ΓΓ[[��ϕϕ��]] ��ϕϕ((xx))�� ϕϕ

δδSS

δδϕϕ

��������
ϕϕ==ϕϕ00

== JJ



δδΓΓ

δδ��ϕϕ((xx))�� == JJ δδ22ΓΓ

δδ��ϕϕ((xx))��δδ��ϕϕ((yy))�� ==
δδJJ ((xx))

δδ��ϕϕ((yy))�� == GG−−11((xx,, yy))ЗамечаниеЗамечание 33::

Проверка: 

GG((xx,, yy)) ==
δδ��ϕϕ((xx))��
δδJJ ((yy))

==

��
ddyy

δδJJ ((xx))

δδ��ϕϕ((yy))��
δδ��ϕϕ((yy))��
δδJJ ((zz))

==
δδ��JJ ((xx))��
δδJJ ((zz))

== δδ((xx −− zz))

GG−−11((xx,, yy)) ⋆⋆ GG((yy,, zz)) ==

��
ddyy

δδJJ ((xx))

δδ��ϕϕ((yy))��GG((yy,, zz))

Напомним:
WW [[JJ ]] == SS [[ϕϕ00]] −− JJ ⋆⋆ ϕϕ00 ++

��

22
llnn ddeett

��
−−∂∂22µµ ++ UU ′′′′((ϕϕ00))

��

JJ ==
δδSS

δδϕϕ

��������
ϕϕ==ϕϕ00

== SS [[��ϕϕ��]] ++ ��

22
llnn ddeett

��
−−∂∂22µµ ++ UU ′′′′((��ϕϕ��))

��
++ OO((��22))

В пределе эффективное действие G переходит в обычное

действие S, а вакуумное среднее - в классическое поле j
�� →→ 00

��ϕϕ��

Эффективное действие G описывает эволюцию вакуумного среднего

поля так же, как обычное действие S описывает эволюцию поля j��ϕϕ��

ΓΓ[[��ϕϕ��]] == SS [[ϕϕ00 ]] ++ JJ ⋆⋆ ((��ϕϕ((xx))�� −− ϕϕ00)) ++
��

22
llnn ddeett

��
−−∂∂22µµ ++ UU ′′′′((ϕϕ00))

��



РазложениеРазложение функциональногофункционального детерминантадетерминанта:                            :                            

Потенциал: 

РазложениеРазложение функциональногофункционального детерминантадетерминанта

UU ((ϕϕ)) ==
λλ

44!!
((ϕϕ22 −− aa22))22;; ϕϕ00 == ±±aa

Флуктуации полей над вакуумом:                                 ϕϕ ((xx )) == aa ++ χχ ((xx ))

UU ′′′′((ϕϕ((xx)))) == UU ′′′′((aa)) ++ UU ′′′′′′((aa))χχ((xx)) ++
11

22
UU ııvv((aa))χχ((xx))22 ≡≡ UU ′′′′((aa)) ++ UUiinntt((χχ((xx))))

Массовый член m2 Потенциал взаимодействия: UUiinntt == λλaa ·· χχ ++
λλ

22
·· χχ22

llnn ddeett == TTrr llnn

��

22
llnn ddeett

��
−−∂∂22µµ++mm22++UUiinntt

��
==
��

22
TTrr llnn

��
GG−−11++UUiinntt

��
==
��

22
TTrr llnnGG−−11++

��

22
TTrr llnn

��
11++GG⋆⋆UUiinntt

��

ПроблемаПроблема:: КакКак вычислитьвычислить функциональныйфункциональный детерминантдетерминант?  ?  

Решение возможно для слабо меняющихся или постоянных полей в вакууме

((КвазиклассическоеКвазиклассическое приближениеприближение))

ЗамечаниеЗамечание: : следслед TrTr нене матричныйматричный, , аа функциональныйфункциональный!!

UU ′′′′((aa)) ==
λλaa22

33
;; UU ′′′′′′((aa)) == λλaa;; UU ııvv((aa)) == λλ



��

22
llnn ddeett

��
−−∂∂22µµ ++ mm22 ++ UUiinntt

��
==
��

22
TTrr llnnGG−−11 ++

��

22
TTrr llnn

��
11 ++ GG ⋆⋆ UUiinntt

��

llnn((11 ++ xx)) == xx −− 11
22xx

22 ++ 11
33xx

33 ++ .. .. ..

TTrr llnn [[11 ++ GG ⋆⋆ UUiinntt ]] == TTrr GG⋆⋆UUiinntt−−
11

22
TTrr GG⋆⋆UUiinntt⋆⋆GG⋆⋆UUiinntt++

11

33
TTrr GG⋆⋆UUiinntt⋆⋆GG⋆⋆UUiinntt⋆⋆GG⋆⋆UUiinntt−−.. .. ..

Напомним:
11

33
TTrr GG ⋆⋆ UUiinntt ⋆⋆ GG ⋆⋆ UUiinntt ⋆⋆ GG ⋆⋆ UUiinntt ==

11

22 xx
1  1  

xx
2  2  xx

1  1  xx
1  1  

xx
2  2  

xx
3  3  

++……..
11

22
TTrr llnn
��
11++GG⋆⋆UUiinntt

��
== −− 11

22
++
11

33

==
11

33

��
ddxx11ddxx22ddxx33GG((xx11 −− xx22))UUiinntt((xx11))GG((xx22 −− xx33))UUiinntt((xx22))GG((xx33 −− xx11))UUiinntt((xx33))

xx

aaλλ ++

xx
UUiinntt == aaλλ ·· χχ ++

λλ

22
·· χχ22 λλ//22



++……..

11

22
TTrr llnn
��
11++GG⋆⋆UUiinntt

��
==

−− 11

22

aaλλ λλ//22++
11

22
−− 11

22 aaλλ aaλλ

λλ//22
aaλλ

−− 11

22
λλ//22

aaλλ
λλ//22λλ//22−− 11

22

Разложение эффективного действия:                                 

UUeeffff == SS [[��ϕϕ00��]] ++
11

22
TTrr llnn

��
−−∂∂22µµ ++ UU ′′′′

��

ΓΓ[[φφ00++χχ((xx))]] == VV TT UUeeffff ((φφ00))++ΓΓ((11))[[φφ00]]⋆⋆χχ++
11

22!!
ΓΓ((22))[[φφ00]]⋆⋆χχ⋆⋆χχ++

11

33!!
ΓΓ((33))[[φφ00]]⋆⋆χχ⋆⋆χχ⋆⋆χχ++.. .. ..

ВершинаВершина:: ΓΓ((11))==
aaλλ

22
GG((00))

��
dd44xx χχ((xx))

aaλλ
11

22

11

22
ΓΓ((22)) ⋆⋆ χχ ⋆⋆ χχ ==

11

22

��
dd44xx χχ[[++∂∂22µµ ++ uu′′′′]]χχ ++

11

22
λλGG((00))

��
dd44xx χχ22

−− 11

44
((aaλλ))22

��
dd44xxdd44yy χχ((xx))GG((xx −− yy))χχ((yy))GG((yy −− xx)) ++ .. .. ..



ВычислениеВычисление эффективногоэффективного действиядействия

Задача: вычислить диаграммы, вносящие вклад в эффективное действие

TadpoleTadpole:: λλ//22 FishFish::
aaλλ aaλλ

PenquinPenquin::

((нене оченьочень похожпохож??))

Техника вычисления:
1. Преобразование Фурье: 

χχ((kk)) ==

��
dd44xx χχ((xx)) ee−−iikkxx ;; χχ((xx)) ==

��
dd44kk

((22ππ))44
χχ((kk)) eeiikkxx

GG((kk,, kk′′)) ==
δδ((kk ++ kk′′))

kk22 ++mm22
,, GG−−11((kk,, kk′′)) == ((22ππ))44δδ((kk ++ kk′′))((kk22 ++mm22))

НапомнимНапомним::



δδ22SS ==
11

22

��
dd44xxχχ((xx))((−−∂∂22++mm22))χχ((xx)) == 11

22

��
dd44xx

dd44kk′′

((22ππ))44
dd44kk

((22ππ))44
((kk22++mm22))χχ((kk′′))χχ((kk))eeii((kk++kk

′′))xx

ВтораяВторая вариациявариация действиядействия::

==
11

22

��
dd44kk′′

((22ππ))44
dd44kk

((22ππ))44
((22ππ))44δδ((kk++kk′′))((kk22++mm22))χχ((kk′′))χχ((kk)))) ==

11

22

��
dd44kk

((22ππ))44
((kk22++mm22))||χχ((kk))||22

ТретьяТретья вариациявариация действиядействия:: δ3S =
1

3!

�
d4x U ′′′χ(x)3 =

aλ

3!

�
d4xχ(x)3

==
aaλλ

33!!

��
dd44xx

dd44kk11
((22ππ))44

dd44kk22
((22ππ))44

dd44kk33
((22ππ))44

χχ((kk11))χχ((kk22))χχ((kk33)) ee
ii((kk11++kk22++kk33))xx

==
aaλλ

33!!

��
dd44kk11
((22ππ))44

dd44kk22
((22ππ))44

dd44kk33
((22ππ))44

((22ππ))44δδ((kk11 ++ kk22 ++ kk33))χχ((kk11))χχ((kk22))χχ((kk33))

ЧетвертаяЧетвертая вариациявариация действиядействия:: δ4S =
1

4!

�
d4x U(iv)χ(x)4 =

λ

4!

�
d4x χ(x)4

==
λλ

44!!

��
dd44kk11
((22ππ))44

.. .. ..
dd44kk44
((22ππ))44

((22ππ))44δδ((kk11 ++ kk22 ++ kk33 ++ kk44))χχ((kk11))χχ((kk22))χχ((kk33))χχ((kk44))



TadpoleTadpole::

λλkk11 kk22

pp
11

22
·· λλ
22

��
dd44xx GG((xx −− xx))χχ22((xx))

ПреобразованиеПреобразование

ФурьеФурье::
==
λλ

44

��
dd44xx

dd44kk11
((22ππ))44

dd44kk22
((22ππ))44

dd44pp

((22ππ))44
11

pp22 ++mm22
χχ((kk11))χχ((kk22))ee

iikk11xxeeiikk22xx

==
11

22

��
dd44kk11
((22ππ))44

dd44kk22
((22ππ))44

((22ππ))44δδ((kk11 ++ kk22)) ΣΣ
((11)) χχ((kk11))χχ((kk22))

ΣΣ((11)) ==
λλ

22

��
dd44pp

((22ππ))44
11

pp22 ++mm22
FishFish::

kk11 kk22

aaλλ aaλλ

pp
11

pp
22

−−aa
22λλ22

44

��
dd44xx dd44yy χχ((xx))GG((xx −− yy))χχ((yy))GG((yy −− xx))

== −−aa
22λλ22

44

��
dd44xxdd44yy

dd44kk11

((22ππ))44
dd44kk22

((22ππ))44
dd44pp11

((22ππ))44
dd44pp22

((22ππ))44
eeiipp11((xx−−yy))

pp2211 ++ mm22

eeiipp22((yy−−xx))

pp2222 ++ mm22
χχ((kk11))χχ((kk22))ee

iikk11xx++iikk22yy

==−−aa
22λλ22

44

��
dd44kk11
((22ππ))44

dd44kk22
((22ππ))44

dd44pp11
((22ππ))44

dd44pp22
((22ππ))44

((22ππ))44δδ((pp11−−pp22++kk11))((22ππ))44δδ((pp22−−pp11++kk22))

×× 11

pp2211 ++mm22

11

pp2222 ++mm22
χχ((kk11))χχ((kk22))



==
11

22

��
dd44kk11
((22ππ))44

dd44kk22
((22ππ))44

((22ππ))44δδ((kk11 ++ kk22))ΣΣ
((22))((kk11))χχ((kk11))χχ((kk22))

ΣΣ((22))((kk)) == −−aa
22λλ22

22

��
dd44pp

((22ππ))44
11

pp22 ++mm22

11

((pp ++ kk))22 ++mm22

НапомнимНапомним::

ΓΓ[[φφ00++χχ((xx))]] == VV TT UUeeffff ((φφ00))++ΓΓ((11))[[φφ00]]⋆⋆χχ++
11

22!!
ΓΓ((22))[[φφ00]]⋆⋆χχ⋆⋆χχ++

11

33!!
ΓΓ((33))[[φφ00]]⋆⋆χχ⋆⋆χχ⋆⋆χχ++.. .. ..

ΓΓ((22)) [[φφ00]] == GG−−11((kk)) ++ ΣΣ((11)) ++ ΣΣ((22)) ++ ·· ·· ·· == kk22 ++mm22 ++
λλ

22
AA((11)) −− aa22λλ22

22
AA((22))((kk)) ++ .. .. ..

ИнтегралИнтеграл ФейнманаФейнмана::

ΣΣ == ΣΣ((11)) ++ ΣΣ((22))СобственнаяСобственная энергетическаяэнергетическая частьчасть::

AA((nn))((kk11 ,, kk22 .. .. .. kknn)) ==

��
dd44pp

((22ππ))44
11

pp22++mm22

11

((pp++kk11))22++mm22
.. .. ..

11

((pp++kk11++ .. .. ..kknn−−11))22 ++mm22

ЗамечаниеЗамечание: : вкладвклад петлевыхпетлевых поправокпоправок вв SS сдвигаетсдвигает полюсполюс пропагаторапропагатора



ВершинаВершина::

Задача: покажите, что

kk11

kk22

aaλλ

aaλλ
kk33

aaλλ

pp

pp ++ kk22

pp −− kk11

ΓΓ((33))((kk11 ,, kk22,, kk33)) == aaλλ −− 33AA((22))((kk11 ++ kk22,, kk33)) ++ ((aaλλ))33AA((33))((kk11,, kk22 ,, kk33)) ++ .. .. ..

ΓΓ((44))((kk11 ,, kk22 ,, kk33 ,, kk44)) == λλ −− 66AA((22))((kk11 ,, kk22))++

++1122λλ((aaλλ))22AA((33))((kk11 ,, kk22 ,, kk33 ++ kk44)) −− 33AA((44))((kk11 ,, kk22 ,, kk33 ,, kk44)) ++ .. .. ..

ЗамечаниеЗамечание:: РасходятсяРасходятся толькотолько 2 2 интегралаинтеграла::

ΣΣ((11)) ==
λλ

22

��
dd44pp

((22ππ))44
11

pp22 ++mm22

ΣΣ((22))((kk)) == −−aa
22λλ22

22

��
dd44pp

((22ππ))44
11

pp22 ++mm22

11

((pp ++ kk))22 ++mm22



ΓΓ[[φφ00++χχ((xx))]] == VV TT UUeeffff ((φφ00))++ΓΓ((11))[[φφ00]]⋆⋆χχ++
11

22!!
ΓΓ((22)) [[φφ00]]⋆⋆χχ⋆⋆χχ++

11

33!!
ΓΓ((33))[[φφ00]]⋆⋆χχ⋆⋆χχ⋆⋆χχ++.. .. ..

Собирая все поправки в эффективное действие, получим:

== VV TT UUeeffff ((φφ00)) ++
11

22!!

��
dd44kk

((22ππ))44

��
kk22++mm22++

11

22
λλAA((11)) −− 11

22
((aaλλ))22AA((22))

��
χχ((kk))χχ((−−kk))

++
11

33!!

��
aaλλ−− 33

22
aaλλ22AA((22))

����
dd44kk11
((22ππ))44

dd44kk22
((22ππ))44

dd44kk33
((22ππ))44

((22ππ))44δδ((kk11++kk22++kk33))χχ((kk11))χχ((kk22))χχ((kk33))

++
11

44!!

��
λλ −− 33

22
λλ22AA((22))

�� ��
dd44kk11
((22ππ))44

.. .. ..
dd44kk44
((22ππ))44

((22ππ))44δδ((kk11++ .. .. ..++kk44))χχ((kk11)) .. .. .. χχ((kk44))

== VV TT UUeeffff++

��
dd44xx

		
11

22
χχ((xx))

��
−−∂∂22++mm22++

11

22
λλAA((11)) −− 11

22
((aaλλ))22AA((22))

��
χχ((xx))

++
11

33!!

��
λλ −− 33

22
λλ22AA((22))

��
aaχχ((xx))33 ++

11

44!!

��
λλ −− 33

22
λλ22AA((22))

��
χχ((xx))44





ФизическаяФизическая массамасса::

ФизическаяФизическая константаконстанта связисвязи::

mm22
pphhyyss == mm22 ++

11

22
λλAA((11)) −− 11

22
((aaλλ))22AA((22))

λλpphhyyss == λλ −− 33

22
λλ22AA((22))



РегуляризацияРегуляризация ПаулиПаули--ВилларсаВилларса

kk22

pp

kk11

ss

qq11 qq22+

Задача: смягчить или убрать расходимость

SS [[ϕϕ]] →→ SS [[ϕϕ((xx))]] ++ SSRR [[ΦΦ]]

==

��
dd44xx

��
11

22
((∂∂µµϕϕ))

22 ++ UU ((ϕϕ))

��
++

11

22

��
dd44xx

��
((∂∂µµΦΦ))22 ++ UU ′′′′((ϕϕ))ΦΦ22 ++MM 22ΦΦ22

��

ВкладВклад полейполей регулятороврегуляторов

ΦΦ00 == 00 ,, MM 22 ≫≫ mm22 == UU ′′′′((ϕϕ))

δδ22SS ==
11

22

��
dd44xx δδϕϕ

��
−−∂∂22µµ ++mm22

��
δδϕϕ ++

11

22

��
dd44xx δδΦΦ

��
−−∂∂22µµ ++mm22 ++MM 22))δδΦΦ

��
ВтораяВторая вариациявариация действиядействия::

Предположение: полеΦ обладает аномальными свойствами, из-за которых

его функциональный детерминант дает вклад с противоположным знаком:   

ΓΓ[[ϕϕ]] == SS [[ϕϕ]] ++ SSRR[[ΦΦ]] ++
11

22
llnn ddeett

��
−−∂∂22µµ ++mm22

��
−− 11

22
llnn ddeett

��
−−∂∂22µµ ++mm22 ++MM 22

��



НапримерНапример::

ΣΣ((11)) ==
λλ

22

��
dd44pp

((22ππ))44

��
11

pp22++mm22
−− 11

pp22++mm22++MM22

��
==
λλ

22

��
dd44pp

((22ππ))44

��
MM22

((pp22++mm22))((pp22++mm22++MM22))

��

∼ ln p, p→∞!!

Задача: покажите, что такая регуляризация делает конечной диаграмму «рыба»

НесколькоНесколько полейполей--регулятороврегуляторов:: ΣΣ((11)) ==
λλ

22

��
dd44pp

((22ππ))44

��
11

pp22++mm22
−−
��

ii

CCii

pp22++mm22++MM22
ii

��

Разложение по обратным большим импульсам:

11

pp22 ((11 ++mm22//pp22))
−−
��

ii

CCii
pp22 ((11 ++mm22//pp22 ++MM22

ii //pp
22))
≈≈ 11

pp22
−−mm

22

pp44
−−
��

ii

CCii

��
11

pp22
−− mm22

pp44
−− MM22

ii

pp44

��

≈≈ 11

pp22
−−
��

ii CCii

pp22
−− mm22

pp44
++
mm22

pp44

��

ii

CCii ++

��
ii CCiiMM

22
ii

pp44
++ .. .. ..

РасходимостиРасходимости сокращаюсясокращаюся, , еслиесли::
��

ii

CCii == 11 ,,
��

ii

CCiiMM
22
ii == 00 ,,

CC11 == CC22 == 11,, CC33 == −−11;; MM11 == MM22 == MM ,, MM33 ==
√√
22MM



Tadpole:

Fish:

ВычислениеВычисление интеграловинтегралов

IIzz((mm
22)) ==

��
dd44pp

((22ππ))44
11

((pp22 ++mm22))zz

РегуляризованныйРегуляризованный интегралинтеграл::

zz == 11

zz == 22

IIzz((mm
22)) ==

22ππ22

((22ππ))44

��
ddpp pp33

11

mm22zz ((11 ++ pp22//mm22))
zz ==

mm−−22zz

1166ππ22

��
ddpp22 pp22

11

((11 ++ pp22//mm22))
zz

tt == pp22//mm22

=
(m2)2−z

16π2

∞�

0

dt t

(1 + t)z

bb--функцияфункция ((математическаяматематическая))::

ββ((aa,, bb)) ≡≡
11��

00

ddtt ttaa−−11((11 −− tt))bb−−11==

∞∞��

00

ddtt ttaa−−11

((11 ++ tt))aa++bb
==

ΓΓ((aa))ΓΓ((bb))

ΓΓ((aa ++ bb))

GG--функцияфункция ((математическаяматематическая)):: ΓΓ((aa)) ==

∞∞��

00

ddtt ee−−ttttaa−−11

IIzz((mm
22)) ==

((mm22))22−−zz

1166ππ22
ββ((22,, zz −− 22)) ==

((mm22))22−−zz

1166ππ22
ΓΓ((22))ΓΓ((zz −− 22))

ΓΓ((zz))
==

((mm22))22−−zz

1166ππ22
ΓΓ((zz −− 22))

ΓΓ((zz))



РассмотримРассмотрим zz == 11 ++ εε ,, εε ≪≪ 11

((mm22))22−−zz →→ ((mm22))11−−εε == ee((11−−εε)) llnn((mm
22)) ≈≈ mm22((11 −− εε llnnmm22))

IIzz((mm
22)) ==

((mm22))22−−zz

1166ππ22
ΓΓ((zz −− 22))

ΓΓ((zz))

РегуляризованныйРегуляризованный интегралинтеграл::

ΓΓ((zz −− 22))

ΓΓ((zz))
==

ΓΓ((εε −− 11))

ΓΓ((εε ++ 11))
==

ΓΓ((εε −− 11))

ΓΓ((εε −− 11))εε((εε −− 11))
==

11

εε((εε −− 11))
≈≈ −− 11 ++ εε

εε

ПаулиПаули--ВилларсВилларс::

−− mm22

1166ππ22
11

εε
((11 −− εε llnnmm22 ++ εε)) ++

11

1166ππ22

��

ii

CCii((mm
22 ++MM 22

ii ))

εε

��
11 −− εε llnn((mm22 ++MM 22

ii )) ++ εε
��

��

ii

CCii == 11

��

ii

CCiiMM
22
ii == 00

ЭтоЭто выражениевыражение ничегоничего нене напоминаетнапоминает?  ?  

mm22

1166ππ22
llnnmm22 −− mm22

1166ππ22

��

ii

CCii llnnMM
22
ii ≡≡

mm22

1166ππ22
llnnmm22 −− mm22

1166ππ22
llnn ΛΛ22 ==

mm22

1166ππ22
llnn
mm22

ΛΛ22

II11++εε((mm
22)) ≈≈ −− mm22

1166ππ22
11

εε
((11 −− εε llnnmm22 ++ εε))

II((mm22)) →→ II((mm22)) −−
��

ii

CCiiII((mm
22 ++MM 22

ii ))



РассмотримРассмотрим IIzz((mm
22)) ==

((mm22))22−−zz

1166ππ22
ΓΓ((zz −− 22))

ΓΓ((zz))

РегуляризованныйРегуляризованный интегралинтеграл::

ПаулиПаули--ВилларсВилларс::

��

ii

CCii == 11

��

ii

CCiiMM
22
ii == 00

zz == 22 ++ εε ,, εε ≪≪ 11

ΓΓ((zz −− 22))

ΓΓ((zz))
==

ΓΓ((εε))

ΓΓ((22 ++ εε))
==

ΓΓ((εε))

ΓΓ((εε))εε((11 ++ εε))
==

11

εε((11 ++ εε))
≈≈ 11 −− εε

εε

((mm22))22−−zz →→ ((mm22))−−εε == ee−−εε llnn((mm
22)) ≈≈ 11 −− εε llnnmm22

I2+ε(m
2) ≈ 1

16π2
1

ε
(1− ε lnm2 − ε)

11

1166ππ22
11

εε
((11 −− εε llnnmm22 −− εε)) −− 11

1166ππ22

��

ii

CCii
εε

��
11 −− εε llnn((mm22 ++MM 22

ii )) −− εε
��

II((mm22)) →→ II ((mm22)) −−
��

ii

CCiiII((mm
22 ++MM 22

ii ))

≡≡ −− 11

1166ππ22
llnnmm22 ++

11

1166ππ22
llnn ΛΛ22 == −− 11

1166ππ22
llnn
mm22

ΛΛ22

−− 11

1166ππ22
llnnmm22 ++

11

1166ππ22

��

ii

CCii llnn((mm
22 ++MM 22

ii )) ≈≈ −−
11

1166ππ22
llnnmm22 ++

11

1166ππ22

��

ii

CCii llnnMM
22
ii

II22((mm
22))



ВычислениеВычисление интеграловинтегралов

ПараметризацияПараметризация ФейнманаФейнмана::

AA((nn))((kk11 ,, kk22 .. .. .. kknn)) ==

��
dd44pp

((22ππ))44
11

pp22++mm22

11

((pp++kk11))22++mm22
.. .. ..

11

((pp++kk11++ .. .. ..kknn−−11))22 ++mm22

11

aa11aa22
==

11��

00

ddxx

[[aa11xx ++ aa22((11 −− xx))]]22
ВВ частностичастности (n=2)(n=2)

Вспомогательный

интеграл:
11

aa11aa22 .. .. .. aann
== ((nn −− 11))!!

11��

00

ddxx11ddxx22 .. .. .. ddxxnn
δδ((xx11 ++ .. .. .. xxnn −− 11))

((aa11xx11 ++ aa22xx22 ++ .. .. .. aannxxnn))nn

AA((22))((kk,,−−kk)) ==
��

dd44pp

((22ππ))44
11

[[pp22++mm22 ]][[((pp++kk))22++mm22 ]][[((pp−−kk))22 ++ mm22 ]]

AA((22))((kk,,−−kk)) ==
11��

00

ddxx

��
dd44pp

((22ππ))44
11

[[pp22++mm22++((((kk++pp))22++mm22−−((pp22++mm22))))xx]]22

pp′′ == pp ++ kkxx ==

11��

00

ddxx

��
dd44pp′′

((22ππ))44
11

[[pp′′22++kk22xx((11−−xx))++mm22 ]]22
==

11��

00

ddxx II22((kk
22xx((11 −− xx)) ++ mm22))



РегуляризованныйРегуляризованный интегралинтеграл::

A(2)(k,−k) = − 1

16π2

1�

0

dx ln
k2x(1− x) +m2

Λ2
= − 1

16π2

1�

0

dx

	
ln
m2

Λ2
+ ln

k2

4m2
+ ln

�
4x(1− x) + 4m2

k2

�


−− 11

1166ππ22

11��

00

ddxx

��
llnn
mm22

ΛΛ22
++ llnn

kk22

44mm22

��
−− 11

1166ππ22

11��

00

ddxx llnn

��
44xx((11 −− xx)) ++

44mm22

kk22

��

−− 11

1166ππ22

��
llnn
mm22

ΛΛ22
++ llnn

kk22

44mm22

�� 11��

00

ddtt llnn((aa22 −− tt22)) == −−22 ++ llnn((aa22 −− 11)) ++ aa llnn
aa ++ 11

aa −− 11

aa22 == 11 ++ 44mm22//kk22 >> 00

−− 11

1166ππ22



−−22 ++ llnn
44mm22

kk22
++

��

11 ++
44mm22

kk22
llnn

��
11 ++ 44mm22

kk22 ++ 11
��

11 ++ 44mm22

kk22 −− 11





ΣΣ((22)) ==
λλ22aa22

3322ππ22



llnn
mm22

ΛΛ22
−− 22 ++

��

11 ++
44mm22

kk22
llnn

��
11 ++ 44mm22

kk22 ++ 11
��
11 ++ 44mm22

kk22 −− 11





ВкладВклад ««рыбырыбы»»::

t = 2x − 1;
� 1
−1 → 2

� 1
0



АналитическоеАналитическое продолжениепродолжение::

НапомнимНапомним::

ФизическаяФизическая регуляризованнаярегуляризованная массамасса ((вв ЕвклидовомЕвклидовом пространствепространстве ��44))::

ΓΓ((22))[[φφ00]] == GG−−11((kk)) ++ ΣΣ((11)) ++ ΣΣ((22)) ++ ·· ·· ·· == kk22 ++mm22
00 ++

λλ

22
AA((11)) −− aa22λλ22

22
AA((22))((kk)) ++ .. .. ..

mm22
pphhyyss == mm22

00 ++
λλmm22

3322ππ22
llnn
mm22

ΛΛ22
++
λλ22aa22

3322ππ22



llnn
mm22

ΛΛ22
−− 22 ++

��

11 ++
44mm22

kk22
llnn

��
11 ++ 44mm22

kk22 ++ 11
��
11 ++ 44mm22

kk22 −− 11





ЗадачаЗадача –– перейтиперейти изиз ��44 вв ��4  4  ::

xx44 →→ ||xx44 ||eeiiαα,, kk44 →→ ||kk44 ||ee−−iiαα

Im x4

Re x4

x4 = it, xµx
µ = −t2 + x2i → x24 + x2i

Im k4

Re k4

kk44xx44 →→ kk00tt;; eeiikkµµxx
µµ →→ eeiikkµµxx

µµ

dd44xx →→ iidd44xxEE ;; dd44kk →→ iidd44kkEE
Замечание:
Преобразование Фурье инвариантно

относительно поворота Вика

kkµµ == ((kk44 ,, ��kk));; kk44 == −−iikk00
kkµµkk

µµ == −−kk2200 ++ ��kk22 →→ kk2244 ++
��kk22



Pole atPole at::

ОднопетлеваяОднопетлевая поправкапоправка вв ��44::

ЕвклидовЕвклидов пропагаторпропагатор:: ПропагаторПропагатор вв ��44 ::

При простой вычет в GG((xx))==−− 11

22ωω((22ππ))33

��
dd33��kk eeii((

&&kk&&xx−−ωωtt))

GGEE ((xx)) ==

��
dd44kk

((22ππ))44
eeiikkµµxx

µµ

kk22 ++mm22
−− ii

��
dd44kk

((22ππ))44
eeiikkµµxx

µµ

−−kk2200 ++ ��kk22 ++mm22

kk00 == ±±
��
��kk22 ++mm22

GG((xx)) == −−ii
��

dd44kk

((22ππ))44
eeiikkµµxx

µµ

kk2200 ++
��kk22 ++ mm22 −− iiεε

tt >> 00 kk00 ≡≡ ωω ==

��
��kk22 ++ mm22

kk22 == ||kk22||ee−−iiππ

llnn

��
11 ++ 44mm22

kk22 ++ 11
��
11 ++ 44mm22

kk22 −− 11
llnn

ii
��

44mm22

||kk22 || −−11++11

ii
��

44mm22

||kk22|| −− 11−−11
== llnn((−−ee22iiαα)) == −−iiππ++22iiαα

αα == aarrccttaann

  
44mm22

||kk22 || −− 11



ФизическийФизический регуляризованныйрегуляризованный пропагаторпропагатор ((вв пространствепространстве ��44))::

Замечание:

ПропагаторПропагатор остаетсяостается действительнымдействительным припри условииусловии ||kk22 || << 44mm22

aaλλ aaλλ aaλλ aaλλ aaλλ aaλλ

ПорогПорог рождениярождения ((аннигиляциианнигиляции):                        ):                        kk == 22mm

GG−−11((kk22)) == −−||kk22 || ++mm22
00 ++

λλmm22

3322ππ22
llnn
mm22

ΛΛ22
++
λλ22aa22

3322ππ22

		
llnn
mm22

ΛΛ22
−− 22 ++ ππ

  
44mm22

||kk22 || −− 11

−− 22

  
44mm22

||kk22|| −− 11 aarrccttaann

  
44mm22

||kk22|| −− 11




== −−||kk22 || ++mm22

00 ++ ΣΣ((11)) ++ ΣΣ((22))((kk22))



ПеренормировкаПеренормировка

ЗамечаниеЗамечание:: ФизическаяФизическая массамасса соответствуетсоответствует полюсуполюсу пропагаторапропагатора::

−−mm22 ++mm22
00 ++ ΣΣ((11)) ++ ΣΣ((22))((−−mm22)) == 00 GG−−11((kk22)) == kk22 ++ mm22

00 ++ ΣΣ((11)) ++ ΣΣ((22))((kk22))

GG−−11((kk22)) == kk22 ++mm22 ++ ΣΣ((22))((kk22)) −− ΣΣ((22))((−−mm22))
ПеренормированныйПеренормированный

обратныйобратный пропагаторпропагатор::

КонечнаяКонечная частьчасть:: ΣΣ((kk22)) == ΣΣ((−−mm22)) ++
∂∂ΣΣ((kk22))

∂∂kk22

��������
kk22==−−mm22

((kk22 ++mm22)) ++ .. .. ..

GG−−11((kk22)) ==
��

11 ++
∂∂ΣΣ((kk22))

∂∂kk22

��������
kk22==−−mm22

++ .. .. ..

��

((kk22 ++mm22)) == ZZ((kk22 ++mm22))

МультипликативнаяМультипликативная перенормировкаперенормировка:  :  ((kk22 ++mm22)) −−→→ ZZ((kk22 ++mm22))



ВычислениеВычисление интеграловинтегралов

ПараметризацияПараметризация ФейнманаФейнмана::

AA((nn))((kk11 ,, kk22 .. .. .. kknn)) ==

��
dd44pp

((22ππ))44
11

pp22++mm22

11

((pp++kk11))22++mm22
.. .. ..

11

((pp++kk11++ .. .. ..kknn−−11))22 ++mm22

11

aa11aa22
==

11��

00

ddxx

[[aa11xx ++ aa22((11 −− xx))]]22
ВВ частностичастности (n=2)(n=2)

Вспомогательный

интеграл:
11

aa11aa22 .. .. .. aann
== ((nn −− 11))!!

11��

00

ddxx11ddxx22 .. .. .. ddxxnn
δδ((xx11 ++ .. .. .. xxnn −− 11))

((aa11xx11 ++ aa22xx22 ++ .. .. .. aannxxnn))nn

pp′′ == pp ++ kkxx ==

11��

00

ddxx

��
dd44pp′′

((22ππ))44
11

[[pp′′22++kk22xx((11−−xx))++mm22 ]]22
==

11��

00

ddxx II22((kk
22xx((11 −− xx)) ++ mm22))

ΣΣ((22))((kk)) ∝∝
11��

00

ddxx

��
dd44pp

((22ππ))44
11

[[pp22++mm22++((((kk++pp))22++mm22−−((pp22++mm22))))xx]]22

A(2)(k)→ Σ(2)(k) = −a
2λ2

2

�
d4p

(2π)4
1

[p2 +m2]

1

[(p+ k)2 +m2]

a1 = (p+ k)2 +m2

a2 = p2 +m2



РегуляризованныйРегуляризованный интегралинтеграл::

A(2)(k,−k) = − 1

16π2

1�

0

dx ln
k2x(1− x) +m2

Λ2
= − 1

16π2

1�

0

dx

	
ln
m2

Λ2
+ ln

k2

4m2
+ ln

�
4x(1− x) + 4m2

k2

�


−− 11

1166ππ22

11��

00

ddxx

��
llnn
mm22

ΛΛ22
++ llnn

kk22

44mm22

��
−− 11

1166ππ22

11��

00

ddxx llnn

��
44xx((11 −− xx)) ++

44mm22

kk22

��

−− 11

1166ππ22

��
llnn
mm22

ΛΛ22
++ llnn

kk22

44mm22

�� 11��

00

ddtt llnn((aa22 −− tt22)) == −−22 ++ llnn((aa22 −− 11)) ++ aa llnn
aa ++ 11

aa −− 11

aa22 == 11 ++ 44mm22//kk22 >> 00

−− 11

1166ππ22



−−22 ++ llnn
44mm22

kk22
++

��

11 ++
44mm22

kk22
llnn

��
11 ++ 44mm22

kk22 ++ 11
��

11 ++ 44mm22

kk22 −− 11





ΣΣ((22)) ==
λλ22aa22

3322ππ22



llnn
mm22

ΛΛ22
−− 22 ++

��

11 ++
44mm22

kk22
llnn

��
11 ++ 44mm22

kk22 ++ 11
��
11 ++ 44mm22

kk22 −− 11





ВкладВклад ««рыбырыбы»»::

t = 2x − 1;
� 1
−1 → 2

� 1
0



АналитическоеАналитическое продолжениепродолжение::

НапомнимНапомним::

ФизическаяФизическая регуляризованнаярегуляризованная массамасса ((вв ЕвклидовомЕвклидовом пространствепространстве ��44))::

ΓΓ((22))[[φφ00]] == GG−−11((kk)) ++ ΣΣ((11)) ++ ΣΣ((22)) ++ ·· ·· ·· == kk22 ++mm22
00 ++

λλ

22
AA((11)) −− aa22λλ22

22
AA((22))((kk)) ++ .. .. ..

mm22
pphhyyss == mm22

00 ++
λλmm22

3322ππ22
llnn
mm22

ΛΛ22
++
λλ22aa22

3322ππ22



llnn
mm22

ΛΛ22
−− 22 ++

��

11 ++
44mm22

kk22
llnn

��
11 ++ 44mm22

kk22 ++ 11
��
11 ++ 44mm22

kk22 −− 11





ЗадачаЗадача –– перейтиперейти изиз ��44 вв ��4  4  ::

xx44 →→ ||xx44 ||eeiiαα,, kk44 →→ ||kk44 ||ee−−iiαα

Im x4

Re x4

x4 = it, xµx
µ = −t2 + x2i → x24 + x2i

Im k4

Re k4

kk44xx44 →→ kk00tt;; eeiikkµµxx
µµ →→ eeiikkµµxx

µµ

dd44xx →→ iidd44xxEE ;; dd44kk →→ iidd44kkEE
Замечание:
Преобразование Фурье инвариантно

относительно поворота Вика

kkµµ == ((kk44 ,, ��kk));; kk44 == −−iikk00
kkµµkk

µµ == −−kk2200 ++ ��kk22 →→ kk2244 ++
��kk22



Pole atPole at::

ОднопетлеваяОднопетлевая поправкапоправка вв ��44::

ЕвклидовЕвклидов пропагаторпропагатор:: ПропагаторПропагатор вв ��44 ::

При простой вычет в GG((xx))==−− 11

22ωω((22ππ))33

��
dd33��kk eeii((

&&kk&&xx−−ωωtt))

GGEE ((xx)) ==

��
dd44kk

((22ππ))44
eeiikkµµxx

µµ

kk22 ++mm22
−− ii

��
dd44kk

((22ππ))44
eeiikkµµxx

µµ

−−kk2200 ++ ��kk22 ++mm22

kk00 == ±±
��
��kk22 ++mm22

GG((xx)) == −−ii
��

dd44kk

((22ππ))44
eeiikkµµxx

µµ

kk2200 ++
��kk22 ++ mm22 −− iiεε

tt >> 00 kk00 ≡≡ ωω ==

��
��kk22 ++ mm22

kk22 == ||kk22||ee−−iiππ

llnn

��
11 ++ 44mm22

kk22 ++ 11
��
11 ++ 44mm22

kk22 −− 11
llnn

ii
��

44mm22

||kk22 || −−11++11

ii
��

44mm22

||kk22|| −− 11−−11
== llnn((−−ee22iiαα)) == −−iiππ++22iiαα

αα == aarrccttaann

  
44mm22

||kk22 || −− 11



ФизическийФизический регуляризованныйрегуляризованный пропагаторпропагатор ((вв пространствепространстве ��44))::

Замечание:

ПропагаторПропагатор остаетсяостается действительнымдействительным припри условииусловии ||kk22 || << 44mm22

aaλλ aaλλ aaλλ aaλλ aaλλ aaλλ

ПорогПорог рождениярождения ((аннигиляциианнигиляции):                        ):                        kk == 22mm

GG−−11((kk22)) == −−||kk22 || ++mm22
00 ++

λλmm22

3322ππ22
llnn
mm22

ΛΛ22
++
λλ22aa22

3322ππ22

		
llnn
mm22

ΛΛ22
−− 22 ++ ππ

  
44mm22

||kk22 || −− 11

−− 22

  
44mm22

||kk22|| −− 11 aarrccttaann

  
44mm22

||kk22|| −− 11




== −−||kk22 || ++mm22

00 ++ ΣΣ((11)) ++ ΣΣ((22))((kk22))



ПеренормировкаПеренормировка

ЗамечаниеЗамечание:: ФизическаяФизическая массамасса соответствуетсоответствует полюсуполюсу пропагаторапропагатора::

−−mm22 ++mm22
00 ++ ΣΣ((11)) ++ ΣΣ((22))((−−mm22)) == 00 GG−−11((kk22)) == kk22 ++ mm22

00 ++ ΣΣ((11)) ++ ΣΣ((22))((kk22))

GG−−11((kk22)) == kk22 ++mm22 ++ ΣΣ((22))((kk22)) −− ΣΣ((22))((−−mm22))
ПеренормированныйПеренормированный

обратныйобратный пропагаторпропагатор::

КонечнаяКонечная частьчасть:: ΣΣ((kk22)) == ΣΣ((−−mm22)) ++
∂∂ΣΣ((kk22))

∂∂kk22

��������
kk22==−−mm22

((kk22 ++mm22)) ++ .. .. ..

GG−−11((kk22)) ==
��

11 ++
∂∂ΣΣ((kk22))

∂∂kk22

��������
kk22==−−mm22

++ .. .. ..

��

((kk22 ++mm22)) == ZZ((kk22 ++mm22))

МультипликативнаяМультипликативная перенормировкаперенормировка:  :  ((kk22 ++mm22)) −−→→ ZZ((kk22 ++mm22))



Work in progress, 
more quantum theory around!

Part IIPart II:: квантоваяквантовая теориятеория фермионовфермионов, , суперсимметриясуперсимметрия

квантованиеквантование калибровочныхкалибровочных полейполей



НадеюсьНадеюсь, , всевсе вамвам теперьтеперь сталостало всевсе понятнопонятно? ? 

ОбъяснитьОбъяснить ещееще разраз??


