
КлассическиеКлассические поляполя

U =
α

2

�

n

[φ(xn+1, t)−φ(xn, t)]
2 +

�

n

V [xn, t]

TT ==
II

22

��

nn

��
∂∂φφ((xxnn ,, tt))

∂∂tt

��22

¨̈φφnn −− αα((φφnn++11 −− 22φφnn ++ φφnn−−11)) == −− ssiinn φφnn

VV [[xxnn ]] == −−mmggll ((11 −− ccooss φφ((xxnn ,, tt))))

φ(xn±1) ≈ φ(xn)± a
∂u(xn)

∂x
+
a2

2

∂2φ(xn)

∂x2
±
a3

3!

∂3φ(xn)

∂x3
+
a4

4!

∂4φ(xn)

∂x4
+ . . .

РазложениеРазложение вв рядряд::

φφ((xxnn++11)) −− 22φφ((xxnn)) ++ φφ((xxnn−−11)) ≈≈ aa
22 ∂∂

22φφ((xxnn))

∂∂xx22

φtt − αa
2φxx +mgl sinφ = 0

ЛагранжианЛагранжиан::

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− U(φ); U(φ) = 1− cosφ



КвантованиеКвантование полейполей

ДействиеДействие свободногосвободного поляполя::

МассаДиагонализация:

ϕϕ((��xx,, tt)) ==

��
dd33pp

((22ππ))33
eeii��pp��xxϕϕ((��pp,, tt))

SS ==

��
dd33xxddtt

��
11

22
((∂∂µµϕϕ((��xx,, tt))))

22 −−
11

22
mm22ϕϕ((��xx,, tt))22

��

Поле является действительным,ϕϕ ϕϕ((��pp,, tt)) == ϕϕ∗∗((−−��pp,, tt))

SS ==
11

22

TT��

00

ddtt

��

VV

dd33xx

����
∂∂ϕϕ

∂∂tt

��22
−−

��
∂∂ϕϕ

∂∂��xx

��22
−−mm22ϕϕ22

##

==

==
11

22

��
ddtt
dd33pp

((22ππ))

		
˙̇ϕϕ((��pp,, tt)) ˙̇ϕϕ((−−��pp,, tt)) −− ((��pp 22 ++mm22))ϕϕ((��pp,, tt))ϕϕ((−−��pp,, tt))





==
11

22

��
ddttdd33xx

dd33pp11

((22ππ))33
dd33pp22

((22ππ))33
eeii((��pp11++��pp22))��xx

		
˙̇ϕϕ((��pp11,, tt)) ˙̇ϕϕ((��pp22,, tt))++��pp11��pp22ϕϕ((��pp11,, tt))ϕϕ((��pp22,, tt))−−mm

22ϕϕ((��pp11,, tt))ϕϕ((��pp22,, tt))




ωω22 == ��pp 22 ++mm22

ГармоническиеГармонические осцилляторыосцилляторы! ! ==
11

22

��
ddtt
dd33pp

((22ππ))

		
|| ˙̇ϕϕ((��pp,, tt))||22 −− ωω22 ||ϕϕ((��pp,, tt))||22







ЭнергияЭнергия вакуумавакуума ии эффектэффект КазимираКазимира

ЭнергияЭнергия нулевыхнулевых колебанийколебаний:: EE00
VV
==
11

22

��
dd33pp

((22ππ))33
ωω((��pp)) →→ ∞∞

00 LL

SS ==
11

22

��
dd22xx

		
((∂∂ννϕϕ))((∂∂

ννϕϕ)) −−mm22ϕϕ22




Упрощенная модель в 1+1 измерениях:

ϕϕ((00,, tt)) == ϕϕ((LL,, tt)) == 00

Вакуум: ϕϕ00 == 00 Флуктуации над вакуумом: ϕϕ == ϕϕ00 ++ δδϕϕ

��((δδϕϕ)) == ((∂∂22tt −− ∂∂
22
xx))δδϕϕ == 00 δδϕϕ((xx,, tt)) == φφ((xx))ee−−iiωωtt ,, φφ((xx)) ==

��
22

LL
ssiinn kknnxx

kknn == ππnn//LL,, ωωnn == ||kknn ||,, nn ∈∈ ZZ
ЭнергияЭнергия вакуумныхвакуумных флуктуацийфлуктуаций::

EE00 ==
∞∞��

nn==11

ωωnn
22
==
ππ

22LL

∞∞��

nn==11

nn →→ ∞∞



ТрюкТрюк: : регуляризациярегуляризация

ЭнергияЭнергия вакуумавакуума ии эффектэффект КазимираКазимира

EE00 →→ EEαα ==
ππ

22LL

∞∞��

nn==11

nnee−−ααkknn ==
ππ

22LL

∞∞��

nn==11

nnee−−
ααππnn
LL

εε == ααππ//LL EEαα ==
ππ

22LL

∞∞��

nn==11

nnee−−εεnn ==
ππ

22LL

��
−−
dd

ddεε

∞∞��

nn==11

ee−−εεnn

��
==
ππ

22LL

��
−−
dd

ddεε

��
ee−−εε

11 −− ee−−εε

����

Регуляризованная энергия вакуума:

EEαα ==
ππ

22LL

eeεε

((eeεε −− 11))22
≈≈

ππ

22LLεε22
−−

ππ

2244LL
++ OO((εε))

Энергия Казимира – отклонение от энергии вакуума: ∆∆EE == −−
ππ

2244LL

Реалистичная теория в 3d:

dd

SS
∆∆EE == −−

ππ22SS

772200LL33
∆∆EE ==

00..0099223355

22RR

1997 – экспериментальное подтверждение ~ 5%  



ЭнергияЭнергия вакуумавакуума: : функциональныйфункциональный интегралинтеграл

SS ==
11

22

��
dd22xx

		
((∂∂ννϕϕ))((∂∂

ννϕϕ)) −−mm22ϕϕ22




ZZ ==

��
DDϕϕ((xx,, ττ )) eexxpp {{−−SSEE}}

Евклидово действие:                 SSEE ==
11

22

TT��

00

ddττ

LL��

00

ddxx

����
∂∂ϕϕ

∂∂ττ

��22
++

��
∂∂ϕϕ

∂∂xx

��22
++mm22ϕϕ((xx,, ττ ))22

##

Вакуум: ϕϕ00 == 00 Флуктуации над вакуумом: ϕϕ == ϕϕ00 ++ δδϕϕSS00 == 00

Вторая вариация действия описывает вклад вакуумных флуктуаций:

Оператор вторых производных

Задача: найти собственные функции и собственные значения оператора

δδ22SSEE ==
11

22

TT��

00

ddττ

LL��

00

ddxxδδϕϕ DD((22)) δδϕϕ,, DD((22)) == −−∂∂22ττ −− ∂∂
22
xx ++mm

22

DD((22))ψψ((xx,, ττ )) == ((−−∂∂22ττ −− ∂∂
22
xx ++mm

22))ψψ((xx,, ττ )) == λλψψ((xx,, ττ ))

DD((22))



DD((22))ψψ((xx,, ττ )) == ((−−∂∂22ττ −− ∂∂
22
xx ++mm

22))ψψ((xx,, ττ )) == λλψψ((xx,, ττ ))

Граничные условия: ψψ((xx,, 00)) == ψψ((xx,, TT )) == 00,, ψψ((00,, ττ )) == ψψ((LL,, ττ )) == 00

ψψnn,,ll((xx,, tt)) ==

��
22

LL
ssiinn
��ππnn
LL
xx


 �� 22

TT
ssiinn

��
ππll

TT
ττ

��
,, nn,, ll ∈∈ ZZ

λλ →→ λλnn,,ll ==
ππ22ll22

TT 22
++
ππ22nn22

LL22
++mm22

ОртонормированныеОртонормированные модымоды::

δδφφ ==
��

nn,,ll

CCnn,,llψψnn,,ll((ττ ))

SSEE ==
11

22

∞∞��

nn,,ll

λλnn,,llCC
22
nn,,ll

= N ′
�

n,l

�
π2l2

T 2
+
π2n2

L2
+m2

�−1/2

ZZ == NN

�� ��

nn,,ll

ddCCnn,,llee
−− 11

22
λλnn,,llCC

22

nn,,ll == NN ′′
��

nn,,ll

��
11

λλnn,,ll
== NN ′′((ddeettDD((22))))−−11//22

КвантоваяКвантовая поправкапоправка ::



ЭнергияЭнергия КазимираКазимира

Задача: Вычислить произведение

ZZ == NN ′′
��

nn

����

ll

��
ππ22ll22

TT 22
++ ωω22nn

��−− 11

22
�� ωω22nn ==

ππ22nn22

LL22
++mm22

ЭтоЭто выражениевыражение ничегоничего нене напоминаетнапоминает?  ?  

ЕвклидоваЕвклидова функцияфункция ГринаГрина гармоническогогармонического осциллятораосциллятора::

��

ll

��
ππ22 ll22

TT 22
++ ωω22nn

��−− 11

22

∼∼

��
ωωnn

22ππ ssiinnhh((ωωnnTT ))
∼∼ ee−−

11

22
ωωnnTT Z ∼

�

n

e−
1

2
ωnτ = e

−T 1

2

∞�

n=1

ωn

ЗамечаниеЗамечание:: ОтветОтвет ужеуже известенизвестен изиз предыдущегопредыдущего вычислениявычисления!!

EE00 ==
11

22

∞∞��

nn==11

ωωnn ==
11

22

∞∞��

nn==11

��
ππ22nn22

LL22
++mm22 ЭнергияЭнергия нулевыхнулевых колебанийколебаний::

EE00



Вакуум:                   

ЭффективныйЭффективный потенциалпотенциал моделимодели jj44

SS ==

��
dd44xx

��
11

22
((∂∂µµϕϕ))

22 −− UU ((ϕϕ))

��

Задача: найтинайти квантовыеквантовые поправкипоправки кк потенциалупотенциалу UU ((ϕϕ)) ==
11

22
mm22ϕϕ22 ++

λλ

44!!
ϕϕ44

ВопросВопрос:: КакКак измеритьизмерить потенциальнуюпотенциальную энергиюэнергию поляполя?  ?  

МетодМетод источниковисточников::

φφ00 == 00

Вакуум:                   

ЗамечаниеЗамечание:: ЭкспериментальноЭкспериментально измеримаизмерима нене классическаяклассическая энергияэнергия

системысистемы, , аа суммасумма ееее классическойклассической частичасти ии квантовыхквантовых поправокпоправок

Евклидов производящий функционал ((определениеопределение эффективногоэффективного потенциалапотенциала)):

ЭнергияЭнергия вакуумавакуума:                          ?:                          ?

SS →→ SS [[JJ ]] ==
11

22

��
dd44xx

��
((∂∂ννϕϕ((xx,, tt))))((∂∂

ννϕϕ((xx,, tt)))) −− UU ((ϕϕ((xx,, tt)))) ++ JJϕϕ((xx,, tt))

��

UU ((φφ00)) −− JJφφ00φφ00 UU ′′((φφ00)) == JJ

ZZ((JJ )) ==

��
DDϕϕ((xx))ee−−SSEE++JJ⋆⋆ϕϕ ≡≡ ee−−VV TT ((UUeeffff−−JJ ��ϕϕ��)) JJ ⋆⋆ ϕϕ ≡≡

��
dd44xx JJ ((xx))ϕϕ((xx))



ВакуумноеВакуумное среднеесреднее ии эффективныйэффективный потенциалпотенциал

ВакуумноеВакуумное среднеесреднее поляполя jj::

��ϕϕ

 ==
11

ZZ((JJ))

��
DDϕϕ((xx,, ττ))ϕϕ((xx,, ττ))ee

−−
TT��

00

ddττ
��
dd33xx[[ 1122 ((∂∂µµϕϕ))

22++UU((ϕϕ))−−JJϕϕ]]
==

11

VV TT

11

ZZ((JJ))

∂∂

∂∂JJ
ZZ((JJ))

Флуктуации полей над вакуумом:

РазложениеРазложение вв окрестностиокрестности вакуумавакуума::

SSEE −−

��
dd44xxJJϕϕ ==

��
dd44xx

��
11

22
((∂∂µµϕϕ))

22 ++ UU ((ϕϕ)) −− JJϕϕ

��
ϕϕ == φφ00 ++ δδϕϕ ,, φφ00 == ccoonnsstt

≈≈

��
dd44xx [[UU ((φφ00)) −− JJ ·· ((φφ00 ++ δδϕϕ))]] ++ δδSSEE ++

11

22!!
δδ22SSEE ++

11

33!!
δδ33SSEE ++

11

44!!
δδ44SSEE

JJ == UU ′′((φφ00))

КвазиклассическоеКвазиклассическое приближениеприближение:: δδ33SSEE == δδ
44SSEE == δδ

nnSSEE == 00,, nn >> 22

≈≈ VV TT [[UU ((φφ00)) −− JJ ·· φφ00 ]] ++
11

22
δδ22SSEE

δδSSEE −− JJ ⋆⋆ δδϕϕ == 00

ZZ((JJ )) == ee−−VV TT ((UU((ϕϕ00))−−JJϕϕ00))
��
DD((δδφφ)) ee−−[[δδSSEE−−

��
dd44xxJJδδφφ++ 11

22!!
δδ22SSEE ]]



ZZ((JJ )) ==

��
DDϕϕ((xx))ee−−((SSEE−−

��
dd44xx JJϕϕ)) ≈≈ ee−−VV TT ((UU ((ϕϕ00))−−JJϕϕ00))

��
DD((δδϕϕ)) ee−−

11

22
δδ22SSEE

≡≡ ee−−VV TT ((UUeeffff−−JJ��ϕϕ��))
ВкладВклад квантовыхквантовых поправокпоправок ::

ZZ [[δδϕϕ]] ==

��
DD((δδϕϕ))ee−−

11

22
δδ22SSEE == NN

		
ddeett

��
−−∂∂µµ

22 ++ UU ′′′′((φφ00))
��

−−11//22

JJ == UU ′′((φφ00))

UUeeffff == UU ((φφ00)) ++ UU
′′((φφ00))((��ϕϕ

 −− ϕϕ00)) ++

11

22VV TT
llnn ddeett

		
−−∂∂µµ

22 ++ UU ′′′′((φφ00))




== UU ((��ϕϕ

)) ++
11

22VV TT
llnn ddeett

		
−−∂∂µµ

22 ++ UU ′′′′((��ϕϕ

))




ЭффективныйЭффективный потенциалпотенциал моделимодели::

ЗамечаниеЗамечание:: зависитзависит отот вакуумноговакуумного среднегосреднего поляполя аа нене ототUUeeffff ��ϕϕ

 φφ00

Задача: найти собственные значения оператора DD((22)) == −−∂∂µµ
22 ++ UU ′′′′((φφ00))

ddeett
		
−−∂∂µµ

22 ++ UU ′′′′((φφ00))



==

∞∞��

nnii==11

��
ππ22nn2211
LL2211

++
ππ22nn2222
LL2222

++
ππ22nn2233
LL2233

++
ππ22nn2244
TT 22

++ UU ′′′′((φφ00))

��



11:: ПреобразованиеПреобразование ФурьеФурье::

22::

ВычислениеВычисление эффективногоэффективного потенциалапотенциала

llnn
∞∞��

nnii==00

((.. .. .. )) →→
∞∞��

nnii==00

llnn((.. .. .. ))
11

VV TT

∞∞��

nnii==00

→→

∞∞��

00

dd44kk

ππ44
==

∞∞��

−−∞∞

dd44kk

((22ππ))44

kk11 == ππnn11//LL11 ,, .. .. ..

33::
11

22VV TT
llnn ddeett

		
−−∂∂µµ

22 ++ UU ′′′′((��ϕϕ

))



→→
11

22

��
dd44kk

((22ππ))44
llnn
		
kk22 ++ UU ′′′′((ϕϕ))





44:: ГиперсферическиеГиперсферические координатыкоординаты::

Вспомогательный интеграл:

IInn ==

∞∞��

−−∞∞

ddnnkk eexxpp

��

−−
nn��

ii==11

kk22ii

��

==

∞∞��

−−∞∞

ddnnkk ee−−kk22
11 ee−−kk22

22 .. .. .. ee−−kk22nn == ππnn//22

IInn ==== ΩΩnn

∞∞��

00

eexxpp((−−kk22))kknn−−11ddkk ==
ΩΩnn

22
ΓΓ
��nn
22




ΩΩnn ==

22ππnn//22

ΓΓ((nn//22))

ТелесныйТелесный уголугол вв nn--мерноммерном пространствепространстве



КвантоваяКвантовая поправкапоправка кк потенциалупотенциалу::

∆∆UU ==
11

22

��
dd44kk

((22ππ))44
llnn
		
kk22 ++ UU ′′′′((ϕϕ))




==

11

1166ππ22

∞∞��

00

ddkkkk33
��
llnnUU ′′′′ ++ llnn

��
11 ++

kk22

UU ′′′′

����
ΩΩ44 == 22ππ22

xx == kk22//UU ′′′′

∆∆UU ==
((UU ′′′′))22

3322ππ22

∞∞��

00

ddxx xx

��
llnnUU ′′′′ ++ llnn((11 ++ xx))

��

Проблема: этот интеграл очевидно расходится!    

ТрюкТрюк -- регуляризациярегуляризация обрезаниемобрезанием:          :          kkmmaaxx == ΛΛ ≫≫ 11

∆U =
(U ′′)2

32π2

� Λ2/U′′�

0

dx x ln(1 + x) +

Λ2/U ′′�

0

Dx x lnU ′′
�

==
((UU ′′′′))22

6644ππ22

��
((xx22 −− 11)) llnn((11 ++ xx)) ++ xx

��
11 −−

xx

22



 ��������
ΛΛ22//UU ′′′′

00

++ xx22 llnnUU ′′′′
��������
ΛΛ22//UU ′′′′

00

��

==
((UU ′′′′))22

6644ππ22

����
ΛΛ44

((UU ′′′′))22
−− 11

��
llnn

��
11 ++

ΛΛ22

UU ′′′′

��
++
ΛΛ22

UU ′′′′
−−

ΛΛ44

22((UU ′′′′))22
++
ΛΛ44 llnnUU ′′′′

((UU ′′′′))22

��



Разложение логарифма: llnn((11 ++ xx)) == llnn xx ++ llnn
��
11 ++ 11

xx

��
≈≈ llnn xx ++ 11

xx −−
11
22xx22 ++ .. .. ..

∆∆UU ==
((UU ′′′′))22

6644ππ22

����
ΛΛ44

((UU ′′′′))22
−− 11

��
llnn

��
11 ++

ΛΛ22

UU ′′′′

��
++
ΛΛ22

UU ′′′′
−−

ΛΛ44

22((UU ′′′′))22
++
ΛΛ44 llnnUU ′′′′

((UU ′′′′))22

��

∆∆UU ==
((UU ′′′′))22

2266ππ22

����
ΛΛ44

((UU ′′′′))22
−− 11

����
llnn
ΛΛ22

UU ′′′′
++
UU ′′′′

ΛΛ22
−−
((UU ′′′′))22

22ΛΛ44

��
++
ΛΛ22

UU ′′′′
−−

ΛΛ44

22((UU ′′′′))22
++
ΛΛ44 llnn UU ′′′′

((UU ′′′′))22

��

≈≈
11

2266ππ22

��
ΛΛ44 llnn ΛΛ22 −−

11

22
ΛΛ44 ++ 22ΛΛ22UU ′′′′ −− ((UU ′′′′))22

��
llnn
ΛΛ22

UU ′′′′
++
11

22

����
++ OO((ΛΛ−−22))

РасходимостиРасходимости:  :  членычлены нене зависятзависят отот поляполя

-- этоэто энергияэнергия вакуумавакуума
ΛΛ44 llnn ΛΛ22 −−

11

22
ΛΛ44 ϕϕ

Упростим задачу: положим mm == 00 UU ==
11

44!!
λλϕϕ44 ,, UU ′′′′ ==

11

22
λλϕϕ22

ВопросВопрос:: КакКак тогдатогда интерпретироватьинтерпретировать членчлен ?  ?  ∼∼ ΛΛ22UU ′′′′ == ΛΛ22
λλϕϕ22

22



- классические масса и константа связи

ПеренормировкаПеренормировка

МассаМасса:                           :                           mm22 == εε22 −− ��pp 22

ЛинейнаяЛинейная модельмодель КлейнаКлейна--ГордонаГордона:: LL ==
11

22

		
((∂∂µµϕϕ))

22 −−mm22ϕϕ22




Уравнения поля: ∂∂µµ∂∂
µµϕϕ ++mm22ϕϕ == 00 φφ ∼∼ eeii((��pp··��xx−−εεtt))

Масса поля определяется как коэффициент

при члене в лагранжиане моделиϕϕ22

ЕслиЕсли мымы хотимхотим рассматриватьрассматривать безмассовуюбезмассовую теориютеорию, , тото вв квантовомквантовом

случаеслучае недостаточнонедостаточно простопросто положитьположить -- всевсе коэффициентыкоэффициенты

припри должныдолжны бытьбыть равныравны нулюнулю..

mm == 00
ϕϕ22

mm00,, λλ00

ФизическаяФизическая массамасса:: mm22 == mm22
00 ++ λλ00ΛΛ

22//((2266ππ22)) == mm22
00 ++ δδmm

22

Идея перенормировки: как , так и по отдельности расходятся, 

но их суммарный вклад в физическую массу конечен.  

mm00 δδmm

mm22 == UU ′′′′((ϕϕ))

��������
ϕϕ==00



Проблема: 

ФизическаяФизическая массамасса: mm22 == UU ′′′′eeffff ((ϕϕ))

��������
ϕϕ==00

БезмассовыйБезмассовый пределпредел -- mm == 00

UUeeffff ((ϕϕ)) ==
λλ00
44!!
ϕϕ44 ++

((UU ′′′′))22

2266ππ22

��
llnn
UU ′′′′

ΛΛ22
−−
11

22

��
==
λλ00
44!!
ϕϕ44 ++

λλ2200
2288ππ22

ϕϕ44
��
llnn
λλ00ϕϕ

22

ΛΛ22
−−
11

22

��
ЭффективныйЭффективный потенциалпотенциал безмассовойбезмассовой теориитеории::

ЛогарифмическаяЛогарифмическая расходимостьрасходимость

ВопросВопрос:: КакКак определитьопределить физическуюфизическую константуконстанту связисвязи ?  ?  λλ

ПоПо аналогиианалогии сс определениемопределением массымассы:: λλ
??
==

δδ44

δδϕϕ44
UUeeffff ((ϕϕ))

��������
ϕϕ==00

δδ44

δδϕϕ44
		
ϕϕ44 llnnϕϕ




∼∼ llnn ϕϕ Расходимость в пределе ϕϕ →→ 00

ВыделимВыделим промежуточноепромежуточное значениезначение поляполя -- точкаточка нормировкинормировкиϕϕ == MM

Ueff =
1

4!

�
λ0 +

3λ2

25π2
ln
M2

Λ2

�
ϕ4 +

λ2

28π2
ϕ4
�
ln
ϕ2

M2
−
1

2

�



ПеренормировкаПеренормировка: : бегущаябегущая константаконстанта связисвязи

КонстантаКонстанта связисвязи приобретаетприобретает зависимостьзависимость отот масштабамасштаба ММ::

Выразим эффективный потенциал через перенормированную константу:

λλ →→ λλ((MM )) ==
∂∂44

∂∂ϕϕ44
UUeeffff

��������
ϕϕ00==MM

== λλ00 ++
33λλ22

2255ππ22

��
llnn
ϕϕ2200
ΛΛ22
−−
11

22
++
2255

66

����������
ϕϕ00==MM

UUeeffff ==
11

44!!

��
λλ00 ++

33λλ22

2255ππ22
llnn
MM 22

ΛΛ22

��
ϕϕ44 ++

λλ22

2288ππ22
ϕϕ44
��
llnn
ϕϕ22

MM 22
−−
11

22

��

Замечание: во втором члене разница между и пренебрежимо малаλλ λλ00

==
λλ

44!!
ϕϕ44 ++

λλ22

2288ππ22
ϕϕ44
��
llnn
ϕϕ22

MM 22
−−
2255

66

��
ЭффективныйЭффективный потенциалпотенциал моделимодели jj44 ::

Отсутствует зависимость от LL но появилась

зависимость от выбора точки нормировкиM

∂

∂ϕ

�
ϕ4
�
ln
ϕ2

M 2
) −

1

2

��
= 4ϕ3

�
ln
ϕ2

M 2
−
1

2

�
+ 2ϕ3 = 4ϕ3 ln

ϕ2

M 2

+
25

6
−
25

6



UUeeffff ==
λλ

44!!
ϕϕ44 ++

λλ22

2288ππ22
ϕϕ44
��
llnn
ϕϕ22

MM 22
−−
2255

66

��

UU ′′eeffff == 00,, λλ llnn
ϕϕ22mmiinn

MM 22
== −−

3322ππ22

33
++
1111λλ

33
ϕϕmmiinn ≈≈ MMee

−− 3322ππ22

66λλ

Квантовые поправки индуцируют

нетривиальный минимум потенциала? 

УсловиеУсловие применимостиприменимости полученногополученного выражениявыражения: : || λλ llnn((ϕϕ//MM )) ||≪≪ 11

ВопросВопрос:: КакКак меняетсяменяется константаконстанта связисвязи припри измененииизменении точкиточки нормировкинормировки?  ?  

MM →→ MM ′′ λλ′′ == λλ((MM ′′)),, UUeeffff ((ϕϕ;; λλ
′′ ,, MM ′′)) == UUeeffff ((ϕϕ;; λλ,, MM ))

UUeeffff ((ϕϕ;; λλ,,MM )) ==
λλ

44!!
ϕϕ44++

λλ22

2288ππ22
ϕϕ44
��
llnn
ϕϕ22

MM22
−−
2255

66

��
==
λλ

44!!
ϕϕ44++

λλ22

2288ππ22
ϕϕ44
��
llnn
ϕϕ22

MM ′′22
++llnn

MM ′′22

MM 22
−−
2255

66

��

δδ44

δδϕϕ44
UUeeffff ((ϕϕ))

��������
ϕϕ==MM ′′

:: λλ((MM ′′)) == λλ((MM )) ++
33λλ22

2255ππ22
llnn
MM ′′22

MM 22



БегущаяБегущая константаконстанта связисвязи

λλ((MM ′′)) == λλ((MM )) ++
33λλ22

2255ππ22
llnn
MM ′′22

MM22

Размерная трансмутация: Возникает новая константа с размерностью массы!    

ИнфинитезимальноеИнфинитезимальное изменениеизменение масштабамасштаба:                 :                 MM →→ MM ++ ddMM

λ(M ′) = λ(M + dM) = λ(M) +
3λ2(M)

16π2
ln
M ′

M
≈

λ(M)

1− 3λ2(M)
16π2 ln M′

M

ββ--функцияфункция теориитеории:: ββ((λλ)) ==
33λλ22

1166ππ22ПолюсПолюс ЛандауЛандау

−−λλ((MM ′′)) ++
33λλ22

2255ππ22
llnnMM ′′22 == −−λλ((MM )) ++

33λλ22

2255ππ22
llnnMM 22 == ccoonnsstt

УравнениеУравнение ренормгруппыренормгруппы::

ddλλ

ddtt
== ββ((λλ)),, tt == llnn((MM ′′//MM ))

M ′ → 0 λ(0)→ 0



БегущаяБегущая константаконстанта связисвязи КЭДКЭД:: ee22((MM ′′)) ==
ee22((MM ))

11 −− ee22((MM))
66ππ22 llnn MM ′′

MM
ee((mmee)) == 11//113377,, ee((mmWW )) == 11//112288

БегущаяБегущая константаконстанта связисвязи КХДКХД::

ΛΛQQEEDD == mmee eexxpp

��
66ππ22

ee22((mmee))

��
≈≈MMee664455

gg22((MM ′′)) ==
gg22((MM ))

11 ++ 77gg22((MM ))
1166ππ22 llnn MM ′′

MM

ΛΛQQCCDD ≈≈ 118800 MMeeVV..

ВыходВыход константыконстанты связисвязи нана

непертурбативныйнепертурбативный режимрежим

сигнализируетсигнализирует оо приближенииприближении кк

границамграницам применимостиприменимости теориитеории

ΛQSB ~ 1 GeV

Пертурбативная КХД

(кварки & глюоны)

Низкоэнергетическая

эффективная теория
Ядерная физика

ΛQCD ~ 180 MeV



АномальнаяАномальная размерностьразмерность

ЗамечаниеЗамечание:: КлассическоеКлассическое действиедействие теориитеории jj44

инвариантноинвариантно относительноотносительно масштабныхмасштабных преобразованийпреобразований::

SS [[ϕϕ((xx,, tt))]] ==

��
dd44xx

��
11

22
((∂∂ννϕϕ))

22 ++
λλ

44!!
ϕϕ44
��

xxνν →→
xxνν
ss
,, ϕϕ →→ ssϕϕ,, λλ →→ λλ

ВВ квантовойквантовой теориитеории ϕϕ →→ ϕϕ′′ == ssϕϕ

λ(ϕ)→ λ(sϕ) =
λ(ϕ)

1− 3λ(ϕ)
16π2 ln

sϕ
ϕ

≈ λ(ϕ)

�
1 +

3λ(ϕ)

16π2
ln s

�

≈≈ λλ((ϕϕ)) eexxpp

��
33λλ((ϕϕ))

1166ππ22
llnn ss

��
== ssγγ λλ((ϕϕ)),, γγ == 33λλ//((1166ππ22))

АномальнаяАномальная

размерностьразмерность

Аномалия: Нарушение симметрии классического действия квантовыми

поправками, вычисленными с использованием этого же самого действия

Задача: Вычислить эффективный потенциал массивной теории jj44




