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Квантовой механики

< ψ|f(Â)|ψ >;
dÂ

dt
= − i

�
[Â, Ĥ] +

∂Â

∂t

ВолноваяВолновая формулировкаформулировка ШредингераШредингера

ii��
ddψψ((xx,, tt))

ddtt
== ˆ̂HHψψ((xx,, tt))

ФейнмановскиеФейнмановские интегралыинтегралы

попо траекториямтраекториям



УравнениеУравнение ШрёдингераШрёдингера: : ФункцияФункция ГринаГрина

ii��
ddψψ((xx,, tt))

ddtt
== ˆ̂HHψψ((xx,, tt))

Функция Грина уравнения Шрёдингера

G(x, x1, t, t1)

(пропагатор, резольвента)






ii��
ddGG((xx,, xx11 ,, tt,, tt11))

ddtt
== ˆ̂HHGG((xx,, xx11,, tt,, tt11))

GG((xx,, xx11 ,, tt11 ,, tt11)) == δδ((xx −− xx11)) ..

Стационарная задача: ˆ̂HHψψnn((xx)) == EEnnψψnn((xx))

GG((xx,, xx11,, tt,, tt11)) ==
��

nn

ψψnn((xx))ψψ
∗∗

nn((xx11))ee
−−

ii
��
EEnn((tt−−tt11))

��

nn

ψψnn((xx))ψψ
∗∗

nn((yy)) == δδ((xx −− yy))

ЗадачаЗадача: : проверитьпроверить чточто

xx11

xx

tt11

tt

ψψ((xx,, tt)) ==

��
ddxx11GG((xx,, xx11,, tt,, tt11))ψψ((xx11 ,, tt11))

??



ФункцияФункция ГринаГрина свободнойсвободной частицычастицы

ˆ̂HH == −− ��
22

22mm

dd22

ddxx22

P̂ = −i�
∂

∂x

ˆ̂HHψψ((xx)) == EEψψ((xx))

P̂ψ(x) = pψ(x)
ψψ((xx)) == ee

ii
��
ppxx EE ==

pp22

22mm

ДискретизацияДискретизация спектраспектра::

00 ≤≤ xx ≤≤ LL;; ψψ((00,, tt)) == ψψ((LL,, tt)) ψψ((xx)) →→ ψψnn((xx)) ==
11√√
LL
eexxpp

��
ii

��
ppnnxx

��

ФункцияФункция ГринаГрина::

G(x,x1, t, t1) =
�

n

ψn(x)ψ
∗

n(x1)e
−
i
�
En(t−t1) =

∞�

n=−∞
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L
exp

	
i
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p(x−x1)−

p2(t− t1)

2m

��

pn =
2πn�

L
, En =

p2n
2m

=
�
2

2m

�
2πn

L

�2

pp →→ pp ++ ∆∆pp == pp ++
22ππ��

LL

nn →→ nn ++ 11

∆∆pp ==
22ππ��

LL
GG((xx,, xx11,, tt,, tt11))==

++∞∞��

−−∞∞

ddpp

22ππ��
eexxpp




−− ii

22mm��
pp22((tt−− tt11))++

ii

��
pp((xx−−xx11))

��



ГауссовыГауссовы интегралыинтегралы

ТривиальныеТривиальные интегралыинтегралы::

Похожие интегралы Френеля:

++∞∞��

−−∞∞

ccooss xx22 ddxx ==

++∞∞��

−−∞∞

ssiinn xx22 ddxx ==




ππ

22

++∞∞��

−−∞∞

ee−−aaxx
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ddxx ==
√√
ππ

++∞∞��

−−∞∞

ee−−aaxx
22++bbxx ddxx ==




ππ

aa
ee
bb22

44aa

cosx2 + i sinx2 = eix
2 −→

+∞�

−∞

eix
2

dx =



π

2
(1 + i) =

√
πeiπ/4 =

√
iπ

Гауссов интеграл от чисто мнимой экспоненциальной функции имеет тот же

вид, что и интеграл от действительной функции при замене −−aa →→ iiaa,, aa >> 00

ccooss((−−xx22))

ssiinn((−−xx22))



ВычислениеВычисление функциифункции ГринаГрина свободнойсвободной частицычастицы

GG((xx,, xx11,, tt,, tt11))==

++∞∞��

−−∞∞

ddpp

22ππ��
eexxpp




−− ii

22mm��
pp22((tt−− tt11))++

ii

��
pp((xx−−xx11))

��

aa ==
ii((tt −− tt11))

22mm��
;; bb ==

ii

��
((xx −− xx11)) GG((xx,, xx11,, tt,, tt11))==




mm

22ππii��((tt−−tt11))
ee
ii
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mm((xx−−xx11))
22

22((tt−−tt11))

GG((xx,, xx11,, tt,, tt11))==




mm

22ππii��((tt−−tt11))
ee
ii
��
SSccll((xx,,xx11 ,,tt,,tt11))

Классическое действие

свободной частицы:
Scl(x1, x2, t1, t2) =

m(x2 − x1)
2

2(t2 − t1)

ЗамечаниеЗамечание:: этотэтот результатрезультат являетсяявляется точнымточным!!



ИнтегралИнтеграл попо траекториямтраекториям

xx11

xxtt11

t2

tt33

tt44

tt Дискретизация:

∆t =
t−t1
N

, ti+1 − ti =∆t, i = 1,2, . . .N

NN →→ ∞∞ ,, ∆∆tt →→ 00

GG((xx,, xx11,, tt,, tt11)) ==
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ddxx22ddxx33 .. .. .. ddxxNNGG((xx,, xxNN ,, tt,, ttNN)) .. .. .. GG((xx33,, xx22,, tt33,, tt22))GG((xx22,, xx11,, tt22,, tt11))

GG((xx,, xx11,, tt++∆∆tt,, tt))≈≈GG((xx,, xx11,, tt,, tt))++
∂∂GG

∂∂tt
∆∆tt ==

== GG((xx,, xx11 ,, tt,, tt)) −−
ii

��

ˆ̂HHGG((xx,, xx11,, tt,, tt))∆∆tt

ˆ̂HH == −− ��
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22mm

∂∂22

∂∂xx22
++ VV ((xx)) GG((xx,, xx11 ,, tt,, tt))== δδ((xx−−xx11))==
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ddkk

22ππ
eeiikk((xx−−xx11))

GG((xx,, xx11,, tt ++ ∆∆tt,, tt))≈≈ δδ((xx−−xx11)) −−
ii∆∆tt

��
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22mm
δδ′′′′((xx−−xx11)) ++ VV ((xx))δδ((xx−−xx11))
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≈≈
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ddpp

22ππ��
ee
iipp
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((xx−−xx11))
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pp22

22mm
++ VV ((xx))

����
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G(x, x1, t+∆t, t) ≈
�

dp

2π�
e
ip
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(x−x1)



1− i∆t
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�
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2m
+ V (x)
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≈≈
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ddpp

22ππ��
ee
ii∆∆tt
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pp
((xx−−xx11))

∆∆tt
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22mm++VV ((xx))
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GG((xx,, xx11,, tt,, tt11)) ==
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ddxx22ddxx33 .. .. .. ddxxNNGG((xx,, xxNN ,, tt,, ttNN)) .. .. .. GG((xx33,, xx22,, tt33,, tt22))GG((xx22,, xx11,, tt22,, tt11))

Функция Грина уравнения Шредингера:

== lliimm
NN→→∞∞

��
ddxx22ddxx33 .. .. .. ddxxNN

ddpp11
22ππ��

ddpp22
22ππ��
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22mm++VV ((xxii))

��		

N интегралов по импульсу и по координатам, размерность

конфигурационного пространства 2N-1

Координаты x и импульсы p – это классические функции, а не операторы

Предел соответствует обычным траекториям в фазовом

пространстве
В этом пределе в экспоненциальной части функции Грина находится

классическое действие:   

xx((tt)),, pp((tt))
NN →→ ∞∞

SS [[pp((tt)),, xx((tt))]] ==

��
ddtt((pp ˙̇xx −− HH((pp,, xx))))



ИнтегралИнтеграл попо траекториямтраекториям

GG((xx,, xx11,, tt,, tt11)) ==
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Редуцированная форма получается интегрированием по импульсам: 

GG((xx,, xx11 ,, tt,, tt11)) == lliimm
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��
ddxx22ddxx33 .. .. .. ddxxNN

��


mm

22ππii��∆∆tt

��NN
ee
ii∆∆tt
��

NN��

ii==11

��
mm
22

��
xxii++11−−xxii

∆∆tt

��22
−−VV ((xxii))

		

≡≡
��
DDxx((tt′′))ee
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DDxx((tt′′))ee
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ФункцияФункция ГринаГрина свободнойсвободной частицычастицы

ФункцияФункция ГринаГрина уравненияуравнения ШредингераШредингера:: GG((xx,, xx11 ;; TT )) ==




mm

22ππii��TT
ee
ii
��

mm((xx−−xx11))
22

22TT

ИнтегралИнтеграл попо траекториямтраекториям:: GG((xx,, xx11 ;; TT )) ==

��
DDxx((tt′′))ee

ii
��
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Бесконечная цепочка Гауссовых интегралов по типа:ddxxii
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…и так далее для всех последующих

интегрирований по dx3, dx4, . . .
==
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22ππii��((∆∆tt11 ++ ∆∆tt22))
ee
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ЗамечаниеЗамечание:: прямоепрямое вычислениевычисление интегралаинтеграла попо траекториямтраекториям

возможновозможно толькотолько длядля свободногосвободного движениядвижения,, V(x)=0V(x)=0



МетодМетод стационарнойстационарной фазыфазы

ПростойПростой примерпример приближенногоприближенного вычислениявычисления обычногообычного интегралаинтеграла::

II ==

bb��

aa

ddxx ee−−ff ((xx))

- гладкая действительная функция,

имеющая минимум

ff((xx))

f(x0), x0 ∈ [a, b], f′(x0) = 0

II ≈≈
bb��

aa

ddxx ee−−ff((xx00))−−
11
22ff

′′′′((xx00))((xx−−xx00))
22
−−

11
33!! ff

′′′′′′((xx00))((xx−−xx00))
33
−−

11
44!! ff

ııvv((xx00))((xx−−xx00))
44
−−......

≈≈
∞∞��

−−∞∞

ddxx ee−−ff((xx00))−−
11
22 ff

′′′′((xx00))((xx−−xx00))
22

==

��
22ππ

ff ′′′′((xx00))
ee−−ff((xx00))

Основной вклад в интеграл набирается в области xx −− xx00 ∼∼ 11//
��

ff ′′′′((xx00))

x

f(x)

x
0 ba



МетодМетод стационарнойстационарной фазыфазы

ЗамечаниеЗамечание:: приближениеприближение работаетработает, , еслиесли поправкипоправки 33гого ии 44гого порядкапорядка

пренебрежимопренебрежимо малымалы:  :  ии
ff ′′′′′′((xx00))

((ff ′′′′((xx00))))
33//22

≪≪ 11
ff ııvv((xx00))

((ff ′′′′((xx00))))
22 ≪≪ 11

Это условие автоматически выполняется, если ff ((xx)) == gg((xx))//��,, �� ≪≪ 11

∞∞��

−−∞∞

ee−−ff ((xx)) ≈≈
��

22ππ

ff ′′′′((xx00))
ee−−ff ((xx00))

Пример: формула Стирлинга:

ff ((tt)) == tt −− zz llnn tt,, −−→→ ff ′′((tt00)) == −−11 ++ zz//tt00 == 00,, tt00 == zz
zz!! ≈≈

√√
22ππzz

�� zz

ee

��zz

ДомашнееДомашнее заданиезадание:: получить аналогичную формулу для оценки экспоненци-

ального интеграла от аналитической функции комплексной переменной z

ff ′′′′((tt00)) == −−zz//tt2200 == −−zz−−11

z! = Γ(z + 1) =

∞�

0

dt tze−t =

∞�

0

dt e−t+z ln t



Вариация траектории:

ФункцияФункция ГринаГрина свободнойсвободной частицычастицы

ВычислениеВычисление интегралаинтеграла попо траекториямтраекториям методомметодом стационарнойстационарной фазыфазы

xx((tt)) == ¯̄xx((tt)) ++ δδxx((tt)) SS [[xx((tt)) ++ δδxx((tt))]] ≈≈ SS [[xx((tt))]] ++ δδSS ++
11

22
δδ22SS ++ .. .. ..

δδSS [[xx((tt))]] == 00Классическая траектория xx((tt))

Свободное движение – все вариации действия кроме второй,         , равны нулюδδ22SS

SS [[xx((tt))]] ==
mm((xx −− xx00))

22

22((tt −− tt00))

Функция Грина:

GG((xx,, xx00,, TT )) ==

��
DD[[xx((tt))]] ee ii

�� [[SS[[xx((tt))]]++δδ
22SS]] == ee

ii
��

mm((xx−−xx00))
22

22TT

��
DD[[δδxx((tt))]]ee

iimm
22��

TT



00

ddttδδxx((−−∂∂22tt ))δδxx

Классическая часть Квантовые поправки

δδ22SS [[xx((tt))]] ==
11

22

TT��

00

ddtt

��
ddδδxx

ddtt

��22
==
11

22

TT��

00

ddttδδxx

��−−dd22

ddtt22

��
δδxx ≡≡ 11

22

TT��

00

ddttδδxx((−−∂∂22tt ))δδxx



Задача: найти собственные функции и собственные значения оператора

ОператорОператор второйвторой вариациивариации действиядействия

−−∂∂22tt

δδxx((tt)) ==
��

nn

CCnnψψnn((tt));; −−∂∂22tt ψψnn((tt)) == λλnnψψnn((tt))

00 ≤≤ tt ≤≤ TT ;; ψψnn((00)) == ψψnn((TT )) == 00Граничные условия:

ОртонормированныеОртонормированные модымоды::

Вторая вариация действия:

ψψnn((tt)) ==




22

TT
ssiinn

ππnntt

TT
;; λλnn ==

ππ22nn22

TT 22
nn == 11,, 22,, 33 .. .. ..

δδ22SS [[xx((tt))]] ==
11

22

TT��

00

ddtt
��

mm,,nn

CCnnψψnn((tt))λλmmCCmmψψmm((tt)) ==
11

22

��

nn

λλnnCC
22
nn

Функциональный интеграл:

GG((xx,, xx00,, TT )) == ee
ii
��

mm((xx−−xx00))
22

22TT

�� ��

nn

ddCCnn AA ee
iimm
22��

��
nn CC

22
nnλλnn

Якобиан преобразования переменных δδxx →→ CCnn



GG((xx,, xx00,, TT )) == ee
ii
��

mm((xx−−xx00))
22

22TT

�� ��

nn

ddCCnn AA ee
iimm
22��

��
nn CC

22
nnλλnn

Произведение бесконечного

числа интералов вида:

��
ddCCnn eexxpp

��
iimm

22��
λλnnCC

22
nn

��
==




22iiππ��

mmλλnn

GG((xx,, xx00 ,, TT )) == ee
ii
��

mm((xx−−xx00))
22

22TT AA
��

nn




22iiππ��

mmλλnn
== ee

ii
��

mm((xx−−xx00))
22

22TT AA
��

nn




22TT 22ii��

ππnn22mm

ЗамечаниеЗамечание:: ОтветОтвет ужеуже известенизвестен изиз непосредственногонепосредственного вычислениявычисления!!

G(x, x1, T ) =



m

2πi�T
e
i
�

m(x−x0)
2

2T

AA
��

nn




22ii��TT 22

ππnn22mm
==




mm

22ππii��TT



РецептРецепт вычислениявычисления функциональногофункционального интегралаинтеграла

НайтиНайти классическуюклассическую траекториютраекторию изиз условияусловия

ии вычислитьвычислить действиедействие нана классическойклассической траекториитраектории..

РазложитьРазложить функционалфункционал действиядействия вв окрестностиокрестности классическойклассической

траекториитраектории, , 

ПерейтиПерейти кк переменнымпеременным ии вычислитьвычислить функциональныйфункциональный

интегралинтеграл гауссовогогауссового типатипа попо нимним..

xx((tt)) δδSS [[xx((tt))]] == 00

xx((tt)) == xx((tt)) ++ δδxx((tt))

δδxx((tt))



ФункцияФункция ГринаГрина гармоническогогармонического осциллятораосциллятора

SS [[xx((tt))]] ==
mm

22

TT��

00

ddtt
��
˙̇xx22 −− ωω22xx22

��

ЗамечаниеЗамечание:: ДействиеДействие осциллятораосциллятора квадратичноквадратично

попо переменнойпеременной xx →→ всевсе егоего вариациивариации кромекроме

обращаютсяобращаются вв нольноль.  .  

δδ22SS

GG((xx,, xx00,, TT )) == ee
ii
��
SS[[xx((tt))]]

��
DDδδxx((tt)) ee

iimm
��

TT



00

ddttδδxx((tt))((−−∂∂22tt−−ωω
22))δδxx((tt))

V(x)

SS [[xx((tt))]] ==
mmωω

22 ssiinn ωωTT

��
((xx22−−xx2200)) ccooss ωωTT−−22xxxx00

��
Классическое действие: 

Классическая часть Квантовые поправки



Задача: найти собственные функции и собственные значения оператора

00 ≤≤ tt ≤≤ TT ;; ψψnn((00)) == ψψnn((TT )) == 00Граничные условия:

ОртонормированныеОртонормированные модымоды::

δδxx((tt)) ==
��

nn

CCnnψψnn((tt));; −−((∂∂22tt ++ ωω22))ψψnn((tt)) == λλnnψψnn((tt))

ОператорОператор второйвторой вариациивариации действиядействия

ψψnn((tt)) ==




22

TT
ssiinn

ππnntt

TT
;; λλnn ==

ππ22nn22

TT 22
−−ωω22 ,, nn == 11,, 22,, 33 .. .. ..

Вторая вариация действия:

δδ22SS [[xx((tt))]] ==
11

22

TT��

00

ddtt
��

mm,,nn

CCnnψψnn((tt))λλmmCCmmψψmm((tt)) ==
11

22

��

nn

λλnnCC
22
nn



Функциональный интеграл: GG((xx,, xx00,, TT )) == ee
ii
��
SS[[xx((tt))]]

�� ��

nn

ddCCnnAA ee
iimm
22��

��
nn CC

22
nnλλnn

== ee
ii

��
SS [[xx((tt))]]AA

∞∞��

nn==11




mm

22ii��

��
ππ22nn22

TT 22
−− ωω22

����−− 11
22

== ee
ii

��
SS [[xx((tt))]]AA

∞∞��

nn==11




22iiTT 22��

mmnn22ππ

∞∞��

nn==11

��
11 −− ωω22TT 22

nn22ππ22

��−− 11
22

1.  Как и для свободной задачи AA
��

nn




22ii��TT 22

ππnn22mm
==




mm

22ππii��TT

Воспользуемся тем, что

2. Возможно точное вычисление

бесконечного произведения вида

∞�

n=1

�
1− x2

n2π2

�
=
sinx

x

GG((xx,, xx00,, TT )) ==




mmωω

22ππii�� ssiinn((ωωTT ))
ee
ii
��

mmωω
22 ssiinnωωTT ((((xx

22
00++xx((TT ))

22)) ccoossωωTT−−22xx00xx((TT ))))

Точная квантовомеханическая функция Грина гармонического осциллятора



ЕвклидовоЕвклидово времявремя ии связьсвязь сосо статфизикойстатфизикой

Физический смысл функции Грина :

Вероятность перехода частицы из точки x0 в точку x за время T
GG((xx,, xx00 ;; TT ))

Знание функции Грина эквивалентно знанию волновой

функции и энергии квантового состояния системы. 

ВопросВопрос: : 

аа каккак теперьтеперь найтинайти волновуюволновую функциифункции ии энергиюэнергию основногоосновного состояниясостояния??

ПереходПереход кк евклидовомуевклидовому временивремени:: ττ == iiTT ddtt →→ iiddττ ;;
ddxx

ddtt
→→ ii

ddxx

ddττ

Евклидово действиеОбычное действие

SS [[xx((tt))]]==

TT��

00

ddtt

��
mm

22

��
ddxx

ddtt

��22
−−VV ((xx))

##

iiSSEE [[xx((ττ ))]]== ii

TT��

00

ddττ

��
mm

22

��
ddxx

ddττ

��22
++VV ((xx))

##

eeiiSS[[xx]]//�� ee−−SS[[xx]]//��



ОбычнаяОбычная функцияфункция ГринаГрина:: ЕвклидоваЕвклидова функцияфункция ГринаГрина::

GG((xx,, xx00;; ττ )) ==
��

nn

ψψnn((xx))ψψ
∗∗

nn((xx00))ee
−−EEnnττ//��GG((xx,, xx00;; TT )) ==

��

nn

ψψnn((xx))ψψ
∗∗

nn((xx00))ee
−−iiEEnnTT//��

ii��
ddψψ((xx,, tt))

ddtt
== ˆ̂HHψψ((xx,, tt))

УравнениеУравнение ШрёдингераШрёдингера УравнениеУравнение теплопроводноститеплопроводности

ττ == iiTTTT == −−iiττ

−−��ddψψ((xx,, ττ ))
ddττ

== ˆ̂HHψψ((xx,, ττ ))

СтатсуммаСтатсумма БольцманаБольцмана::

G(x, x0; τ)=ψ0(x)ψ
∗

0(x0)e
−

E0τ

� +ψ1(x)ψ
∗

1(x0)e
−

E1τ

� +ψ2(x)ψ
∗

2(x0)e
−

E2τ

� + . . .

EE00 << EE11 << EE22 << .. .. ..

ZZ ==
NN��

nn==00

ee
−−

EEnn
kkBBTT == ee

−−
EE00
kkBBTT ++ee

−−
EE11
kkBBTT ++ .. .. ..

11

kkBBTT

ττ

��



GG((xx,, xx00,, TT )) ==




mmωω

22ππii�� ssiinn((ωωTT ))
ee
ii
��

mmωω
22 ssiinnωωTT ((((xx

22
00++xx((TT ))

22)) ccoossωωTT−−22xx00xx((TT ))))

Точная квантовомеханическая функция Грина гармонического осциллятора

ЕвклидоваЕвклидова функцияфункция ГринаГрина::

TT == −−iiττ ssiinnhh((iixx)) == ii ssiinn xx;; ccoosshh((iixx)) == ccooss xx

GG((xx,, xx00 ;; ττ )) ==




mmωω

22ππ�� ssiinnhh((ωωττ ))
ee−
−

mmωω
22�� ssiinnhh((ωωττ)) [[((xx

22++xx2200)) ccoosshh((ωωττ ))−−22xx00xx]]

В пределе ,ττ →→∞∞

GG((xx,, xx00;; ττ ))→→ψψ00((xx))ψψ
∗∗

00 ((xx00))ee
−−

EE00ττ

��

ssiinnhh ωωττ ≃≃ ccoosshh ωωττ ≈≈ 11

22
eeωωττ

GG((xx,, xx00,, ττ )) ≈≈




mmωω

ππ��
ee−−

ωωττ
22 ee−−

mmωω
22�� ((xx

22
00++xx

22)) ==
��mmωω

ππ��

��11//44
ee−−

mmωωxx22

22��

��mmωω

ππ��

��11//44
ee−−

mmωωxx2200
22�� ee−−

ωωττ
22

ψψ00((xx)) ψψ00((xx00))

EE00 ==
��ωω

22



РецептРецепт вычислениявычисления энергииэнергии основногоосновного состояниясостояния

ВычислитьВычислить функциюфункцию ГринаГрина квантовойквантовой системысистемы методомметодом

стационарнойстационарной фазыфазы сс учетомучетом квантовыхквантовых поправокпоправок

ПерейтиПерейти кк евклидовомуевклидовому временивремени ии рассмотретьрассмотреть пределпредел

ВсеВсе, , чточто являетсяявляется коэффициентомкоэффициентом припри вв экспоненциальномэкспоненциальном

множителемножителе, , интепретируетсяинтепретируется каккак энергияэнергия основногоосновного состояниясостояния

((вакуумавакуума))

ПредэкпоненциальныеПредэкпоненциальные множителимножители интерпретируютсяинтерпретируются каккак

волновыеволновые функциифункции основногоосновного состояниясостояния

ττ
ττ →→ ∞∞

ττ


