
ДляДля фундаментальногофундаментального представленияпредставления::

Генераторы Ta антиэрмитовы:

КалибровочнаяКалибровочная симметриясимметрия: : 

НеабелевыНеабелевы теориитеории

Алгебра g компактной группы

Ли G размерности d и ранга k 

НаиболееНаиболее важныеважные примерыпримеры группгрупп ЛиЛи::

G             d              f

SU(N)       N2-1           N

SO(N)    ½N(N-1)      N

Sp(N)    N(2N+1)      2N

E6 78           27

E7 133         56

E8 248         248

F4 52           6

G2 14           7

( f – размерность минимального представления)

ФизическиеФизические поляполя принимаютпринимают значениязначения

вв алгебреалгебре ЛиЛи:: Φ = φaT a, Aµ = AaµT
a

[T a, T b] = fabcT
c

(T a)† = −T a

Fµν = F aµνT
a = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]

TrT aT b = − 1
2δ
ab

DµΦ = ∂µΦ + [Aµ, Φ]



КалибровочныеКалибровочные преобразованияпреобразования

Поле и ковариантная производная преобразуются одинаково:

∂µΦ → U(x)(∂µΦ) + (∂µU(x))Φ

Φ → Φ′ = U(x)Φ, DµΦ = ∂µΦ +AµΦ → DµΦ′ = U(DµΦ)

DµΦ′ = U(x)(∂µΦ) + (∂µU(x))Φ +A′µUΦ

UAµ = ∂µU +A′µU ; Aµ → A′µ = UAµU
−1 + U∂µU

−1

ЗадачаЗадача 11:: ПроверьтеПроверьте, , чточто припри этомэтом Fµν → F ′µν = UFµνU
−1

ПодсказкаПодсказка: : используйтеиспользуйте тождестватождества

ии

U(∂µU
−1) + (∂µU)U−1 = 0

U(∂µU
−1)U = −(∂µU)U−1U = −(∂µU)

ЗадачаЗадача 22:: ПроверьтеПроверьте, , чточто

КалибровочноКалибровочно инвариантныеинвариантные величинывеличины::

[Dµ, Dν ] = DµDν −DνDµ = Fµν

FµνF
µν , Φ†Φ, (DµΦ)†(DµΦ)

U(∂µU
−1)U(∂νU

−1) = −UU−1(∂µU)(∂νU
−1) = −(∂µU)(∂νU

−1)



SUSU(2) (2) теориятеория ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса

БазисБазис алгебрыалгебры su(2) su(2) –– операторыоператоры,,

связанныесвязанные сс матрицамиматрицами ПаулиПаули :    :    

σiσj = δijI+ iεijkσk, {σi, σj} = 2δijI TiTj =
1

2
[Ti, Tj ] +

1

2
{Ti, Tj}

σσ11 ==

��
00 11
11 00

��
,, σσ22 ==

��
00 −−ii
ii 00

��
,, σσ33 ==

��
11 00
00 −−11

��

ПолеПоле ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса::

ЗадачаЗадача 33:: ПроверьтеПроверьте, , чточто

Ti = − i
2
σi, [Ti, Tj ] = iεijkTk

Fµν = −ig σa2
�
∂µAν − ∂νAµ + gεabcA

b
µA

c
ν

�
≡ FaµνT

a

ЛагранжианЛагранжиан SU(2) SU(2) теориитеории ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса::

L =
1

2g2
Tr (FµνFµν) =

1

2g2
F aµνF

b
µν(−ig)2Tr

�
σa

2

σb

2

�
= −1

4
FaµνF

a
µν

ЗамечаниеЗамечание:: теориятеория ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса нелинейнанелинейна: : L∼ Tr(∂µAν)A
µAν, Tr(Aν)AµA

νAµ

Aµ = −ig σ
a

2
Aaµ, Dµ = ∂µ − igAaµ

σa

2



ПотенциалПотенциал каккак связностьсвязность ии петляпетля ВильсонаВильсона

FF == ππ−−11((xx))

ГеометрическиГеометрически, , связностьсвязность задаетзадает

««горизонтальноегоризонтальное»» направлениенаправление вв расслоениирасслоении

((правилоправило связисвязи касательныхкасательных кк немунему пространствпространств)    )    

ДействиеДействие калибровочнойкалибровочной группыгруппы GG задаетзадает

««вертикальноевертикальное»» движениедвижение вдольвдоль слояслоя

� xx

pp

hh

hghg

VVhhgg((PP ))

VVhh((PP ))

PP

xx′′

HHhh((PP))

HHhhgg((PP ))

σ(t)

Aµ(x) = Aaµ(x)T a ∈ G ≡ H

Параллельный перенос вектора

вдоль мировой линии :

�v ∈ RepdG
xµ(t)

i
d�v(t)

dt
=
dxµ
dt

Aµ�v(t)

ОператорОператор петлипетли ВильсонаВильсона: : W [C] = Tr P exp

�
i
�
C

dxµAµ

�

v(t)=P exp



i
T�

0

dt
dxµ
dt

Aµ(x(t))



=P exp



i
xT�

x0

dxµAµ(x)



 := lim
n→∞

v(xT , xn)v(x,xn−1) . . . v(x1, x0)



УравненияУравнения поляполя::

ТождествоТождество БьянкиБьянки::
1

2
εµνρσ(DµF ρσ)a ≡ (DµF̃µν)a = 0

ЗаконЗакон ГауссаГаусса:: DkE
a
k = ∂kE

a
k + εabcA

b
kE

c
k = 0, Eak ≡ F a0k

ЗамечаниеЗамечание:: попо аналогиианалогии сс абелевойабелевой электродинамикойэлектродинамикой, , теориятеория ЯнгаЯнга--

МиллсаМиллса можетможет включатьвключать топологическийтопологический членчлен: : θ ∈ [0, 2π]

∂µ

�
∂L

∂(∂µAaν)

�
= ∂µFaµν + gεabcA

µbF cµν ≡ (DµFµν)
a = 0

проверка:

DµF̃
µν = ∂µF̃

µν + [Aµ, F̃
µν ] ≡ 0

TrFµνF̃
µν = Tr

�
(∂µAν − ∂νAµ)F̃µν + (AµAν −AνAµ)

�
F̃µν =

= Tr
�

(∂µAν − ∂νAµ)F̃µν +Aµ[Aν , F̃
µν ]
�

= Tr
�

(∂µAν − ∂νAµ)F̃µν −Aµ∂νF̃µν
�

=

F̃µν = εµνρσ(∂ρAσ +AρAσ)

= Tr
�
∂µAν 
F µν − ∂ν(Aµ 
F µν)

�
=

= Tr {εµνρσ∂µAν(∂ρAσ +AρAσ)

−∂ν(Aµ∂ρAσ +AµAρAσ)

Lθ=
θ

16π2

�
d4xTrFµνF̃

µν=
θ

8π2

�
d4x∂µK

µ; Kµ=εµνρσTr (Aν∂ρAσ+
2

3
AνAρAσ)



КулоновскаяКулоновская калибровкакалибровка:: Aa0 = 0

Остаточные степени свободы: AAkk →→ AA′′kk == UU ((��xx))AAkkUU
−−11((��xx)) ++ UU ((��xx))∇∇kkUU−−11((��xx))

ГлобальныеГлобальные ((««большиебольшие»») ) калибровочныекалибровочные преобразованияпреобразования:: U(�x)−−−−→
�x→∞

const

ИнфинитезимальныеИнфинитезимальные преобразованияпреобразования:: U = eα
aTa ≈ I+ αaT a + . . .

δAµ = ∂µα+ [Aµ, α] + · · · = Dµα, δFµν = [Fµν , α]

ОченьОчень ПолезнаяПолезная ФормулаФормула:: Tr [εµνρσ(∂µAν)AρAσ] =
1

3
Tr [εµνρσ∂µ(AνAρAσ)]

TrFµνF̃
µν = Tr {εµνρσ∂µAν(∂ρAσ +AρAσ)− ∂ν(Aµ∂ρAσ +AµAρAσ)]

= Tr εµνρσ
�
2∂µ

�
Aν∂ρAσ +

2

3
AνAρAσ

��
= 2∂µKµ Q.E.DQ.E.D

L =
1

2g2
TrFµνF

µν +
θ

16π2
TrFµνF̃

µν =
1

g2
Tr
�
Ȧ2k −B2k

�
+

θ

4π2
Tr
�
Ȧk ·Bk

�

θ-член не меняет уравнения поля, но меняет импульсы: 

πk = ∂L

∂Ȧk
= 1
g2
Ek + θ

8π2Bk



ГлобальныеГлобальные преобразованияпреобразования являютсяявляются нетеровскиминетеровскими генераторамигенераторами симметриисимметрии

∂kEk = ej0 Q =
1

4eπ

�
d3x(∂kEk)

НапомнимНапомним: : вв абелевойабелевой электродинамикеэлектродинамике

Генератор U(1) преобразований Закон Гаусса

ЛагранжианЛагранжиан ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса вв кулоновскойкулоновской калибровкекалибровке::

Неабелево магнитное поле:

КаноническоеКаноническое квантованиеквантование поляполя ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса

КаноническиеКанонические координатыкоординаты ии импульсыимпульсы::

ГамильтонианГамильтониан::

L =
1

g2
Tr
�
Ȧ2k −B2k

�

H = πkȦk − L =
1

g2
Tr
�
E2k +B2k

�

ГенераторГенератор калибровочныхкалибровочных преобразованийпреобразований ((зарядзаряд))::

Q(ω) =
�
d3xTr

�
δL

δȦk
δA
�

= 1
g2

�
d3xTr (Ek(Dkω)) = − 1

g2

�
d3xTr ((DkEk)ω)

Ak, πk =
δL

δȦk
= Ȧk = Ek

Bk = 1
2εkijFij = εkijDiAj



СкобкаСкобка ПуассонаПуассона::

НапомнимНапомним: : вв U(1) U(1) электродинамикеэлектродинамике законзакон ГауссаГаусса эквивалентенэквивалентен условиюусловию

(кулоновская калибровка)

∇ · A = 0

Aµ =

�
d4k
�
aµ(k)eikx + a∗µ(k)e−ikx

�
= A⊥µ (x) +A�µ(x) A

�
k(x) = 0

(2 физические степени свободы, связанные с поперечной поляризацией)

ЗаконЗакон ГауссаГаусса вв теориитеории ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса:: DkE
a
k = ∂kE

a
k + εabcA

b
kE

c
k = 0

КаноническиеКанонические коммутационныекоммутационные соотношениясоотношения вв теориитеории ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса::

�
Aai (x, t), E

b
j (y, t)

�
= δabδijδ

(3)(x− y)
qk → Aak

πk → Eak

Уравнения

движения:

Ȧai (x)={Aai (x), H}=
�
d3y
�
Aai (x), Ebj (y)

�
Ebj (y)=Eai (x)

�
Bai (x, t), Ebj (y, t)

�
= εijk

�
δab

∂

∂xk
δ(3)(x− y)− εabcA

c
kδ
(3)(x− y)

�

Ėai (x)={Eai (x), H}=εijk
�
∂jB

a
k(x) + εabcA

b
jB

c
k

�
= εijkDjB

a
k

{F (x), G(y)} =
�
d4z
�
δF (x)
δq(z)

δG(y)
δπ(z) −

δF (x)
δπ(z)

δG(y)
δq(z)

�



ТеорияТеория ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса: : ЕвклидоваЕвклидова формулировкаформулировка

t = −iτ F a0i = ∂0Ai − ∂iA0 + gεabcA
b
0A

c
i → i∂τA

a
i − ∂iA0 + gεabcA

b
0A

c
i

?t = −iτ, A0 = iA0 F a0i → i(∂τA
a
i − ∂iA0 + gεabcA

b
0A

c
i )

ЕвклидовоЕвклидово действиедействие ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса::

SE =

�
d4x

�
1

2
F a0iF

a
0i +

1

4
F aijF

a
ij

�
=

1

4

�
d4xF aµνF

a
µν

S =
1

4

�
d3xdtFaµνF

a
µν =

�
d3xdt

�
−1

2
Fa0iF

a
0i +

1

4
FaijF

a
ij

�
→ − iSE

ЗамечаниеЗамечание:: вв калибровкекалибровке действиедействие имеетимеет каноническийканонический видвид::Aa0 = 0

S =

�
d3xdt

�
−1

2
(∂0Ai)

2 +
1

4
FaijF

a
ij

�
→ SE =

�
d4x

�
1

2
(∂0Ai)

2 +
1

4
FaijF

a
ij

�





θθ--членчлен ии инстантоныинстантоны

ЛагранжианЛагранжиан SU(2) SU(2) теориитеории ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса::

ТопологическийТопологический членчлен::

L = − 1

2g2
Tr (FµνFµν)

ВакуумВакуум нана асимптотикеасимптотике:: Aµ(x) −−−−→
x→∞

0

ЧистаяЧистая калибровкакалибровка

ТривиальныйТривиальный вакуумвакуум

Fµν = 0, εµνρσ∂ρAσ = −εµνρσAρAσ

Lθ=
θ

16π2

�
d4xTr F̃µνFµν=

θ

8π2

�
d4x ∂µK

µ; Kµ=εµνρσTr (Aν∂ρAσ+
2

3
AνAρAσ)

Aµ(x) −−−−→
x→∞

U∂µU
−1, U ∈ SU(2)

ИндексИндекс отображенияотображения SS33 →→ SS33 ((топологическийтопологический зарядзаряд)):  :  

π3(S
3) = Q = − 1

24π2

�

S3
dσµ ε

µνρσ Tr
�
(∂νU)U−1(∂ρU)U−1(∂σU)U−1

�

Lθ=
θ

8π2

�
d4x ∂µK

µ =
θ

8π2

�

S3
dσµK

µ =
θ

24π2

�

S3
dσµ ε

µνρσ Tr [AνAρAσ]

= − θ

24π2

�

S3
dσµ ε

µνρσ Tr
�
(∂νU)U−1(∂ρU)U−1(∂σU)U−1

�



Единичный вектор в ��33 :

ω(r) =

�
0, r→ 0

4πn, r →∞
, n ∈ Z

Калибровочная функция U(r) принимает единичное значение n раз

пока радиальная переменная r изменяется от 0 до ∞

ЗадачаЗадача 11:: ПроверьтеПроверьте, , чточто длядля SU(2)SU(2)

ЗадачаЗадача 22:: ПроверьтеПроверьте, , чточто длядля SU(2)SU(2)

SS33
spacespace

SS33
groupgroup

U(r)U(r)

SU(2) U(�x) = eiω(r)
σir̂i
2 = cos

ω

2
+ i(σir̂i) sin

ω

2

r̂i = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)

U(∞) = e2πn(σi·r̂i) = I2

Q =
1

32π2

�

S3
d3x εabcdεµνρr̂

a∂µr̂
b∂ν r̂

c∂ρr̂
d

Q = n

Q = − 1

24π2

�

S3
dσµ ε

µνρσ Tr
�
(∂νU)U−1(∂ρU)U−1(∂σU)U−1

�



Конфигурации с минимальным действием

удовлетворяют уравнениям самодуальностисамодуальности::

SU(2)SU(2) инстантонинстантон БелавинаБелавина--ПоляковаПолякова--ШварцаШварца--ТюпкинаТюпкина

ДействиеДействие SU(2) SU(2) теориитеории ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса вв EE44::

+
1

2g2

�
d4xTr

�
Fµν 
Fµν

�
=

1

4g2

�
d4xTr

�
(Fµν − 
Fµν)(Fµν − 
Fµν)

�
+

8π2n

g2

SE =
1

2g2

�
d4xTr (FµνFµν) =

1

4g2

�
d4xTr

�
(Fµν − 
Fµν)(Fµν − 
Fµν)

�

SE ≥
8π2 n

g2
FFµµνν == 

FFµµνν

ЗамечаниеЗамечание:: длядля такихтаких решенийрешений (инстантонов) уравненияуравнения поляполя имеютимеют видвид DµFµν = 0

ЗадачаЗадача:: ПроверьтеПроверьте, , чточто длядля SU(2) SU(2) инстантоновинстантонов Tµν = − 2
g2

Tr
�
FµρFνρ − 1

4δµνFσρFσρ
�
≡ 0

ЗамечаниеЗамечание:: любойлюбой самодуальныйсамодуальный антисимметричныйантисимметричный тензортензор можетможет бытьбыть

записанзаписан вв видевиде , , гдегде

ηa00 = 0, ηaij = εaij , ηa0i = δai, ηai0 = −δai Тензор т`Хофта

ηaµν = 1
2εµνρση

a
ρσ

ηaµν = εaµν0 + δaµδν0 − δaνδµ0
Самодуальность

F aµν = ηaµνf(x)



Уравнения антианти--самодуальностисамодуальности::

ЗадачаЗадача:: ВычислитеВычислите ηaµνη
a
µν = 12εabcη

b
µρη

c
νσ = δµνη

a
ρσ − δµση

a
ρν + δρση

a
µν − δρνη

a
µσ

В явном виде:

η1µν =




0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


 , η2µν =




0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0


 , η3µν =




0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0




ААнтинти--самодуальныйсамодуальный тензортензор тт`̀ХофтаХофта η̄aµν = −1
2εµνρση̄

a
ρσ

η̄1µν =




0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


 , η̄2µν =




0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0


 , η̄3µν =




0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0




Fµν = − 
Fµν

ЗадачаЗадача:: ПокажитеПокажите, , чточто длядля антианти--самодуальныхсамодуальных полейполей действиедействие принимаетпринимает такоетакое жеже

минимальноеминимальное значениезначение, , каккак ии длядля самодуальныхсамодуальных полейполей,    ,    

SE = 8π2 |n|
g2



Самодуальный член

АсимптотикаАсимптотика::

Одноинстантонное решение:

АнзацАнзац длядля потенциалапотенциала::

Aµ(x) −−−−→
x→∞

U∂µU
−1, U ∈ SU(2)

Aµ = f(r)U∂µU
−1, U=nασα ∈ SU(2), σα = (I2, −i�τ), nµ = xµ/r, r=

√
xµxµ

U∂µU
−1 = σασ

†
βnα

δµβ − nµnβ
r

Проверьте!

σ†α = (I2, i�τ)

ЗамечаниеЗамечание:: σασ
†
β = δαβ + iηaαβ τ

a

Aµ = −if(r)ηaµν
nν
r
τa Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]

=0=0

= 2iηaµν
f(1− f)

r2
τa + i

�
2f(1− f)

r2
− f ′

r

�
(ηaνα nµnα − ηaµα nνnα)τa

f ′ =
2

r
f(1− f)

f(r) =
r2

r2 + a2
, Aµ = −iηaµν

xν
r2 + a2

τa

U∂µU
−1 = −iηaµν

nν
r
τa = −iηaµν

xν
r2
τa

Aµ = −iτ
a

2
Aaµ Aaµ =

2ηaµν xν

r2 + a2

∂µ
�
xν
r

�
=
δµν−nµnν

r



АнзацАнзац::

Одноинстантонное решение

a – параметр решения, «размер» инстантона – классическая

d=4 теория Янга-Миллса обладает масштабной инвариантностью

Aaµ = ηaµν ∂ν lnφ(x), φ(x) = 1 +
r2

a2
, r =

√
xµxµ

Aaµ =
2ηaµνxν

r2 + a2
, F aµν = −

4a2ηaµν
(r2 + a2)2

ДействиеДействие ((проверкапроверка))::

SE =
1

4g2

�
d4x F aµνF

a
µν =

2π2

4g2

�
r3dr

16a4ηaµνη
a
µν

(r2 + a2)4
=

π2

2g2

�
r2dr2

8 · 12a4

a8
�
1 + r2

a2

�4 =

x =
r2

a2

=
48π2

g2

�
x dx

(1 + x)4
=

48π2

g2
· 1

6
=

8π2

g2

ЗадачаЗадача 1:1: ПроверьтеПроверьте, , чточто калибровочноекалибровочное преобразованиепреобразование

переводитпереводит потенциалпотенциал инстантонаинстантона вв следующийследующий видвид ((сингулярнаясингулярная калибровкакалибровка))
U = nασα = n0 − iniτi

Aaµ =
2a2η̄aµνxν

r2(r2 + a2) антисамодуальный тензор η̄aµν = −1
2εµνρση̄

a
ρσ

ЗадачаЗадача 22:: ПроверьтеПроверьте, , чточто вв сингулярнойсингулярной калибровкекалибровке

F aµν = − 4a2

(r2 + a2)2
�
η̄aµν − 2η̄aµρnρnν + 2η̄aνρnρnµ

�

Aaµ =
2ηaµνxν

r2 + a2
, F aµν = −

4a2ηaµν
(r2 + a2)2

Одноинстантонное решениеAaµ =
2ηaµνxν

r2 + a2
, F aµν = −

4a2ηaµν
(r2 + a2)2



МетрикаМетрика нана ��::

АнзацАнзац тт ХуфтаХуфта ((МультиинстантонноеМультиинстантонное решениерешение))::

АнтиинстантонАнтиинстантон:: Aaµ = η̄aµν ∂ν lnφ(x), φ(x) = 1 +
r2

a2
, r =

√
xµxµ

Aaµ =
2η̄aµνxν

r2 + a2
, Faµν = −

4a2η̄aµν
(r2 + a2)2

, F aµν = −F aµν , Q = −1

КоллективныеКоллективные координатыкоординаты инстантонаинстантона::

4 трансляционные моды

Размер инстантона (scale invariance)

Остаточные 3 калибровочные степени свободы – физические симметрии

xµ → xµ +Xµ
a→ a′

= 8 нулевых мод на каждом инстантоне

Aaµ = −η̄aµν ∂ν lnφ(x), φ(x) = 1 +
n�

i=1

a2i�
r − ri0

�2 , Q = n

Пространство модулей �: пространство параметров
n-инстантонного решения уравнений самодуальности

δαAµ =
∂Aµ
∂Xα

+Dµωα

g
(M)
αβ =

1

2g2

�
d4xTr (δαAµ)(δβAµ)



Многоинстантонные решения с SO(3) симметрией (Виттен,1978)

Абелева модель Хиггса

на гиперболической плоскости

D0φ
a − iDrφ

a = 0;

B = 1
r2

(1− φaφa)

Diφa = ∂iφa + εabaiφb

B = f0r = ∂0ar − ∂raτ

Q=
1

16π2

�
d4xTr F̃µνFµν �→ 1

2π

�

H

d2x
 
−|g| |B|

a0(r, x0), ar(r, x0), φ1(r, x0), φ2(r, x0)

r =
√
xixi∈R3

ОстаточнаяОстаточная U(1) U(1) симметриясимметрия:: U = eiF (r,x0) �x·τ
x̂i = xi/r

Aa0 = a0
xa

r

Aai =
1 + φ2
r2

εiakxk +
φ1
r3

(δiar
2 − xixa) + ar

xixa
r2

Bai = −(∂rφ1 + arφ2)
εiakx̂k
r

+ (∂rφ2 − arφ1)
δai−x̂ax̂i

r
+ (1− φ21 − φ22)

x̂ix̂a
r2

Eai = (∂0φ2 − a0φ1)
εiakx̂k
r

+ (∂0φ1 + a0φ2)
δai−x̂ax̂i

r
+ (∂0a1 − ∂ra0)x̂ax̂i

1
2g2

�
d4xTrF 2µν 8π

�
dx0dr Leff

Leff =
r2

8
f2µν +

1

2
(Dµφa)

2 +
1

4r2
(φaφa − 1)2 =

=
1

8

√
g

�
gµαgνβfµνfνβ +

1

2
gµνDµφaDνφa +

1

4
(φaφa − 1)2

�

gµν = r2δµν



Так как при , зафиксируем остаточную калибровку как

при

SU(2)SU(2) инстантонинстантон каккак тунельныйтунельный процесспроцесс

Одноинстантонное решение

ФиксацияФиксация калибровкикалибровки::

A(n=1)µ = −iηaµντaxν
1

r2 + a2

x0 →−∞ → A
(n=1)
i ↓ x0 →∞ → A

(n=1)
i ↑

A
(n=1)
0 = −ixaτa 1

x20 + |�x|2 + a2
, A

(n=1)
i = iτa

�
δia

x0
x20 + |�x|2 + a2

− εija
xj

x20 + |�x|2 + a2

�

A0 = 0 = UA
(n=1)
0 U−1+U∂0U

−1, U−1∂0U = A
(n=1)
0 = −ixaτa 1

x20 + |�x|2 + a2

F
(n=1)
ij → 0 x0 → ±∞

Ai → 0 x0 → −∞, ∂iU(�x, x0 → −∞) = 0, U(�x, x0 →−∞) = I

В пределе :x0 →∞

F (|�x|, x0) = |�x|√
|�x|2+a2

�
arctg x0√

|�x|2+a2
+ π

2

�
U = e−iτ

ax̂aF (|�x|,x0), x̂a =
xa

|�x| ∈R
3

Ai(�x, x0 →∞) = U1∂iU
−1
1 , U1(�x) = e−iτ

ax̂aF (|�x|)

F (|�x|) = π |�x|√
|�x|2+a2Инстантон – это переход из вакуума A

i
=0 при

в вакуум при

x0 → −∞
Ai = U∂iU

−1 x0 →∞



SU(2) SU(2) МодельМодель ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса--ХиггсаХиггса

Ti = − i
2
σi, [Ti, Tj ] = iεijkTk

L =
1

2g2
Tr (FµνFµν) − 1

g2
Tr (DµΦ)2 + V (Φ) =

Aµ = −ig σ
a

2
Aaµ = AaµT

a ∈ su(2), Fµν = F aµνT
a ∈ su(2), Φ = ΦaT a ∈ su(2)

ПотенциалПотенциал ХиггсаХиггса::

F aµν = ∂µAν − ∂νAµ + gεabcA
b
µA

c
ν , DµΦa = ∂µΦa + gεabcA

b
µΦc

V (Φ) =
λ

4
(ΦaΦa − a2)2

УравненияУравнения поляполя::

Dµ = ∂µ − igAaµ
σa

2

ТождестваТождества БианкиБианки::

DµF aµν = gεabcΦ
bDνΦ

c, DµDµΦa = λΦa(ΦbΦb − a2)

Dµ 
F aµν ≡ 0

ТензорТензор энергииэнергии--импульсаимпульса:: Tµν = F aµρF
aρ
ν + (DµΦa)(DνΦ

a)− gµνL

ЗадачаЗадача:: ПроверьтеПроверьте! ! 

ЭнергияЭнергия:: E=

�
d3x T00=

�
d3x

�
1

4
F aµνF

aµν+
1

2
(DµΦa)(DµΦa)+

λ

4
(ΦaΦa−a2)2

�

= −1

4
FaµνF

aµν +
1

2
(DµΦa)(DµΦa) + V (Φ)



ВакуумВакуум ХиггсаХиггса:: ΦaΦa = a2, Faµν = 0, DµΦa = 0

ФлуктуацииФлуктуации скалярногоскалярного поляполя нана фонефоне вакуумавакуума:: Φa = (0, 0, a+ ξ)

1. 1. ПолеПоле ХиггсаХиггса постояннопостоянно вв вакуумевакууме::

2. 2. ВВ вакуумевакууме симметриясимметрия теориитеории нарушенанарушена:: SU(2) → U(1)

Φvac = − i
2

�
a 0
0 −a

�
= aT 3

(DµΦa)(DµΦa) ≈ (∂µξ)(∂
µξ) + g2a2

�
(A1µ)2 + (A2µ)2

�
, V (Φ) ≈ λ

2
a2ξ2

Массовый член калибровочного поля Массовый член скалярного поля

A±µ = 1√
2
(A1µ ±A2µ) ⇒mv = ga, A3µ ⇒ m = 0 ms = a

√
λ

ЗамечаниеЗамечание:: ненарушеннаяненарушенная вакуумнаявакуумная симметриясимметрия U(U(1), 1), ассоциированнаяассоциированная

сс вращениямивращениями вокругвокруг векторавектора , , можетможет бытьбыть сопоставленасопоставлена

электромагнитной подгруппе

ΦaTa

Q =
g

a
(ΦaT a)ГенераторГенератор электрическогоэлектрического зарядазаряда::

Aemµ = AaµΦa/a

Собственные значения Q: q = ±g
2

ЗадачаЗадача:: ПокажитеПокажите, , чточто законзакон ГауссаГаусса вв моделимодели ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса--ХиггсаХиггса имеетимеет видвид: : 

DnEn − ig [Φ, D0Φ] = 0, En = F0n



МонопольМонополь тт ХуфтаХуфта--ПоляковаПолякова

DnΦa = ∂nΦa + gεabcA
b
nΦc −→

r→∞
0 Φ̂aΦ̂a −→

r→∞
1 Φ̂a −→

r→∞
r̂a=

ra

r

««ЕжЕж»»∂n

�ra
r

�
=
r2δan − rarn

r3
= (δanδck − δakδnc)

rcrk
r3

= εabcεbkn
rcrk
r3

МодельМодель ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса--ХиггсаХиггса допускаетдопускает существованиесуществование классическихклассических

решенийрешений сс кулоновскойкулоновской асимптотикойасимптотикой магнитногомагнитного поляполя -- монополеймонополей

ТопологияТопология:: S2vac :=
�

Φ : ΦaΦa = a2
�
, Φ : S2∞ �→ S2vac, Π2(S

2) = Z

ТопологическийТопологический токток:: kµ =
1

2ga3
εµνρσεabc∂

νΦa∂ρΦb∂σΦc, ∂µkµ ≡ 0

Индекс отображения:                 Q =

�
d3xk0 =

1

2ga3

�
d3x εabcεmnk∂m(Φa∂nΦb∂kΦ

c) =

=
1

2ga3

�
d2Sn εabcεmnkΦ

a∂nΦb∂kΦ
c

Aak(r) −→
r→∞

1

g
εakn

rn
r2
, Ban =

1

2
εnmkF

a
mk −→

r→∞
rnra
gr4

SO(3)× SO(3) → SO(3)

ЭлектромагнитнаяЭлектромагнитная подгруппаподгруппа: : Fµν = FaµνΦ̂a, Bn →
r→∞

rn
gr3



ПереходПереход отот координаткоординат кк локальнымлокальным

координатамкоординатам нана сфересфере SS22vacvac ::

rn = (x, y, z)
ξα

∂nΦa =
∂Φa

∂ξα
∂ξα

∂rn
, d2Sn =

1

2
εnmkεαβ

∂rm

∂ξα
∂rk

∂ξβ
d2ξ

g = det (∂αΦ̂a, ∂βΦ̂a)=
4πn

g
, n ∈ Z

Q =
1

2ga3

�
d2Sn εabcεmnkΦ

a∂nΦb∂kΦ
c =

1

g

�
d2ξ
√
g =

АнзацАнзац тт´́ХуфтаХуфта--ПоляковаПолякова:: Φa =
ra

gr2
H(r), Aan = εamn

rm

gr2
[1−K(r)], Aa0 = 0

r→ ζ = gar

E =
4πa

g

�
dζ

ζ2

!
ζ2
�
dK

dζ

�2
+

1

2

�
dH

dζ
−H
�2

+
1

2
(K2 − 1)2 + k2H2 +

λ

4g2
(H2 − ζ2)

#

УравненияУравнения поляполя::
d2K

dζ2
= KH2 + K(K2 − 1), ζ2

d2H

dζ2
= 2K2H +

λ

g2
H(H2 − ζ2)

DnΦa =
δan
gr2

KH+
rarn

gr4

�
ζ
dH

dζ
−H −KH

�
, Ban =

rnra

gr4

�
1−K2 + ζ

dK

dζ

�
−δan
gr2

ζ
dK

dζ



Тождество Бианки:

ГраничныеГраничные условияусловия::

K(ζ) −→
r→0

1, H(ζ) −→
r→0

0, K(ζ) −→
r→∞

0, H(ζ) −→
r→∞

ζ

МагнитныйМагнитный зарядзаряд:: DnB
a
n ≡ 0

Qmag =
1

a

�
d2SnBn=

1

a

�
d2SnB

a
nΦa=

1

a

�
d3xBanDnΦa =

=
4π

g

∞�

0

dζ

ζ2
�

(K2 − 1)(H − ζH ′)− 2ζK′KH
�

=
4π

g

∞�

0

dζ
d

dζ

�
1−K2

ζ

�
=

4π

g

ДионДион::

Qel=
1

a

�
dSnEn=

1

a

�
dSnE

a
nΦa=

1

a

�
d3xEanDnΦa

Aa0 = 0 → Aa0 =
ra

gr2
J(r), Ean = F a0n

ζ2K′′ = K(H2 − J2) +K(K2 − 1)

ζ2H ′′ = 2K2H + λ
g2
H(H2 − ζ2)

ζ2J ′′ = 2K2J J(r)−→
r→0

0, J(r) −→
r→∞

Cr

Qel=
4π

g

∞�

0

dζ

ζ2
�
2JHK2+ ζ2J′H′ +JH− ζ(J′H+H′J)

�
=

4π

g

∞�

0

dζ
d

dζ

�
ζH

d

dζ

�
JH

ζ

��
=

4πC

g

ЭлектрическийЭлектрический зарядзаряд::



МонопольМонополь БогомольногоБогомольного--ПрасадаПрасада--ЗоммерфельдаЗоммерфельда

ЭнергияЭнергия статическойстатической конфигурацииконфигурации::

ПределПредел БогомольногоБогомольного:: ноно попо прежнемупрежнемуλ→ 0, Φ̂a →
r→∞

r̂a

E=

�
d3x

�
1

2
BanB

a
n+

1

2
(DnΦa)(DnΦa)+

λ

4
(ΦaΦa−a2)2

�

E=
1

2

�
d3x [Ban ±DnΦa]

2 ∓
�
d3xBanDnΦa=

1

2

�
d3x [Ban ±DnΦa]

2 ∓ 4πa

g

Qmag

УсловиеУсловие минимумаминимума энергииэнергии ((уравненияуравнения BPSBPS): ): BBaann == ±±DDnnΦΦaa

ЗадачаЗадача:: покажитепокажите, , чточто энергияэнергия монополямонополя вв пределепределе БПСБПС полностьюполностью определяетсяопределяется

вкладомвкладом поляполя ХиггсаХиггса::

BBaann == ±±DDnnΦΦaa

DnDnΦa = 0

DnΦaDnΦa = (∂nΦa)(∂nΦa) + Φa(∂n∂nΦa) =
1

2
∂n∂n(ΦaΦa)

ζζ
ddKK

ddζζ
== −−KKHH ,, ζζ

ddHH

ddζζ
== HH ++ ((11 −− KK22)) K =

ζ

sinh ζ
, H = ζ coth ζ − 1

ПодсказкаПодсказка:: используйтеиспользуйте определениеопределение неабелеванеабелева магнитногомагнитного поляполя

ии тождествотождество БианкиБианки

Ban = 1
2εnmkF

a
mk



ПроверкаПроверка:: E=
1

2

�
d3x∂n∂n(ΦaΦa) =

4πa

g

∞�

0

dζ
d

dζ

�
ζH

d

dζ

�
H

ζ

��
=

=
4πa

g

�
coth ζ − 1

ζ

��
1− ζ2

sinh2 ζ

�###
∞

0
=

4πa

g

причесываниепричесывание ежаежа ((на сфере S2)

σa · r̂a =

�
cos θ sin θe−iϕ

sin θeiϕ − cos θ

�
→ U−1σ3U

Регулярная калибровка

U =

$
cos θ

2
sin θ

2
e−iϕ

− sin θ
2
eiϕ cos θ

2

%
∈ SU(2)

Сингулярная калибровка

Φ = Φa
σa

2
=
ra · σa
2gr2

H(r) → H(r)

2gr
σ3

r →∞ : An → εamn
rm
gr2

σa

2
→ U−1AnU − iU−1∂nU =

1

2gr

1− cos θ

sin θ
eϕnσ3

Потенциал абелева монополя Дирака, 

вложенный в подалгебру Картана SU(2)

Масса BPS монополя



КалибровочнаяКалибровочная нулеваянулевая модамода монополямонополя

ЗамечаниеЗамечание 1:1: анзацанзац тт´́ХуфтаХуфта--ПоляковаПолякова статиченстатичен ии

ЗамечаниеЗамечание 2:2: ненарушеннаяненарушенная вакуумнаявакуумная симметриясимметрия U(U(1), 1), ассоциированнаяассоциированная

сс вращениямивращениями вокругвокруг векторавектора , , соответствуетсоответствует электромагнитной

подгруппе

ЗамечаниеЗамечание 33:: КалибровочныеКалибровочные перобразованияперобразования могутмогут зависетьзависеть отот временивремени

ΦaT a

A0 = 0

An(r, 0) → An(r, t) = U(r, t)An(r, 0)U−1(r, t)− i

g
U(r, t)∂nU

−1(r, t)

ПериодическиеПериодические попо временивремени калибровочныекалибровочные преобразованияпреобразования ::U(r, t) = eigα(r)t

Φ(r, 0) → Φ(r, t) = U(r, t)Φ(r, 0)U−1(r, t)

An(r, δt) ≈ An(r) + (ig[α,An(r)]− ∂nα) δt
U(r, t) ≈ I+ igα(r)δt

Φ(r, δt) ≈ Φ(r) + ig[α,Φ(r)]δt

ИнфинитезимальныеИнфинитезимальные преобразованияпреобразования: : 

∂0An = ig[α,An(r)]− ∂nα = −Dnα, ∂0Φ = ig [α,Φ]

A0(r, 0) = 0 → A0(r, t) = − i
g
U(r, t)∂0U

−1(r, t) = −α(r)

Чистая калибровка

ПараметрПараметр преобразованияпреобразования aa(r)(r) задаетзадает калибровочнуюкалибровочную нулевуюнулевую модумоду::

�
∂0An
∂0Φ

�
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�
d3xTr (EnEn +D0ΦD0Φ) = 0

?
ЗаконЗакон ГауссаГаусса::

Тривиальное решение:   

DnEn − ig [Φ, D0Φ] = 0

En = D0Φ = 0

Дополнительное условие на нулевую моду монополя: фоновая калибровка

ЗамечаниеЗамечание:: калибровочныекалибровочные преобразованияпреобразования нене меняютменяют поляполя ии производныепроизводные::

Ean = ∂0An −DnA0 = −Dnα+Dnα ≡ 0

D0Φ = ∂0Φ + ig[A0,Φ] = ig [α,Φ]− ig [α,Φ] ≡ 0

Dn(∂0An)− ig [Φ, (∂0Φ)] = 0

Нетривиальное решение:   α = Υ̇(t)Φ U (r, t) = exp{igΥ̇(t)Φ(r) t} ≈ I+ igΥ̇Φ δt

∂0An = Υ̇DnΦ, ∂0Φ = 0

BPS монополь

En=∂0An=Υ̇(t)DnΦ=Υ̇(t)Bn, D0Φ = 0

1

2
Υ̇2

�
d3xDnΦaDnΦa =

Υ̇2

2

�
d3xBanB

a
n =

2πa

g
Υ̇2 =

1

2
MΥ̇2

««КинетическаяКинетическая энергияэнергия»» монополямонополя: : 

Уравнения Богомольного выполняются

и для флуктуаций полей




