
КиральнаяКиральная симметриясимметрия

КЭДКЭД вв d=d=33+1+1:: L = −
1

4
FµνF

µν + ψ̄ (iγµ∂µ + eγµAµ −m)ψ

ТокиТоки:: jµ = ψ̄γµψ, j5µ = ψ̄γµγ5ψ, {γµ, γ5} = 0, γ5 = iγ0γ1γ2γ3

УравненияУравнения поляполя::

(iγµ∂µ + eγµAµ −m)ψ = 0; ψ̄(iγµ
←−
∂µ − eγµAµ +m) = 0; ∂µFµν = jν

∂µjµ = ψ̄γµ
←−
∂µψ + ψ̄γµ∂µψ = iψ̄(m− eγµAµ)ψ + iψ̄(−m+ eγµAµ)ψ = 0

∂µj5µ = ψ̄γµγ5
←−
∂µψ+ψ̄γ

µγ5∂µψ = iψ̄(m−eγµAµ)γ5ψ−iψ̄γ5(−m+eγ
µAµ)ψ = 2imψ̄γ5ψ

ЗамечаниеЗамечание: : киральныйкиральный токток сохраняетсясохраняется еслиесли m=0m=0

КалибровочнаяКалибровочная U(1) U(1) симметриясимметрия:: ψ → ψeiα, Aµ → Aµ + ∂µα

КиральнаяКиральная ((аксиальнаяаксиальная) ) U(1) U(1) симметриясимметрия:: ψ → ψeiβγ5

ПроекторПроектор:: P± =
1
2(1± γ5), P 2± = P±, P+P− = 0, P+ + P− = 1

ψ± ≡ ψL,R = P±ψ, γ5ψ± = ±ψ±, jµ = jLµ + jRµ



БезмассовыеБезмассовые фермионыфермионы вв d=d=3+1 3+1 

S =

�
d4x iψ̄D/ψ =

�
d4x[ iψ†+σ̄

µDµψ+ + iψ†−σ
µDµψ−]

ψ =

�
ψ+
ψ−

�
, σµ = (1, σk), σ̄µ = (1,−σk), Dµ = ∂µ − ieAµ

КалибровкаКалибровка уравнениеуравнение ВейляВейля

ГамильтонианГамильтониан ДиракаДирака::

Оператор спина �S =
1

2
�σ, σiσj = δij + iεijkσ

k

H = −iσkDk = (−i∂k − eAk)σk = (�p− e �A) · �σ

Внешнее магнитное поле: �B = (0, 0, B), �A = (0, Bx, 0)

H2 = (�p− e �A)2 − 2e�S · �B

H2 = p2x + (py − eBx)2 + p2z − 2eBSz УровниУровни ЛандауЛандау вв плоскостиплоскости (x,y)(x,y)

E2 = (2n+ 1)eB + p2z − 2eBSz

Вырождение по квантовому числу py – на диске площадью A имеется

cостояний

eB

2π
A

A0 = 0, i∂tψ+ = iσkDkψ+



Расщепление спектра

E2 = (2n+ 1)eB + p2z − 2eBSz

E2

n=0

n=1

n=2

n=3

Sz =
1
2

Sz = ±
1
2-- нулеваянулевая модамодаnn == 00,, SSzz ==

11
22

ЗамечаниеЗамечание: : вв пределепределе сильногосильного поляполя

остаетсяостается толькотолько нулеваянулевая модамодаB→∞

ψ0 =

�
ψ+(z, t)
0

�

ЭффективнаяЭффективная теориятеория вв d=1+1d=1+1:: S =

�
d4x iψ̄D/ψ → i

�
dtdz ψ̄+(∂t − ∂z)ψ+

∆N+ =
eB

2π

Lµ

2π
=
eB

2π

e

2π

�
dtdxE =

e2

(2π)2

�
dtdx �E · �B =

e2

8π2

�
d4xFµνF̃

µν

Число cостояний на единицу площади Топологический член

∂µj5µ =
e2

16π2
εµνρσF

µνF ρσКиральнаяКиральная аномалияаномалия: : 



ТеоремаТеорема НетерНетер: : 

L→ L+ δL, δL =
∂L

∂(∂µφ)
∂µ(αX(φ)) +

∂L

∂φ
αX(φ) =

= (∂µα)
∂L

∂(∂µφ)
X(φ) + α

�
∂L

∂(∂µφ)
∂µX(φ) +

∂L

∂φ
X(φ)

�

Сохраняющийся токδL = (∂µα)j
µ, jµ =

∂L

∂(∂µφ)
X(φ)

δS =

�
d4x(∂µα)j

µ = −

�
d4xα (∂µj

µ), δS = 0→ (∂µj
µ) = 0

ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал: : 

φ→ φ′ = φ+ δφ, δφ = α(x)X(φ)

Z(J) =

�
Dφe−S[φ]+J⋆φ →

�
Dφ′e−S[φ

′]+J⋆φ′

Dφ′ = Dφ ≈

�
Dφe−S[φ]+J⋆φ

�
1−

�
d4xα[∂µj

µ − J(x)X(φ)]

�

δZ = 0→

�
Dφe−S[φ]+J⋆φ (∂µj

µ − J(x)X(φ)) = 0

Тождества Уорда: J = 0→ ∂µj
µ = 0

�
Dφ′e−S[φ

′]+J⋆φ′ =

�
Dφ′e−S[φ]+J⋆φ e−

�
d4xα(∂µj

µ)−J(x)X(φ) ≈



АксиальнаяАксиальная аномалияаномалия ((болееболее строгийстрогий выводвывод))

дведве симметриисимметрии безмассовойбезмассовой теориитеории : : 

ψ → ψeiα, δψ = iαψ, δψ̄ = −iαψ̄, jµ = ψ̄γµψ, ∂µjµ = 0Векторная

Псевдо-векторная

(аксиальная)
ψ → ψeiγ5β, δψ = iγ5βψ, δψ̄ = iβψ̄γ5, j5µ = ψ̄γµγ5ψ, ∂µj5µ = 0

??

ВариацияВариация мерымеры функциональногофункционального интегралаинтеграла

Собственные функции оператора Дирака во внешнем поле:

S =

�
d4x iψ̄D/ ψ

iD/ φn = λnφn

ЗамечаниеЗамечание:: φφnn –– 44хх компонентныйкомпонентный cc--числовыйчисловый спинорспинор, , CCnn –– грассмановыграссмановы числачисла

ψ(x) =
�

n

Cnφn(x) ψ̄(x) =
�

n

C̄nφ̄n(x)

�
d4x φ̄nφm = δnm

Z[ψ̄, ψ]=

�
Dψ̄Dψe−S[ψ̄,ψ] → Z[ψ̄+δψ̄, ψ+δψ]=

�
D(ψ̄+δψ̄)D(ψ+δψ)e−S[ψ̄,ψ]

S =

�
d4x iψ̄D/ ψ =

�

n

λnC̄nCn, Dψ̄Dψ =
�

n

�
dC̄ndCn



Используя условие ортогональности , получим

МераМера функциональногофункционального интегралаинтеграла::

Напомним:

Dψ̄Dψ =
�

n

�
dC̄ndCn

�
dC̄n =

�
dCn = 0;

�
dC̄nC̄n =

�
dCnCn = 1

Z[ψ̄, ψ]=

�
Dψ̄Dψe−S[ψ̄,ψ] =

�

n

�
dC̄ndCne

−
�

n λnC̄nCn =
�

n

λn = Det(iD/)

ЛокальныеЛокальные киральныекиральные вращениявращения::

ψ(x) =
�

n

Cnφn(x), δψ = iβ(x)γ5ψ, →
�

n

δCnφn = iβ(x)
�

n

Cnγ5φn

�
d4xφ̄nφm = δnm

δCn =MnmCm, Mnm = i

�
d4x β(x)φ̄nγ5φm

Задача: вычислитьвычислить якобианякобиан линейноголинейного преобразованияпреобразования Cn → Cn +MnmCm

Если бы Cn были бы обычные с-числа, то

Для грассмановых переменных

J = det (I+M) = det (δnm +Mnm)

J = det−1(δnm +Mnm)

АномалияАномалия –– нене багбаг аа фичафича



ЗамечаниеЗамечание:: припри киральныхкиральных преобразованияхпреобразованиях δψ = iγ5βψ, δψ̄ = iβψ̄γ5

якобианякобиан преобразованийпреобразований ии одинодин ии тоттот жежеψ ψ̄

ПриПри векторныхвекторных поворотахповоротах:: δψ = iαψ, δψ̄ = −iαψ̄

якобианыякобианы преобразованийпреобразований ии ии

δCn = NnmCm, Nnm = i

�
d4x α(x)φ̄nφm

ВВ лидирующемлидирующем порядкепорядке попо , , 

ψ ψ̄ det−1(I+N) det−1(I−N)

ВВ томтом жеже порядкепорядке попо :

α det−1(I+N)det−1(I−N) ≈ I

ВВ явномявном видевиде::

α J = det−1(I+M) ≈ det (I−M) ≈ det e−M = e−TrM

J = e−i
�
d4x β(x)

�
n φ̄nγ5φn

�

n

�
dC̄ndCn →

�

n

�
dC̄′nC

′
nJ

2

�

n

�
dC̄ndCn →

�

n

�
dC̄′nC

′
n



РегуляризацияРегуляризация одновременноодновременно включаетвключает оператороператор , J , J ужеуже

нене зависитзависит непосредственнонепосредственно отот , , ноно

НапомнимНапомним:: трюктрюк регуляризациирегуляризации

расходящихсярасходящихся суммсумм ((смсм эффектэффект КазимираКазимира))

ВычислениеВычисление киральногокирального якобианаякобиана

ЗамечаниеЗамечание:: обозначениеобозначение Tr M включаетвключает суммусумму попо спинорнымспинорным индексаминдексам поляполя ϕϕ

РасходитсяРасходится лили суммасумма попо бесконечномубесконечному числучислу модмод ϕϕnn ?? J →∞ ??

J = e−TrM = e−i
�
d4x β(x)

�
n φ̄nγ5φn

�
d4xβ(x)

�

n

φ̄nγ5φn→ lim
Λ→∞

�
d4xβ(x)

�

n

φ̄nγ5φne
−λ2n/Λ2 =

iD/ φn = λnφn

= lim
Λ→∞

�
d4xβ(x)

�

n

φ̄nγ5e
−(iD/)2/Λ2φn

D/=Dµγµ

Tr γ5

обозначениеобозначение Tr M включаетвключает функциональныйфункциональный следслед вв базисебазисе функцийфункций ϕϕ. . 

ЗаменаЗамена базисабазиса нене меняетменяет следслед

∞�

n=1

n→
∞�

n=1

ne−αn

φn → eik·x, φ̄n → e−ik·x

tr γ5γµγνγργσ = 4εµνρσ; tr γ5γµγν = 0



Аналогия с квантовой механикой: замена ортогонального базиса функций :φn

�O
 =
�

n

φ†(x)Ôφn =
�

n

�φn|x
�x|O|φn
 = �x|O|x
 =

=

�
dk

2π
�k|x
�x|O|k
 =

�
dk

2π
e−ikxOeikx

= D2 +
1

4
[γµ, γν ][Dµ, Dν ] = D2 −

ie

2
γµγνFµν

(D/)2 = γµγνDµDν =
1

2
{γµ, γν}DµDν +

1

2
[γµ, γν ]DµDν =

{γµ, γν} = 2δµν

e−ik·xDµe
ik·x = Dµ + ikµ

�

n

φ̄n(x)γ5e
−(iD/)2/Λ2φn(x) =

�
d4k

(2π)4
tr
	
γ5e

−ik·xe−(iD/)
2/Λ2eik·x




e−ik·xe−(iD/)
2/Λ2eik·x = e−ik·x

�
eD

2/Λ2− ie
2 γ

µγνFµν/Λ
2
�
eik·x =

Бейкер - Кэмпбелл – Хаусдорф: eAeB = eA+B+
1
2 [A,B]+...

= e(Dµ+ikµ)
2/Λ2− ie

2 γ
µγνFµν/Λ

2

= e(Dµ+ikµ)
2/Λ2e−

ie
2 γ

µγνFµν/Λ
2

e...



НапомнимНапомним::

Разложение в ряд: e−
ie
2 γ

µγνFµν/Λ
2

= 1−
ie

2
γµγνFµν

1

Λ2
−
e2

8
γµγνγργσFµνFρσ

1

Λ4
+ . . .

�
d4k

(2π)4
tr


γ5e

− ie
2 γ

µγνFµν/Λ
2
�
≈ (аналогично - )e(Dµ+ikµ)

2/Λ2

tr γ5γ
µγνγργσ = 4εµνρσ; tr γ5 = tr γ5γ

µγν = 0,

�
d4k ∼ Λ4

≈

�
d4k

(2π)4
tr

�
γ5

�
1−

ie

2
γµγνFµν

1

Λ2
−
e2

8
γµγνγργσFµνFρσ

1

Λ4
+ . . .

��

�

n

φ̄nγ5φn = lim
Λ→∞

�
d4k

(2π)4
tr
	
γ5e

−ik·xeD/
2/Λ2eik·x



=

ОкончательноОкончательно:: припри киральныхкиральных преобразованияхпреобразованиях δψ = iγ5β(x)ψ, δψ̄ = iβ(x)ψ̄γ5

= lim
Λ→∞

�
d4k

(2π)4
e−k

2/Λ2
�
e2

2
εµνρσFµνFρσ

1

Λ4
+ . . .

�
=

e2

32π2
εµνρσFµνFρσ

�
Dψ̄Dψ →

�
Dψ̄Dψe−

ie2

16π2

�
d4xβ(x)εµνρσFµνFρσ

Аномалия в условии сохранения аксиального тока: ∂
µj5µ =

e2

16π2
εµνρσF

µνF ρσ

ЗнайЗнай своюсвою мерумеру!!



1. Ненулевые собственные значения попарны:     

2. Собственные функции и ортогональны

3. А как нулевая мода?                      ?     Чем отличаются тогда и ?     

Задача: проверьте, что в d=1+1 аксиальная аномалия имеет вид

(подсказка: в этом случае )tr γ5γ
µγν = 2iεµν

∂µj5µ =
e

2π
εµνF

µν

ЕвклидовЕвклидов оператороператор ДиракаДирака длядля фермионовфермионов вв фоновомфоновом полеполе : : Aµ

ЗамечаниеЗамечание:: еслиесли -- собственная функция, то и тоже собственная функцияφn γ5φn

γµγ5 = −γ5γµ, iD/ (γ5φn) = −iγ5D/ φn = −λnγ5φn

iD/ φn = λnφn

λn ↔ −λn
φn γ5φn

iD/ φ0=0 φn γ5φn

ЗамечаниеЗамечание 11::

Что не так с сохраняющимся новым током?

ЗамечаниеЗамечание 22:: длядля массивныхмассивных фермионовфермионов

∂µj5µ = −2imψ̄γ5ψ +
e2

16π2
εµνρσF

µνF ρσ

∂µj5µ =
e2

16π2
εµνρσF

µνFρσ =
e2

4π2
∂µ(εµνρσA

ν∂ρAσ), ∂µ
�
j5µ−

e2

4π2
εµνρσA

ν∂ρAσ)

�
= 0



ТеоремаТеорема обоб индексеиндексе: : 

Напомним:

Index (iD/) = n+ − n−

Собственные значения - число мод с +1,          - число мод с -1γ5 = ±1, n+ n−

ФункцииФункции ии ортогональныортогональны::φn γ5φn
�
d4x

�

n

φ̄nγ5φn =

�
d4x

�

zero modes

φ̄nγ5φn = n+ − n−

�

n

φ̄nγ5φn =
e2

32π2
εµνρσFµνFρσ →

�
d4x

�

n

φ̄nγ5φn =
e2

32π2

�
d4xεµνρσFµνFρσ

Index (iD/) =
e2

32π2

�
d4xεµνρσFµνFρσ

СледствиеСледствие 1:  1:  АксиальнаяАксиальная аномалияаномалия непосредственнонепосредственно связанасвязана сс топологиейтопологией

СледствиеСледствие 2:2: НулевыеНулевые фермионныефермионные модымоды всегдавсегда локализованылокализованы нана

топологическомтопологическом солитонесолитоне ((вихревихре, , монополемонополе, , инстантонеинстантоне ии прпр))



ПримерПример: : ФермионнаяФермионная модамода монополямонополя

Dµ = ∂µ − igAaµ
σa

2

МонопольМонополь тт ХуфтаХуфта--ПоляковаПолякова:: Φ : S2∞ �→ S2vac, Π2(S
2) = Z

++ фермионыфермионы::

DνF
aνµ = −eǫabcφbDµφc −

e

2
ψ̄γµσaψ ,

DµD
µφa + λφa

�
φ2 − 1

�
+ ihψ̄γ5σaψ = 0 ,

ıD̂/ψ − i
h

2
γ5σaφaψ −mψ = 0

ψψ == ee−−iiωωtt
��
χχ
ηη

��

χ = u(r)√
2

�
0 −1
1 0

�
, η = iv(r)√

2

�
sin θe−iϕ − cos θ
− cos θ − sin θeiϕ

�
.

спинспин--изоспинизоспин фермионфермион::

�
d3xψ†ψ = 1

Φ = φaσa

LYMH =
1

2
Tr (FµνFµν)− Tr (DµΦ)

2 + λTr (Φ2 − a2)2

LLsspp ==
ii

22

		
(( ˆ̂DD// ¯̄ψψ))ψψ −− ¯̄ψψ ˆ̂DD//ψψ




−−mm ¯̄ψψψψ −−

ii

22
hh ¯̄ψψγγ55φφψψ

φa =
ra

gr2
H(r), Aan = εamn

rm

gr2
[1−W (r)], Aa0 = 0



BPS limit:BPS limit:

Сферическая симметрия:         

Обобщенный угловой момент:  �J = �L+ �S + �T = �L+ �σ ⊗ I+ I⊗ �τ

��SS ++ ��TT == 00

Фермионная нулевая мода (w=0))

BPS limit:BPS limit:

Безразмерные параметры модели: 

β → 0, φ̂a →
r→∞

r̂a

m=0m=0

v = 0 , u =
1

cosh2(x/2)
(h = −2)

β =
Ms

Mv
, h =

2Mf

Mv

uu′′ ++ uu

��
11 −−WW

xx
−−
hh

22
HH

��
== 00,, vv′′ ++ vv

��
11 ++WW

xx
++
hh

22
HH

��
== 00

WW ==
xx

ssiinnhh xx
,, HH == ccootthh xx −−

11

xx
,, xx == aaggrr

v = 0 , u ∼ e−
�
dx[ 1−W (x)

x
−h

2H(x)]



ФермионнаяФермионная модымоды инстантонаинстантона

Напомним: инстантон – это самодуальное решение евклидовой теории Янга-Миллса

с конечным действием и ненулевым топзарядом, 

Lθ=
θ

16π2

�
d4xTr F̃µνFµν=

θ

8π2

�
d4x ∂µK

µ; Kµ=ε
µνρσTr (Aν∂ρAσ+

2

3
AνAρAσ)

1. Несохранение аксиального тока автоматически возникает в неабелевой теории

S = − 1
2g2

�
d4xTr (FµνFµν)

�n|n+m
 ∼

�
DADψ̄Dψe

− 1
2g2

�
d4xTr (FµνFµν)+iψ̄D/ψ ∼

∼

�
DAdet (iD/)e

− 1
2g2

�
d4xTr (FµνFµν) = 0

2. Фермионная нулевая мода подавляет туннелирование между секторами с

различными топзарядами

ψ(x) =
�

n

Cnφn(x) ψ̄(x) =
�

n

C̄nφ̄n(x)

Z[ψ̄, ψ]=

�
Dψ̄Dψe−S[ψ̄,ψ] =

�

n

�
dC̄ndCne

−
�

m

λmC̄mCm
=

=
�

n

�
dC̄ndCn

�

m

(1 + λmC̄mCm)

λ0 = 0→ Z[ψ̄, ψ] = 0 �
dC = 0;

�
C dC = 1



КиральныйКиральный конденсатконденсат::

ψ± ≡
1

2
(1± γ5)ψ, γ5ψ± = ±ψ± ψ(x) =

�

n

Cnφn(x) ψ̄(x) =
�

n

C̄nφ̄n(x)

ψ̄−ψ+ =
1

2

�

n,m

C̄nCmφ̄n(1 + γ5)φm

НетНет инстантонаинстантона →→ нетнет нулевойнулевой модымоды,,

ОднакоОднако, , ненулевыененулевые собственныесобственные значениязначения появляютсяпоявляются попарнопопарно каккак

=

�
�

n

λn

�
1

2

�
�

m

1

λm
φ̄m(1 + γ5)φm

�
=
�

n

�
dC̄ndCn

�

m

(1 + λmC̄mCm)
1

2

�

k,l

C̄kClφ̄k(1 + γ5)φl =

∀n λn �= 0,
�
n λn �= 0

±λn

�ψ̄+ ψ−
 =

�
Dψ̄Dψ ψ̄−ψ+ e

−S[ψ̄,ψ] =

Киральный конденсат отсутствует если вакуум тривиален и нет нулевой моды

�

m

1

λm
φ̄m(1 + γ5)φm = 0, �ψ̄+ ψ−
Q=0 = 0



ТетрадныйТетрадный формализмформализм

КиральныйКиральный конденсатконденсат нана фонефоне инстантонаинстантона (Q=1)(Q=1)

ОднаОдна нулеваянулевая модамода:                                      :                                      -- сокращениесокращение ии ! ! 

�ψ̄+ ψ−
Q=1 =

�
�

n

λn

�
1

2

�
�

m

1

λm
φ̄m(1 + γ5)φm

�

λ0 = 0, γ5φ0 = φ0 λ0
1

λ0

�ψ̄+ ψ−
Q=1 = det
′(iD/) φ̄0φ0, det′(iD/) =

�

n 	=0
λn

ЗамечаниеЗамечание 11: : АксиальнаяАксиальная аномалияаномалия вв неабелевойнеабелевой калибровочнойкалибровочной теориитеории::

Lf = iψ̄γµ(∂µ − igAµ)ψ, ∂µj5µ =
1

16π2
εµνρσTrFµνFρσ

ЗамечаниеЗамечание 22: : АксиальнаяАксиальная аномалияаномалия вв гравитационномгравитационном полеполе::

γα = eαµγ
µds2 = ηab(e

a
µdx

µ)(ebνdx
ν)

ωabµ = eaνΓ
ν
σµe

bσ + eaν∂µe
νbDµe

a
ν ≡ ∂µe

a
ν − Γ

ρ
µνe

a
ρ + ωabµ e

b
ν

(Rµν)
a
b = ∂µω

a
νb − ∂νω

a
µb + [ωµ, ων ]

a
b

Спиновая связность

∂µj5µ =
1

384π2
εµνρσR

µνλτR
ρσ
λτ Аксиальная аномалия в ОТО!



КиральнаяКиральная симметриясимметрия ии ееее нарушениенарушение вв КХДКХД

ЛагранжианЛагранжиан SU(N) SU(N) теориитеории ЯнгаЯнга--МиллсаМиллса c c NNff безмассовымибезмассовыми фермионамифермионами ((КХДКХД))::

КиральнаяКиральная декомпозициядекомпозиция::

L = −
1

2g2
TrFµνF

µν +

Nf�

i=1

iψ̄iD/ψi, D/ψi ≡ ∂/ψi − iγµAµψi

Nf�

i=1

iψ̄iD/ψi ≡

Nf�

i=1



iψ†+iσ̄

µDµψ+i + iψ†−iσ
µDµψ−i

�

ψi =

�
ψ+i
ψ−i

�
, σµ = (1, σk), σ̄µ = (1,−σk)

ГлобальнаяГлобальная симметриясимметрия

АномалияАномалия!!

Gf = U(1)V × SU(Nf )L × SU(Nf )R SU(Nc)+

КонденсатКонденсат:: ((слабаяслабая связьсвязь)) ((сильнаясильная связьсвязь))�ψ̄−i ψ+j
 = 0 �ψ̄−i ψ+j
 = σδij

ПертурбативнаяПертурбативная КХДКХД НепертурбативнаяНепертурбативная КХДКХД

Gf = UL × UR, UL : ψ−i = Lijψ−j , UR : ψ+i = Rijψ+j

U(1)V : ψ±,i → eiαψ±,i; U(1)A : ψ±,i → e±iβψ±,i



Эффективная КХД при низких энергиях ($ 1000000 Problem)

Λcsb ~ 1 GeV

Пертурбативная КХД

(Кварки & глюоны)
Low-energy effective theory

(Непертурбативная КХД)

Адроны

ΛQCD ~ 180 MeV

Слабое определение – в физическом спектре нет цветных состояний

КонфайнментКонфайнмент::

Сильное определение – кварки в адронах связаны линейным потенциалом



ЗамечаниеЗамечание: : ненулевойненулевой киральныйкиральный конденсатконденсат нарушаетнарушает симметриюсимметрию::

Gf = U(1)V × SU(Nf )L × SU(Nf )R �→ U(1)V × SU(Nf )V

SU(Nf )V ∈ SU(Nf )L × SU(Nf )R Диагональная подгруппа

ψ−i → Lijψ−j , ψ+i → Rijψ+j , �ψ̄−i ψ+j
 → σ Uij , U ∈ SU(Nf )

БезмассовыеБезмассовые возбуждениявозбуждения наднад кварковымкварковым конденсатомконденсатом ((ppa a -- ‚‚пионыпионы‘‘)) : : 

КиральныеКиральные преобразованияпреобразования пионногопионного поляполя U(x)→ L† U(x)R

U(x) = e
2i
fπ
πaTa ∈ SU(Nf ), [T a, T b] = fabcT

c, TrU†U = 1

Лагранжиан кирального поля?

(TrU†∂µU)
2 ? Tr (∂µU†∂µU) ? Tr (U †∂µU)

2 ?

U†∂µU = −(∂µU
†)U (U†∂µU)

2 = −(∂µU
†)UU†∂µU = ∂µU†∂µU

СигмаСигма--модельмодель:: L =
f2π
4
Tr (∂µU † ∂µU)

=

Гелл-Maн & Леви (1960)



ЗамечаниеЗамечание 11: : 

ЗамечаниеЗамечание 22:: CCигмаигма--модельмодель –– этоэто эффективнаяэффективная теориятеория

ВзаимодействиеВзаимодействие пионовпионов:: U = e
iπ
fπ ≈ I+

iπ

fπ
−
π2

f2π
+ . . .

L =
f2π
4
Tr (∂µU† ∂µU) ≈ Tr (∂

µπ∂µπ)−
2

3f2π
Tr (π2(∂µπ∂µπ)− (π∂µπ)

2) + . . .

SU(2):

ЛевыеЛевые ии правыеправые вращениявращения киральногокирального поляполя::

Эксперимент:  fp= 93 MeV

LQCD = −
1

2g2
TrFµνF

µν +

Nf�

i=1

iψ̄iD/ψi Lσ =
f2π
4
Tr (∂µU† ∂µU)

СохраняющиесяСохраняющиеся токитоки::

U → L†U, U → UR

U(x) = σ(x) · I+ iπi(x) · τ i, σ2 + πi · πi = 1, φa = (σ, πi)

U =

�
σ + iπ3 π2 + iπ1
iπ1 − π2 σ − iπ3

�
L =

f2π
4
Tr (∂µU† ∂µU) =

f2π
2
(∂µφa ∂µφ

a)

ЗадачаЗадача:: ПроверьтеПроверьте, , используяиспользуя инфинитезимальныеинфинитезимальные киральныекиральные преобразованияпреобразования

поляполя UU, , чточто этиэти токитоки сохраняютсясохраняются попо теореметеореме НетерНетер

Rµ = (∂µU)U
†; Lµ = (∂µU

†)U



МодельМодель СкирмаСкирма

Tony Hilton Royle Skyrme

ПолеПоле СкирмаСкирма:: U (�r, t) −−−→r→∞ I U : S3 �→ S3

Сигма-модель Член Скирма Потенциал

ИндексИндекс отображенияотображения ((топологическийтопологический зарядзаряд))::

QQ ==
11

2244ππ22
εεiijjkk

��
dd33xxTTrr

��
((UU ††∂∂iiUU ))((UU ††∂∂jjUU ))((UU ††∂∂kkUU ))

��

L =
f2π
4
Tr
�
∂µU∂

µU†
�
+

1

32e2
Tr
	�
U†∂µU,U

†∂νU
�2


+
m2
πf

2
π

8
Tr (U − I)

Rescaling:

L = 1
2(∂µφ

a)2 − 1
4 [(∂µφ

a∂νφ
a)2 − (∂µφ

a)4] +m2 (1− φ3)

U ∈ SU(2)

xµ → 2xµ/(efπ); m = 2mπ/(fπe), U = σ + iπi · τ i, φa = (σ, πi)

e = 4.84, mπ = 138 MeV

●● Фермионы и бозоны рассматриваются с единой точки зрения (no SUSY!)

●● Локализованные полевые конфигурации как модель частиц (барионов)

●● Кварки не возникают как фундаментальные степени свободы



ЕщеЕще одинодин ежовыйежовый анзацанзац

QQ ==
11

ππ

��
FF ((rr)) −−

ssiinn 22FF ((rr))

22

��∞∞

00

ГраничныеГраничные условияусловия

FF ((00)) == ππ,, FF ((∞∞)) == 00 QQ == 11

UU ((rr)) == σσ ++ ππaa ·· ττ aa == ccooss FF ((rr)) ++ ii ˆ̂nn ·· ττ ssiinn FF ((rr))

СферическиСферически симметричнаясимметричная параметризацияпараметризация::

UU ((rr)) == eexxpp [[iiττ aa ˆ̂rraaFF ((rr))]]

E = 4π

� ∞

0

dr

�
r2(F ′)2 + 2 sin2 F (1 + (F ′)2) +

sin4 F

r2
+m2(1− cosF )

�

ЗадачаЗадача:: ПроверьтеПроверьте этоэто!!



ВращающийсяВращающийся скирмионскирмион

КоллективныеКоллективные координатыкоординаты::

( ( ИзовращенияИзовращения скирмионаскирмиона ))
UU ((rr,, tt)) == AA((tt))UU ((rr))AA††((tt));; AA((tt)) ∈∈ SSUU ((22))

Симметрии модели Скирма:

ГруппаГруппа ПуанкареПуанкаре

SO(4) SO(4) киральнаякиральная симметриясимметрия

RR
11,,33 ×× SSOO((33,, 11))

SSOO((44)) ∼∼==
SSUU ((22)) ×× SSUU ((22))

ZZ22

Уравнения Эйлера-Лагранжа:

∂∂µµ ¯̄RRµµ ≡≡ ∂∂µµRRµµ ++
11

44
[[RRνν ,, [[RR

νν ,, RRµµ]]]] == 00 ∂∂µµ ¯̄LLµµ ≡≡ ∂∂µµLLµµ ++
11

44
[[LLνν ,, [[LL

νν ,, LLµµ]]]] == 00

Rµ = (∂µU)U
†; Lµ = (∂µU

†)U

ЗамечаниеЗамечание: токи удовлетворяют условиям нулевой кривизныRRµµ ,, LLµµ

UU ((��rr,, tt)) −−−−−−→→rr→→∞∞ II

SSOO((33))

∂∂µµRRνν −− ∂∂ννRRµµ ++ [[RRµµ,, RRνν ]] == 00 ∂∂µµLLνν −− ∂∂ννLLµµ ++ [[LLµµ,, LLνν ]] == 00

ПространственныеПространственные вращениявращения скирмионаскирмиона:: ��rr →→ OO((tt))��rr;; OO((tt)) ∈∈ SSOO((33))



ВращающийсяВращающийся скирмионскирмион

Так как , то для ежового

анзаца скирмиона его пространственные

вращения эквивалентны изовращениям

Ωk = −iTr (τkȮO
†); ωk = −iTr (τkȦA

†)

Пространственные

вращения

ПространственныеПространственные

вращениявращения
ИзовращенияИзовращенияИзовращения

Угловые скорости

ЭффективныйЭффективный

лагранжианлагранжиан

Моменты инерции

The body-fixed spin and

isospin angular momenta
LLii == −−WWiijjωωjj ++ VViijjΩΩjj ;; KKii == UUiijjωωjj −−WWiijjΩΩjj

LL ==
11

22
ωωiiUUiijjωωjj ++

11

22
ΩΩiiVViijjΩΩjj −− ωωiiWWiijjΩΩjj −−MM

The space-fixed spin and

isospin angular momenta
JJii == −−OO

††
iijjLLjj ;; IIii == −−AAiijjKKjj

OOiijj ==
11
22 TTrr((AAττiiAA

††ττjj ))

Интегралы движенияИнтегралы движения



ВращающийсяВращающийся скирмионскирмион

Q=1 UU ((rr)) == eexxpp [[iiττ aa ˆ̂rraaFF ((rr))]]

Вращения в координатном пространстве могут быть скомпенсированы изовращениями:

ΩΩaaLL == ii TTrr((AA†† ˙̇AAττ aa)) ΩΩaaRR == ii TTrr ˙̇AAAA††ττ aa))Угловые скорости

II == 88ππ
33

∞∞��
00

rr22ddrr ssiinn22 ff ((rr))
��
FF22ππ
44 ++

11
ee22

		
ff ′′((rr))

22
++ ssiinn22 ff((rr))

rr22



��
LL == MM ++ II

22ΩΩ
22
LL == MM ++ II

22ΩΩ
22
RR == MM ++ II TTrr ˙̇AA†† ˙̇AA

Момент инерции вращения скирмиона

ЭффективныйЭффективный лагранжианлагранжиан::

Вращения волчка

КаноническоеКаноническое квантованиеквантование:: имеется два угловых момента, , JJLL ((каноническиканонически

сопряженныйсопряженный частотечастоте WWLL) ) ии JJRR ((сопряженныйсопряженный частотечастоте WWRR). ). 

JJLL,,RR == II ΩΩLL,,RR

U(r)→ A(t)U(Or)A†(t) = �A(t)U(r) �A(t) �A = OA ∈ SU(2)



СкирмионСкирмион каккак барионбарион

I = const HH == MM ++
JJ 22

22II
== MM ++

jj((jj ++ 11))

22II
[[JJii,, JJjj ]] == εεiijjkkJJkk

Для ежового анзаца спин = изоспинДля ежового анзаца спин = изоспин

J=1/2, S=1/2J=1/2, S=1/2: : Нейтрон J=3/2, S=3/2J=3/2, S=3/2: : Δ-резонанс

mmnn == 993399 MMeeVV mm∆∆ == 11223322 MMeeVV

 Модель Скирма рассматривается как приближение к

низкоэнергетической КХД

 Солитоны отождествляются с барионами а их топологический заряд

с барионным числом

 Стабильность нуклонов связана с их топологическими свойствами

 Линеаризованные возмущения поля Скирма отождествляются с

мезонами

Подход Скирма:



СкирмионыСкирмионы

Q=1             Q=2             Q=3             Q=4             

Q=5             Q=6             Q=7             Q=8             



СкирмионыСкирмионы



УдачиУдачи нана зачетезачете!!


