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План лекций

Калибровочная симметрия и калибровочные поля

Неабелевы калибровочные теории

Простейшие топологические солитоны, кинки и O(3) lumps. Классическое комплексное
скалярное поле, локальная и глобальная калибровочная инвариантность, Q-balls

Взаимодействующие скалярные поля, скалярная электродинамика. Абелева модель Хиггса, 
вихри

Инстантоны и монополи

Фейнмановская формулировка квантовой механики, основанная на вычислении интегралов по
траекториям. 

Теория свободного скалярного поля, энергия вакуума.

Tеория λϕ4, вычисление эффективного потенциала. Эффект Коулмена-Вайнберга

Регуляризация и перенормировка. Бегущая константа связи

Эффективное действие. Петлевое разложение и диаграммная техника. Разложение по константе
связи

Перенормировка

Квантование калибровочных полей методами функционального интегрирования, детерминант
Фаддеева-Попова и поля духов

Эффективное действие SU(2) теории Янга-Миллса

… и, если останется время – теории с фермионами (нулевые моды, теорема об индексе, etc, etc)…
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Allegory of electromagnetic waves 

Vittorio Matteo Corcos (1933)

S = −1

4

�
d4xFµνF

µν

dF = 0 , δ �F = 0



КалибровочнаяКалибровочная симметриясимметрия: : 

АбелеваАбелева электродинамикаэлектродинамика

ЛагранжианЛагранжиан:: L = −1

4
FµνF

µν = E2
k −B2

k

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Ek = F0k, Bk =
1

2
εijkFjk

УравненияУравнения поляполя::

∂iEi = 0

∂0Ei = εijk∂jBk

ТождествоТождество БьянкиБьянки:: ∂∂µµ ��FFµµνν ≡≡ 00;; ��FFµµνν ==
11

22
εεµµννρρσσFF

ρρσσ ∂∂iiBBii == 00

∂0Bi = −εijk∂jEk
ЗамечаниеЗамечание:: лагранжианлагранжиан электродинамикиэлектродинамики нене содержитсодержит зависимостизависимости

отот . . ПолевоеПолевое уравнениеуравнение длядля временнойвременной компонентыкомпоненты потенциалапотенциала

нене являетсяявляется динамическимдинамическим ((законзакон ГауссаГаусса):):
∂∂00AA00

РешениеРешение::

УравненияУравнения длядля потенциалапотенциала:: [ηµν(∂ρ∂
ρ)− ∂µ∂ν ]A

ν = 0

∇ · �E = 0 ∆A0 +∇ · (∂0 �A) = 0 A0(x) =

�
d3x′

∇ · (∂0 �A(x′))

4π|x − x′|

∂µ

�
∂L

∂(∂µAν)

�
= ∂µF

µν = 0



ДинамическиеДинамические переменныепеременные:: компонентыкомпоненты 44--потенциалапотенциала Aµ

LL == −− 11

44
((∂∂µµAAνν −− ∂∂ννAAµµ))

22

π0 =
∂L

∂Ȧ0
= 0

πi =
∂L

∂Ȧi
= −F 0i ≡ Ei

H =

�
d3x

�
πiȦi − L

�
=

�
d3x

�
(∂0Ai − ∂iA0)(∂0Ai)−

1

2
E2
i +

1

2
B2
i

�
=

�
d3x

�
E2
i + (∂iA0)(∂0Ai)− (∂iA0)

2 − 1

2
E2
i +

1

2
B2
i

�
=

�
d3x

�
(∂iA0)[∂0Ai − ∂iA0] +

1

2
E2
i +

1

2
B2
i

�
=

Множитель Лагранжа

Закон Гаусса

Электродинамика – это теория со связями

��
dd33xx

��
((∂∂iiAA00))EEii ++

11

22
EE22
ii ++

11

22
BB22
ii

��
==

��
dd33xx

��
11

22
EE22
ii ++

11

22
BB22
ii −− AA00((∂∂iiEEii))

��

ПоложитьПоложить

3 варианта:      

A0 = 0 ВыразитьВыразить действиедействие черезчерез физическиефизические переменныепеременные

A� = 0

A⊥

ЗафиксироватьЗафиксировать калибровкукалибровку, , напримернапример ∂µA
µ = 0



КалибровочныеКалибровочные теориитеории содержатсодержат нефизическиенефизические

степенистепени свободысвободы –– чточто делатьделать? ? 

ОбъявитьОбъявить ихих простопросто равнымиравными нулюнулю

→→ радикальноерадикальное изменениеизменение динамикидинамики

сс непростыминепростыми ии неясныминеясными следствиямиследствиями 

ПереформулироватьПереформулировать теориютеорию тактак, , чтобычтобы онаона содержаласодержала

толькотолько физическиефизические переменныепеременные

→→ можноможно, , ноно сложносложно 

ЗафиксироватьЗафиксировать соответствующиесоответствующие переменныепеременные

((фиксацияфиксация калибровкикалибровки))

→→ практичнопрактично ии относительноотносительно простопросто 



СистемыСистемы сосо связямисвязями ((ГамильтоноваяГамильтоновая механикамеханика))

ПримерПример изиз классическойклассической механикимеханики::

СвязьСвязь первогопервого родарода: : соотношениесоотношение междумежду координатамикоординатами ии обобщеннымиобобщенными

импульсамиимпульсами, , котороекоторое выполняетсявыполняется безотносительнобезотносительно кк уравнениямуравнениям движениядвижения

LL((xx,, yy,, ˙̇xx,, ˙̇yy)) ==
11

22
˙̇xx22

Связь 1го рода: C=py

ДополнительноеДополнительное условиеусловие: : связьсвязь первогопервого родарода нене меняетсяменяется вв ходеходе

временнойвременной эволюцииэволюции системысистемы::

{H,C} = ∂C

∂t
= 0

МножительМножитель ЛагранжаЛагранжа -- способспособ записатьзаписать полноеполное действиедействие системысистемы

сосо связямисвязями вв фазовомфазовом пространствепространстве вв явномявном видевиде::

px = ẋ, py = 0 H =
1

2
p2x

S(x, y, px, py) =

�
dt

�
pxẋ+ pyẏ −

1

2
p2x − λpy

�

««калибровочнаякалибровочная»» симметриясимметрия:: y → y + ǫ(t)

««фиксицияфиксиция калибровкикалибровки»» -- yy →→ yy′′ == 00

{{FF,, GG}} == ∂∂FF
∂∂qqii

∂∂GG
∂∂ππii

−− ∂∂FF
∂∂ππii

∂∂GG
∂∂qqii



СистемыСистемы сосо связямисвязями ((ещееще одинодин примерпример))

Действие релятивистской массивной частицы с нулевым спином:

S[xµ(τ)] = −m
�

dτ
	
−ẋµẋµ, ẋµ =

∂xµ
∂τ

КаноническийКанонический импульсимпульс:: pµ =
∂L

∂ẋµ
=

mẋµ√
−ẋ2

Связь 1го рода:

КлассическийКлассический гамильтониангамильтониан::

ПолноеПолное действиедействие системысистемы сосо связямисвязями

вв фазовомфазовом пространствепространстве::

S[xµ(τ), pµ(τ);λ(τ)] =

�
dτ

�
pµẋ

µ − λ

2



pµp

µ +m2
��

H = 1
2



pµp

µ +m2
�
≡ 0

««КалибровочнаяКалибровочная»» симметриясимметрия::

xµ → xµ + δxµ, δxµ = {xµ, αH} = αpµ

pµ → pµ + δpµ, δpµ = {pµ, αH} = 0

λ→ λ+ δλ, δλ = α̇

CC == ppµµpp
µµ ++ mm22 == 00

Связь 2го рода: {C,H} = 0 Множитель Лагранжа



Вектора поляризации:               

Дуальная инвариантность:

Калибровочная инвариантность: AAµµ((xx)) →→ AA′′µµ((xx)) == AAµµ((xx)) ++ ∂∂µµαα((xx))

Fµν → F ′
µν = ∂µ(Aν + ∂να)− ∂ν(Aµ + ∂µα) = ∂µAν − ∂νAµ = Fµν

ВопросВопрос:: ЕстьЕсть лили законызаконы сохранениясохранения, , соответствующиесоответствующие этимэтим симметриямсимметриям?  ?  

Ei → Ei cos θ − Bi sin θ; Bi → Ei sin θ + Bi cos θ

Преобразование Фурье: Aµ =

�
d4k

�
aµ(k)e

ikx + a∗µ(k)e
−ikx


kx = kµx
µ = −k0x0 + �k · �x

kµkµaν − kµkνaµ = k2aν − kν(ka) = 0

общееобщее решениерешение::k2 
= 0 aν(k) = kνf(k)

общееобщее решениерешение::k2 = 0 kµaµ = 0 aν(k) = kνf(k) + e
(a)
µ g(k)

e
(a)
0 = 0, e

(a)
i ki = 0, e

(a)
i e

(b)
i = δab

ПотенциалПотенциал свободнойсвободной электродинамикиэлектродинамики:: Aµ(x) = A⊥µ (x) +A
�
µ(x), A

�
µ(x) = ∂µα(x)

ОбщееОбщее решениерешение свободныхсвободных уравненийуравнений [ηµν(∂ρ∂
ρ)− ∂µ∂ν ]A

ν = 0

S = −1

4

�
d4xFµνF

µν =
1

2

�
d4x Aµ{ηµν �− ∂µ∂ν}Aν



Вектор Пойнтинга

Дуальная инвариантность: Aµ(x) = eikxe
(1)
µ f(x) (Плоская волна)

�k × �E = �B
�k

�E
�B

�E′

�B′

��SS == ��EE ×× ��BB;; ��SS ·· ��kk == ccoonnsstt

Дуальный тензор поля: ��FFµµνν ==
11

22
εεµµννρρσσFF

ρρσσ ;; ∂∂µµ ��FF µµνν ≡≡ 00

q q -- членчлен::

Sθ =

�
d4xLθ =

θ

8π2

�
d4x ∂µ(ε

µνρσAν∂ρAσ)

q q -- членчлен являетсяявляется топологическимтопологическим, , онон зависитзависит толькотолько отот граничныхграничных условийусловий

АксионнаяАксионная электродинамикаэлектродинамика::

Lθ =
θ

16π2
�FµνFµν = −

θ

4π2
( �E · �B)

SS ==

��
dd44xx

��
−− 11

44
FFµµννFF

µµνν ++
ee22θθ((xx))

1166ππ22
��FFµµννFF µµνν

��

Fµν → �Fµν , �Fµν → −Fµν

Уравнения поля: ∇ · �E = − e2

4π2
∇θ · �B; ∂0 �E +∇× �B =

e2

4π2

�
∂0θ �B +∇θ × �E

�
?



Уравнения поля:

Классическая электродинамика:

(безмассовое векторное поле) 

Калибровочная инвариантность: не симметрия а

физическое отождествление всех конфигураций типа

AAµµ((xx)) →→ AA′′µµ((xx)) == AAµµ((xx)) ++ ∂∂µµαα((xx))

Орбиты

Фиксация

калибровки

КалибровкаКалибровка ЛоренцаЛоренца:: ∂µA
µ = 0

Замечание: Калибровка Лоренца оставляет
остаточные преобразования с произвольной

функцией w(x),

КулоновскаяКулоновская калибровкакалибровка:: ∇ · �A = 0

Замечание: В кулоновской калибровке

При этом кулоновская калибровка явно выделяет

2 физические степени свободы поля

A0 = 0

�Aµ = 0, � = ∂µ∂
µ = ∂2

A⊥

УравненияУравнения поляполя::

�ω(x) = 0

L = − 1
4FµνF

µν

∂µF
µν = 0 [ηµν(∂ρ∂

ρ)− ∂µ∂ν ]A
ν = 0



ЭлектродинамикаЭлектродинамика сс источникамиисточниками

L = −1

4
FµνF

µν − ejµA
µ; ∂µF

µν = ejν , ∂µj
µ ≡ 0

∂µ �Fµν ≡ 0

КулоновскоеКулоновское полеполе точечноготочечного зарядазаряда:: j0 = 4πδ(r) ∇· �E =∆A0 = 4πeδ(r)

РешениеРешение:: A0(r) = 4πe

�
d3r′

δ(r′)

4π|r − r′| =
e

r
, Er = − e

r2

ЗамечаниеЗамечание :: дуальная инвариантность свободной электродинамики
потеряна, магнитных источников нет. Или?  

�B = g
�r

r3
, �E = e

�r

r3 ??

ПотенциалПотенциал ДиракаДирака::

НаивныйНаивный ответответ:: �B = ∇× �A, ∇ · �B = ∇ · (∇× �A) = 0

�A(�r) =
g

r

�r × �n

r − (�r · �n) , �n = (0, 0, 1)

ЗадачаЗадача:: вычислитевычислите компонентыкомпоненты �A(�r) = (Ax, Ay, Az)



ЗамечаниеЗамечание:: потенциалпотенциал ДиракаДирака можноможно записатьзаписать вв видевиде

�A = A(θ)(∇�eϕ) , A(θ) = −g(1 + cos θ) �eϕ = (− sinϕ, cosϕ, 0)

Радиальное поле: ��rr ·· ��AA == 00

НаивныйНаивный ответответ::

�A =

�
g
1 + cos θ

r sin θ
sinϕ, − g

1 + cos θ

r sin θ
cosϕ, 0

�

Bx = −∂zAy = g ∂z

�
x

r(r − z)

�
= g

x

r3
, etc

КулоновскоеКулоновское полеполе магнитногомагнитного зарядазаряда? ? МонопольМонополь??

ПроблемаПроблема сс математикойматематикой -- !!div rot 
= 0

Потенциал Дирака сингулярен вдоль направления θ = 0

НаивноеНаивное выражениевыражение длядля магнитногомагнитного поляполя неверноневерно вдольвдоль полуосиполуоси��BB zz ≥≥ 00

�B = g
�r

r3
− 4gπθ(z)δ(x)δ(y)

ЗадачаЗадача:: показатьпоказать, , чточто

полныйполный потокпоток
Φ =

�

S2

d�S · �B = 0

�B = ∇× �A



УсловиеУсловие квантованияквантования ДиракаДирака

Наблюдаема ли струна Дирака?

КалибровочнаяКалибровочная инвариантностьинвариантность взаимодействиявзаимодействия:: Dkφ(�r) = [∂k − ieAk(�r)]φ(�r)

φ(�r)→ Uφ(�r); Aµ → Aµ +
i

e
U∂µU

−1, U = eieα(x) ∈ U(1)

ЛагранжианЛагранжиан точечнойточечной частицычастицы сс зарядомзарядом e e вово внешнемвнешнем полеполе::

L =
1

2
mẋ2k + e(ẋk · Ak)→ L+ eẋk∂kα(x) = L+

d

dt
(eα(x))

ИзменениеИзменение действиядействия:: S =
T�
0

dt L→ S + eα(x)

����
T

0

eeαα((xx)) == 22ππnn,, nn ∈∈ ZZ
Lint

eegg ==
nn

22

ВкладВклад сингулярногосингулярного потокапотока::

�B = g
�r

r3
−4gπθ(z)δ(x)δ(y) = �Bg + �Bsing

Sint = e

T�

0

dt (ẋk ·Ak) = e

�
dxk ·Ak = 4πeg ≡ 2πn

eΦstr = −e
�

d�S · �Bsing = −4πeg

Φ = ΦB +Φsrt = 4πeg − 4πeg = 0



ЗамечаниеЗамечание :: Положение струны Дирака определено с точностью до (сингулярного) 

калибровочного преобразования, например ��AA→→ ��AA++ ii
eeUU∇∇UU−−11 ,, UU == ee22iieeggϕϕ

i

e
U∇U−1 =

2g

r sin θ
�eϕ

Потенциал сингулярен на полуоси q=0

Потенциал сингулярен на полуоси q=p

�A = − gr 1+cos θsin θ �eϕ

�A = g
r
1−cos θ
sin θ �eϕ

�A′ = −g

r

1 + cos θ

sin θ
�eϕ +

2g

r sin θ
�eϕ =

g

r

1− cos θ

sin θ
�eϕ

ЗадачаЗадача:: кк какойкакой формеформе преобразуетсяпреобразуется потенциалпотенциал ДиракаДирака послепосле калибровочногокалибровочного

преобразованияпреобразования ??U = eiegϕ

AS

AN

Регулярен в южной полусфере

Регулярен в северной полусфере

Потенциал Ву-Янга:






AA
NN == gg

11 −− ccooss θθ

rr ssiinn θθ
ˆ̂ee ==⇒⇒ 00 ≤≤ θθ << ππ

22 ++ εε
22 :: RRNN

AA
SS == −−gg 11 ++ ccooss θθ

rr ssiinn θθ
ˆ̂ee ==⇒⇒

ππ
22 −− εε

22 << θθ ≤≤ ππ :: RRSS

Нет сингулярного вклада струны!                            

�B = g
�r

r3



НаНа ускорителяхускорителях

((FermilabFermilab, CERN, DESY, CERN, DESY……))

СверхпроводящиеСверхпроводящие детекторыдетекторы

АстрофизикаАстрофизика ии космологиякосмология

((пределпредел ПаркераПаркера,, нейтронныенейтронные

звездызвезды……))

КатализКатализ распадараспада протонапротона

(Berkeley, Stanford, IBM(Berkeley, Stanford, IBM……))

МонополиМонополи вв космическихкосмических лучахлучах

((СцинтилляторыСцинтилляторы,, ионизационныеионизационные

детекторыдетекторы))

No No monopolemonopole detecteddetected yetyet!!

ЭкспериментальныйЭкспериментальный поискпоиск монополеймонополей



ВзаимодействующиеВзаимодействующие поляполя: : скалярнаяскалярная электродинамикаэлектродинамика

LA = −1

4
FµνF

µν Lφ = (∂µφ)
∗(∂µφ)−m2φ∗φ

Локальная U(1) инвариантность Глобальная U(1) инвариантность

КонцепцияКонцепция калибровочнойкалибровочной инвариантностиинвариантности: : перейтиперейти отот обычнойобычной

производнойпроизводной скалярногоскалярного поляполя кк ковариантнойковариантной производнойпроизводной∂∂µµφφ

КалибровочноКалибровочно--инвариантныйинвариантный лагранжианлагранжиан::

L = −1

4
FµνF

µν + (Dµφ)
∗(Dµφ)−m2φ∗φ

Уравнения поля:
DµD

νφ+m2φ = 0

Aµ(x)→ Aµ(x) +
1

e
∂µα(x) φφ((xx)) →→ eeiieeααφφ((xx)),, φφ∗∗((xx)) →→ ee−−iieeααφφ∗∗((xx))

Dµφ ≡ ∂µφ− ieAµφ→ eieα(x)Dµφ

∂µFµν = ejν , jν = −i[φ∗Dνφ− (Dνφ)∗φ]

ЗадачаЗадача:: проверить, что ток сохраняетсяjµ



ЗадачаЗадача:: показать, что [[DDµµ,, DDνν ]]φφ ≡≡ ((DDµµDDνν −− DDννDDµµ))φφ == iieeFFµµννφφ

СохраняющийсяСохраняющийся нетеровскийнетеровский зарядзаряд::

Q =

�
d3x j0 = i

�
d3x {(∂0φ∗)φ− φ∗(∂0φ) + 2ieA0φ

∗φ}

ЗадачаЗадача:: найти симметричный тензор энергии-импульса

скалярной электродинамики

Tµν

АбелеваАбелева модельмодель ХиггсаХиггса::

Dµφ ≡ ∂µφ− ieAµφ , φ = φ1 + iφ2 V (|φ|) = λ(|φ2| − a2)2

Уравнения поля:

Тривиальный вакуум:

Сингулярное решение (флюксон):

||φφ|| == aa AAii == 00

φ = aeinϕ , Ai = n∂iϕ, n ∈ Z

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
(Dµφ)

∗(Dµφ)− V (|φ|)

DµD
µφ = − δV

δφ∗

∂µFµν = ejν , jν = −i[φ∗Dνφ− (Dνφ)
∗φ]



Сингулярное решение (флюксон):

ЗамечаниеЗамечание:: сингулярноесингулярное решениерешение генерируетсягенерируется изиз вакуумавакуума

калибровочнымкалибровочным преобразованиемпреобразованием U = einϕ, Ak = iU∂kU
−1

εijFij = 4πnδ(2)(r),
1

4π

�
εijFij = n

DµD
µφ = − δV

δφ∗ Чистая калибровка

φ = aeinϕ , Ai = n∂iϕ, n ∈ Z

Уравнения поля:

Нетривиальное решение Нильсена-Олесена (1973):

ВакуумВакуумРегулярностьРегулярность

φ = f(r)einϕ, Ai = −ig(r)e−inϕ∂ieinϕ

f(0) = g(0) = 0 , f(∞) = a, g(∞) = 1
1

4π

�
εijFij = n

Задача: получить эти решения численно и найти пространственные

распределения магнитного поля и полной энергии системы

СкалярнаяСкалярная КЭДКЭД: : ВихриВихри АбрикосоваАбрикосова--НильсенаНильсена--ОлесенаОлесена



РескейлингРескейлинг::

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Dµφ = ∂µφ− ieAµφ

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
(Dµφ)

∗(Dµφ)− λ(|φ|2 − a2)2

λ(|φ|2 − a2)2 �→ λa4(|φ/a|2 − 1)2 = a4λ(φ̃2 − 1)2, φ̃ = φ/a

Ãµ = Aµ/a, x̃µ = axµ

Dµφ =
∂φ

∂xµ
− ieAµφ �→ a2

�
∂

a∂xµ

φ

a
− ie

Aµ
a

φ

a

�
= a2D̃µφ̃

Fµν �→ a2Fµν L �→ a4L

АнзацАнзац НильсенаНильсена--ОлесенаОлесена:: φ = f(r)einϕ, Ai = −ig(r)e−inϕ∂ieinϕ A0 = 0

Уравнения поля:

DµD
µφ = − δV

δφ∗

∂µFµν = −ie[φ∗Dνφ− (Dνφ)
∗φ]

Ar = 0, Aϕ =
ng

r
, B = Bz =

n

r

dg

dr

g′′ − g′

r
+ e2f2g = 0

f ′′ +
f ′

r
− n2e2

r2
g2f + 8λf



f2 − 1

�
= 0 ;



Асимптотическое поведение:

r → 0
f ∼ r

g ∼ O(r2)
r →∞

g ∼ 1 + re−mvr

E

ЗамечаниеЗамечание:: подпод квадратомквадратом массымассы поляполя понимаетсяпонимается коэффициенткоэффициент припри линейномлинейном

членечлене вв линеаризованномлинеаризованном уравненииуравнении вв окрестностиокрестности вакуумавакуума

f ∼ 1 +O(e−msr)

ЛинеаризацияЛинеаризация уравненийуравнений поляполя::

g′′ − g′

r
− e2f2g −−−→

r→∞
g′′ − e2g = 0

mv = e

ff ′′′′ ++
ff ′′

rr
−− nn22ee22

rr22
gg22ff ++ 88λλff




ff 22 −− 11

��
−−−−−−→→
rr→→∞∞

ff ′′′′ −− 88λλff == 00

ms = 2
√
2λ



ВихрьВихрь –– топологическийтопологический солитонсолитон ((SS11 →→SS11))

Вакуум:

Топологический заряд (индекс отображения окружности на окружность): 

Q=0:Q=0: φφαα == ((00,, 11))

φφαα == ((ssiinn ϕϕ;; ccoossϕϕ))Q=1:Q=1:

Q=2:Q=2: φα = (sin 2ϕ; cos 2ϕ)



iixx00 ==
11

22ππ

��

SS11

ddαα
vv11ddααvv22 −− vv22ddααvv11

vv2211 ++ vv2222

ii((xx00)) == 22

ii((xx00)) == 00

ii((xx00)) == 11

Индекс векторного поля – это число
намотки при обходе вокруг особой

точки

ii((xx00)) == 11
ii((xx00)) == −−11

ff == ((ccooss αα,, ssiinn αα))

ff == ((00,, 11))

ff == ((ccooss 22αα,, ssiinn 22αα))

ff == ((ssiinn αα,, ccooss αα))
f = (sinα,− cosα)



Поле вихря задает топологическoе отображение окружности на окружность

Топологический заряд (индекс отображения): 

ВакуумВакуум:: Dµφ = ∂µφ− ieAµφ = 0

ТопологическийТопологический токток::

AAµµ −−−−−−→→
rr→→∞∞

−− ii

ee

∂∂µµφφ

φφ∞∞
,, φφ −−−−−−→→

rr→→∞∞
eeiinnϕϕ

x
y

Bk = (0, 0, B(x, y))
Поток магнитного поля квантован

ЭнергияЭнергия вихрявихря::

E =

�

R2

d2x

�
1

2
B2 +

1

2
|Dkφ|2 + λ(|φ2| − a2)2

�

jµ =
1

2πi
εµνρ∂

ν φ̂∗∂ρφ̂, ∂µjµ ≡ 0, φ̂ = φ/|φ|

j0 =
1

2πi
εnm∂nφ̂

∗∂mφ̂ =
1

2π
εnmεab(∂nφ̂

a)(∂mφ̂b) , φa = (φ1, φ2)

Q =
�
R2

d2x j0 =
1
2π

�
R2

d2xεnmε
ab(∂nφ̂

a)(∂mφ̂b) = 1
2π

�
R2

d2xεnmεab∂n(φ̂
a∂mφ̂b) =

=
1

2π

2π�

0

dϕ εab
dφ̂a

dϕ
φ̂b =

i

2π

2π�

0

dϕ
1

φ∞

dφ∞
dϕ

= n =
e

2π

�

S1

Akdx
k =

e

2π

�

R2

d2xBk·Sk =
e

2π
Φ



МасштабныеМасштабные преобразованияпреобразования:: φ→ φ/a, Ak → Ak/a, x→ eax

E = a2
�

R2

d2x

�
1

4
F 2ij +

1

2
(Dkφ

a)(Dkφ
a) +

λ

e2
(φaφa − 1)2

�
=

a2
�

R2

d2x

�
1

2
F 2
12 +

1

2



|D1φ|2 + |D2φ|2

�
+

λ

e2
(|φ|2 − 1)2

�
=

a2
�

R2

d2x





1
2

�
F12 ±

√
2λ
e



|φ|2 − 1

�
#
2

+
1
2



D1φ∓ iD2φ|2

�




+a2
�

R2

d2x

�
± i

2
[(D1φ)

∗D2φ−D1φ(D2φ)
∗]±

√
2λ

e
F12(|φ|2 − 1)

�

= a2
�

R2

d2x



1
2

�
F12 ±

√
2λ
e



|φ|2 − 1

�
#
2

+
1
2



D1φ∓ iD2φ|2

�

+ I1 + I2 + I3

± ia2

2

�

R2

d2x {∂1[φ∗∂2φ]− φ∗∂1∂2φ− ∂2[φ
∗∂1φ] + φ∗∂2∂1φ} =

I1 = ±
ia2

2

�

R2

d2x (∂1φ
∗∂2φ− ∂2φ

∗∂1φ) =

± ia2

2

�

R2

d2x {∂1[φ∗∂2φ]− ∂2[φ
∗∂1φ]} = ±

ia2

2

�

R2

d�S · (∇× �V ) = ± ia2

2

�

S1

d�l · �V

�V = (φ∗∂1φ, φ∗∂2φ, 0)



На пространственной асимптотике:

± ia2

2

�

S1

d�l·�V = ± ina2

2

2π�

0

dϕ

�
(−r sinϕ)(− i sinϕ

r
) + (r cosϕ)(

i cosϕ

r
)

�
= ∓πna2

φ→ einϕ

I2 = ±i
a2

2

�

R2

d2x {∂1φ∗(−iA2φ) + (iA1φ
∗)∂2φ− iφ∗A2(∂1φ) + i(∂2φ

∗)A1φ}

= ±a2

2

�

R2

d2x {(∂1φ∗)A2φ− φ∗A1(∂2φ) + φ∗A2(∂1φ)− (∂2φ
∗)A1φ} =

�W = (|φ|2A1, |φ|2A2, 0)

φ∗∂1φ→ −φ∗
�
sinϕ

r
∂ϕ

�
φ = −in

sinϕ

r

φ∗∂2φ→ φ∗
�cosϕ

r
∂ϕ

�
φ = in

cosϕ

r
A2 →

n cosϕ

r

A1 →−n sinϕ

r

|φ| → 1, Dµφ→ 0

= ±a2

2

�

R2

d2x
�
∂1(|φ|2A2)− ∂2(|φ|2A1)

�
∓ a2

2

�

R2

d2xF12|φ2|

±a2

2

�

R2

d2x
�
∂1(|φ|2A2)− ∂2(|φ|2A1)

�
= ±a2

2

�

R2

d�S · (∇× �W ) = ±a2

2

�

S1

d�l · �W =



I1 + I2 = ∓nπa2 ± nπa2 = 0

= ±a2

2

�

S1

d�l· �W = ±na2

2

2π�

0

dϕ

�
(−r sinϕ)

�
− sinϕ

r

�
+ (r cosϕ)

�cosϕ
r

��
= ±πna2

I3 ∓
a2

2

�

R2

d2xF12|φ2| = ±
a2

2

�

R2

d2x
2
√
2λ

e
F12(|φ|2 − 1)∓ a2

2

�

R2

d2xF12|φ2|

=±a2

2

�

R2

d2x

 
2
√
2λ

e
− 1

!
F12(|φ|2 − 1)∓ a2

2

�

R2

d2xF12

ГраницаГраница БогомольногоБогомольного:: EE ≥≥ aa22ππ||QQ||

Энергия минимальна, если
Diφ

a = ±εabεijDjφb
8λ

e2
=

m2
s

m2
v

= 1+
Fij = ∓

1

2
εij(φ

aφa − 1)

�

R2

d2xF12 =

�

R2

d2xBk · Sk =
�

S1

Akdx
k =

1

2π
Φ = a2πQ

+
a2

2

�

R2

d2xF12 −
a2

2

�

R2

d2xF12



- длина когерентности

- лондоновская глубина проникновения

8λ

e2
=

m2
s

m2
v

= 1 КритическоеКритическое условиеусловие, , вихривихри

нене взаимодействуютвзаимодействуют

ВихриВихри притягиваютсяпритягиваются --

сверхпроводниксверхпроводник первогопервого родарода
mmvv >> mmss ,,

88λλ

ee22
<< 11,, EE << 00

mmvv << mmss,,
88λλ

ee22
>> 11,, EE >> 00

ВихриВихри отталкиваютсяотталкиваются --

сверхпроводниксверхпроводник второговторого родарода

Характерные параметры

сверхпроводника: 

LL == 11//mmvv

ξ = 1/ms



ВихриВихри вв электродинамикеэлектродинамике ЧернаЧерна--СаймонсаСаймонса

ЛагранжианЛагранжиан сс членомчленом ЧернаЧерна--СаймонсаСаймонса:: L = −1

4
FµνF

µν +
µ

4
εµνρF

µνAρ

Уравнения поля:

d = 2+ 1 m - топологическая масса

�F̃ν + µF̃ν = 0 Поле массивно˜̃FFνν

ЗамечаниеЗамечание:: уравнения поля инвариантны относительно калибровочных

преобразований но лагранжиан – не инвариантен:Aµ → Aµ + ∂µα

L→ L+
µ

2
∂ν(F̃

να) ← полная производная

СкалярнаяСкалярная электродинамикаэлектродинамика ЧернаЧерна--СаймонсаСаймонса::

L = −1

4
FµνF

µν +
µ

4
εµνρF

µνAρ + (Dµφ)
∗(Dµφ)− V (|φ|)

Уравнения поля:

∂µF
µν + µF̃ν = 0, F̃ν =

1

2
ενµρF

µρ

∂µF
µν + µF̃ν = jν ;

DµD
µφ =

δV

δφ∗

jν = −i[φ∗Dνφ− (Dνφ)∗φ]



ЗаконЗакон ГауссаГаусса:: ∂iFi0 + µεijFij = j0 µ

�
d2x εijFij =

�
d2x j0

µΦ = Q Электрический заряд пропорционален магнитному потоку

ОбобщенныйОбобщенный вихрьвихрь:: φφ == ff ((rr))eeiinnϕϕ ,, AAii == nngg((rr))∂∂iiϕϕ,, AA00 == aa((rr))

Масса возбуждений скалярного и векторного поля:

mmss == 22aa
√√
22λλ;; mmvv ==

""
µµ22

44
++ ee22aa22 ±± µµ

22

Φ =
2πn

e
, Q = µ

2πn

e
Электрический заряд и магнитный поток квантованы

Динамика вихрей может быть очень непростой!



МодельМодель ff44 вв 1+1 1+1 измеренияхизмерениях: : КинкКинк

УсловиеУсловие минимальнойминимальной энергииэнергии::

КинкКинк ((антикинкантикинк))::

Плотность энергии: Масса кинка:

Топологический ток:

Топологический заряд:

Jµ =
1

2π
εµν∂

νφ, ∂µJµ ≡ 0

Q = 1
2

∞�
−∞

dx∂φ∂x = 1
2 [φ(∞)− φ(−∞)]

∂φ

∂x
= ±

√
2λ(φ2 − a2) x− x0 = ±

1√
2λ

�
dφ

φ2 − a2
= ± 2

m
arctanh

φ

a

L =
1
2
(∂µφ)2−λ(φ2−a2)2, E =

�
dx

�
1
2

�
∂φ
∂t

�
2

+
1
2

�
∂φ
∂x

�
2

+ λ(φ2 − a2)2

�

m2 = 8λa2

φK = a tanh
1

2
m(x − x0); φK̄ = −a tanh

1

2
m(x − x0)

E = m4

32λ
1

cosh4[ 1
2
m(x−x0)] M =

�
Edx =

m3

12λ



ВозбужденияВозбуждения нана фонефоне ff44 кинкакинка

Потенциал Пешль-ТеллераПотенциал Пешль-Теллера

нулевая мода,  w0=0 :

локализованная мода,  w1=

непрерывный спектр:

 
− d2

dx2
+ 4m2 − 6m2

cosh2 x2

!
ξ = ω2ξ

ξ1 =
sinh



mx
2

�

cosh2


mx
2

�

ξ
(n)
0 (x) =

1

cosh2
�
m(x−x0)

2

�

√
3m

2

ωn =
	

k2n +m2

ξk = eikx
�
3m2

2
tanh2

mx

2
− m2

2
− 2k2 − 3imk tanh

mx

2

�

φ(x, t) = φk(x) + ξ(x)eiωt



Интеграл перекрытия
��
ddxxηηkkηη00

Эффект отрицательного радиационного давления:

f4 кинк ускоряется в направлении источника падающего на него излучения

(Star Wars Tractor Beam)

ff44 кинккинк:: взаимодействиевзаимодействие

ξξkk == eeiikkxx



33 ttaannhh22 xx −− 33iikk ttaannhh xx −− 11 −− kk22

��
ω2 = k2 + 4



Bounce   Bounce   

KK ¯̄KK →→ KK ¯̄KK
vviinn == 00..2244338855

РезонансыРезонансы вв столкновенияхстолкновениях кинковкинков



ff44 осциллоносциллон

(I. L. Bogolubsky and V. G. Makhankov (JETP Lett. 24, 12 (1976))

ИсключительноИсключительно стабильноестабильное ии почтипочти нене

излучающееизлучающее квазтпериодическоеквазтпериодическое

локализованноелокализованное решениерешение теориитеории ff44

((at least 10 at least 10 millionmillion oscillationsoscillations!!)
Гауссово приближение:

φφ((xx,, 00)) == 11 −− 00..77ee−−00..220055xx
22

φφ((xx,, tt)) == 11 −− AA((tt))ee
−−
��

xx

xx00

��
22

Амплитуда как коллективная

Координата осциллона:

LL//xx00 == (( ˙̇AA))22 −− 22
33AA

44 −− ππAA33 −−
��
44 ++ 11

33xx22
00

��
AA22

##
44 ++ 11

33xx00

Ангармонический осциллятор

с частотой W0=



Сферически симметричный Q-ball:

Нелинейный потенциал:

НетривиальныйНетривиальный классическийклассический вакуумвакуум: : QQ--ballball

Глобальная U(1) инвариантность:

∂µjµ = 0, jµ = −i[φ∗∂µφ− (∂µφ)∗φ]

L = |∂µφ|2 − U(|φ|) U = a|φ|2 − b|φ|4 + |φ|6

φφ == ff ((rr))eeiiωωtt

φ(x)→ eieωφ(x), φ∗(x)→ e−ieωφ∗(x)

Q = i

�
d3x (φ∂tφ

∗ − φ∗∂tφ) =

= 2ω

�
d3x |φ|2 = 2ωN

QQ == 88ππωω

∞∞��

00

ddrrrr22ff 22

dd22ff

ddxx22
++

22

rr

ddff

ddrr
++ ωω22ff ==

11

22

ddVV

ddff

Уравнения поля:

f ∼ 1
re
−
√
m2−ω2r



АксиальноАксиально--симметричныесимметричные QQ--ballsballs

φφ == ff ((rr,, θθ))eeii((ωωtt++nnϕϕ)),, nn ∈∈ ZZ

n=1 P+ n=1 P-

ff ((rr,, θθ)) == ff ((rr,, ππ −− θθ))

ff ((rr,, θθ)) == −−ff ((rr,, ππ −− θθ))

ParityParity--even solutions:even solutions:

ParityParity--odd solutions:odd solutions:

φφ((rr,, θθ,, ϕϕ)) ∝∝ 11√√
rr
JJll++11//22((ωωrr))YY

nn
ll ((θθ,, ϕϕ))

Нетопологическое квантование

углового момента

J =

�
d3xT 0ϕ = 2nωN = nQ



n=1,k=1 P-even n=1,k=2 P-even

n=1,k=2 P-odd

АксиальноАксиально--симметричныесимметричные QQ--ballsballs


