
ФункциональноеФункциональное

интегрированиеинтегрирование вв квантовойквантовой

теориитеории поляполя

КафедраКафедра теоретическойтеоретической физикифизики ии астрофизикиастрофизики

ФизическийФизический факультетфакультет,  ,  БГУБГУ МинскМинск

ЯЯ ММ ШнирШнир

всевсе вопросывопросы, , комментариикомментарии, , замечаниязамечания ии

протестыпротесты: : 

shnirshnir@@maths.tcd.iemaths.tcd.ie



ФункциональноеФункциональное интегрированиеинтегрирование попо фермионамфермионам

Напомним: КлассическийКлассический осцилляторосциллятор::

КвантовыйКвантовый осцилляторосциллятор::

HH ==
11

22

��
pp22 ++ xx22

��

aa ==
11√√
22
((xx ++ iipp)) ;; aa†† ==

11√√
22
((xx −− iipp)) a†|n� =

√
n+ 1|n+ 1�

a|n� =
√
n|n− 1�

КоммутационныеКоммутационные соотношениясоотношения:: [[aa,, aa††]] == aaaa†† −− aa††aa == 11,, [[aa,, aa]] == [[aa††,, aa††]] == 00

АнтикоммутационныеАнтикоммутационные соотношениясоотношения::

ЗамечаниеЗамечание:: антикоммутирующие операторы нильпотентны:

Суперчисла:

ГрассмановаГрассманова алгебраалгебра:: θiθj + θjθi = 0 , i, j = 1, 2 . . .

xx == xx00 ++ xxiiθθ
ii ++

11

22
xxiijjθθ

iiθθjj ++ .. .. ..

H =
1

2

�
a†a+ aa†

�
≡ {a, a†} = N +

1

2
; N = a†a; N |n� = n|n�

{{θθ,, θθ††}} == θθθθ†† ++ θθ††θθ == 11,, {{θθ,, θθ}} == {{θθ††,, θθ††}} == 00

θ2 =
�
θ†
�2
= 0



ГрассмановыГрассмановы переменныепеременные

РазложениеРазложение вв рядряд::

ДифференцированиеДифференцирование::

ff ((θθ)) == ff00 ++ ff11θθ ;; ff ((θθ11,, θθ22)) == ff00 ++ ff11θθ11 ++ ff22θθ22 ++ ff1122θθ11θθ22

∂∂LL
∂∂θθ11

ff ((θθ11,, θθ22)) == ff11 ++ ff1122θθ22

∂∂RR
∂∂θθ11

ff ((θθ11,, θθ22)) == ff11 −− ff1122θθ22

ВариацияВариация функциифункции:: δδff ((θθ)) == δδθθ
∂∂LLff

∂∂θθ
== δδθθ

∂∂RRff

∂∂θθ
δδθθ

ИнтегрированиеИнтегрирование = = дифференцированиедифференцирование::

КомплексныеКомплексные грассмановыграссмановы переменныепеременные::

∂∂

∂∂θθii

∂∂

∂∂θθjj
++

∂∂

∂∂θθjj

∂∂

∂∂θθii
==00

�
∂

∂θi

�2
=0,

�
∂

∂θi
, θj

�
≡ ∂

∂θi
θj + θj

∂

∂θi
= δij

��
ddθθ == 00;;

��
θθddθθ == 11

�
dθ f(θ + η) =

�
dθ f(θ)

��
ddθθ ≡≡ ∂∂

∂∂θθ

��
ddθθ
��
ddθθ == 00

θ =
1√
2
(θ1 + iθ2) ; θ̄ =

1√
2
(θ1 − iθ2) θη = η̄θ̄ = −θ̄η̄



ФермионныйФермионный осцилляторосциллятор вв 0+1 0+1 dimdim

LL ==
ii

22

��
¯̄ψψ ˙̇ψψ −− ˙̄̄̇ψψψψ

		
−− ωω

22
[[ ¯̄ψψ,, ψψ]] PPψψ ==

∂∂LL

∂∂ ˙̇ψψ
== −− ii

22
¯̄ψψ,, PP ¯̄ψψ ==

∂∂LL

∂∂ ˙̄̄̇ψψ
== −− ii

22
ψψ

КлассическийКлассический гамильтониангамильтониан:: HH == ˙̇ψψPPψψ ++
˙̄̄̇ψψPP ˙̄̄̇ψψ

−− LL ==
ωω

22
[[ ¯̄ψψ,, ψψ]]

УравненияУравнения движениядвижения::
∂∂LL

∂∂ψψ
==
ii

22
˙̄̄̇ψψ ++ ωω ¯̄ψψ

∂∂LL

∂∂ ¯̄ψψ
==
ii

22
˙̇ψψ −− ωωψψ

˙̄̄̇ψψ ++ iiωω ¯̄ψψ == 00

˙̇ψψ −− iiωωψψ == 00 ψψ == θθeeiiωωtt

¯̄ψψ == ¯̄θθee−−iiωωtt

HHBB ==
11

22

��
aa††aa ++ aaaa††

��
≡≡ {{aa,, aa††}} HHFF ==

11

22

��
θθ††θθ −− θθθθ††

��
≡≡ [[θθ††,, θθ]]

РаскладываяРаскладывая поляполя попо операторамоператорам::

NB = a†a; NF = θ†θ NN 22
ff == θθ††θθθθ††θθ == θθ††((11 −− θθ††θθ))θθ == θθ††θθ == NNff

ЗамечаниеЗамечание:: КакКак бозонныйбозонный, , тактак ии фермионныйфермионный осцилляторосциллятор

рассматриваютсярассматриваются вв качествекачестве классическихклассических моделеймоделей. . 



ГауссовыГауссовы интегралыинтегралы попо фермионамфермионам

dd(q)= q(q)= q
��
ddθθδδ((θθ)) ==

��
ddθθθθ == 11



dθeaθ =



dθ(1 + aθ) = a

θθ == ((θθ11 ,, θθ22)),, ¯̄θθθθ == (( ¯̄θθ11θθ11 ++ ¯̄θθ22θθ22)),, (( ¯̄θθθθ))22 == 22¯̄θθ11θθ11 ¯̄θθ22θθ22

eeaaθθ == 11 ++ aaθθ;; ee
¯̄θθaaθθ == 11 ++ ¯̄θθaaθθ




dd ¯̄θθddθθee

¯̄θθaaθθ ==




dd ¯̄θθddθθ((11 ++ ¯̄θθaaθθ)) == aa ≡≡ eellnn aa

θθ11θθ22 == ¯̄θθ22 ¯̄θθ11 == −− ¯̄θθ11 ¯̄θθ22



ddθθ ==




ddθθ22




ddθθ11 ;;




dd ¯̄θθ ==




dd ¯̄θθ11




dd ¯̄θθ22



dθ̄



dθeθ̄θ =



dθ̄1



dθ̄2



dθ2



dθ1e

θ̄1θ1eθ̄2θ2 =



dθ̄1



dθ̄2



dθ2



dθ1(1+θ̄1θ1)(1+θ̄2θ2) =



dθ̄1



dθ̄2



dθ2



dθ1 θ̄1θ1θ̄2θ2 = 1

d=2d=2::




dd ¯̄θθ11




dd ¯̄θθ22




ddθθ22




ddθθ11ee

¯̄θθ11aa11θθ11ee
¯̄θθ22aa22θθ22 ==




dd ¯̄θθ11




ddθθ11ee

¯̄θθ11aa11θθ11




dd ¯̄θθ22




ddθθ22ee

¯̄θθ22aa22θθ22 ==

= a1a2 = eln a1+ln a2



ГауссовГауссов интегралинтеграл::

ГауссовГауссов интегралинтеграл сс источникамиисточниками::

СдвигСдвиг переменныхпеременных::

Напомним:

IIFF ==




dd ¯̄θθddθθee

¯̄θθiiMMiijjθθjj == ddeett MM



dθ̄1dθ1dθ̄2dθ2e

θ̄1M11θ1+θ̄1M12θ2+θ̄2M21θ1+θ̄2M22θ2

=M11M22 −M12M21 = det M = eln det M

IF [η̄, η] =



dθ̄dθeθ̄iMijθj+θ̄iηi+η̄iθi

Напомним:

IB =



dnz∗dnz ez

∗

iMijzj =
(2π)n

det M

IIBB [[JJ
∗∗,, JJ ]] ==




ddnnzz∗∗ddnnzz eezz

∗∗

iiMMiijjzzjj++JJ
∗∗

ii zzii++zz
∗∗

ii JJii ==
((22ππ))nn

ddeett MM
eeJJ

∗∗

ii MM
−−11

iijj JJjj

θi → θi +M
−1
ik ηk; θ̄i → θ̄i + η̄kM

−1
ki

IF [η̄, η] =



dθ̄dθe(θ̄+η̄M

−1)M(θ+M−1η)+η̄M−1η = det M eη̄M
−1η



ФермионныйФермионный осцилляторосциллятор: : функцияфункция ГринаГрина

LL ==
ii

22

��
¯̄ψψ ˙̇ψψ −− ˙̄̄̇ψψψψ

		
−− ωω

22
[[ ¯̄ψψ,, ψψ]]

ДвухкомпонентныйДвухкомпонентный спинорспинор:: ΨΨ ==

��
ψψ
¯̄ψψ

��
,, ¯̄ΨΨ == ΨΨ††σσ33 == (( ¯̄ψψ,,−−ψψ))

iΨ̄σ3
d

dt
Ψ = i(ψ̄,−ψ)

�
ψ̇

− ˙̄ψ

�

= i(ψ̄ψ̇ + ψ ˙̄ψ) ≡ i(ψ̄ψ̇ − ˙̄ψψ)

¯̄ΨΨΨΨ == (( ¯̄ψψ,,−−ψψ))
��
ψψ
¯̄ψψ

��
== ¯̄ψψψψ −− ψψ ¯̄ψψ ≡≡ [[ ¯̄ψψ,, ψψ]]

LL ==
11

22
¯̄ΨΨ

��
iiσσ33

dd

ddtt
−− ωω

��
ΨΨ

ФункцияФункция ГринаГрина

фермионногофермионного осциллятораосциллятора::

��
iiσσ33

dd

ddtt
−− ωω

��
GG((tt −− tt′′)) == δδ((tt −− tt′′))

ПреобразованиеПреобразование ФурьеФурье::

GG((kk)) ==
11

σσ33kk −− ωω
==
σσ33kk ++ ωω

kk22 −− ωω22

GG((tt−− tt′′)) ==
��
ddkk
22ππGG((kk))ee

−−iikk((tt−−tt′′));; δδ((tt−− tt′′)) ==
��
ddkk
22ππee

−−iikk((tt−−tt′′))



ФормальноеФормальное решениерешение уравненияуравнения движениядвижения::

ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал

ΨΨ((tt)) ==




ddtt′′ GG((tt −− tt′′))ΘΘ((tt′′)) ≡≡ GG ⋆⋆ ΘΘ

Уравнения движения:

��
iiσσ33

dd

ddtt
−− ωω

��
ΨΨ((tt)) == ΘΘ((tt)),, ΘΘ((tt)) ==

��
ηη((tt))
¯̄ηη((tt))

��

Источники

ZZ [[ ¯̄ΘΘ,,ΘΘ]] == NNee
��
ddttddtt′′ ¯̄ΘΘ((tt′′))GG((tt−−tt′′))ΘΘ((tt)) ≡≡ NNee

¯̄ΘΘ⋆⋆GG⋆⋆ΘΘ

WW [[ ¯̄ΘΘ,,ΘΘ]] == −−



ddttddtt′′ ¯̄ΘΘ((tt))GG((tt −− tt′′))ΘΘ((tt′′)) ≡≡ −− ¯̄ΘΘ ⋆⋆ GG ⋆⋆ ΘΘ

ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал связныхсвязных функцийфункций ГринаГрина

ПропагаторПропагатор фермионногофермионного осцллятораосцллятора::

GG((tt −− tt′′)) ≡≡ −− δδ

δδ ¯̄ΘΘ((tt))

δδ

δδΘΘ((tt′′))
WW [[ ¯̄ΘΘ,,ΘΘ]]



ФермионныйФермионный осцилляторосциллятор: : функциональныйфункциональный интегралинтеграл

Действие:

¯̄ΘΘΨΨ ≡≡ ¯̄ΨΨΘΘ == (( ¯̄ψψ,,−−ψψ))
��
ηη
¯̄ηη

��
== ¯̄ψψηη ++ ¯̄ηηψψ

S =
1

2



dt


Ψ̄

�
iσ3

d

dt
− ω

�
Ψ+ Θ̄Ψ + Ψ̄Θ

�

Источники:

Функциональный интеграл:

ВакуумноеВакуумное среднеесреднее поляполя YY::

ДвухточечнаяДвухточечная функцияфункция::

ZZ [[ ¯̄ΘΘ,,ΘΘ]] ==




DD ¯̄ΨΨDDΨΨee ii22

��
ddtt[[ ¯̄ΨΨ((iiσσ33 dd

ddtt
−−ωω))ΨΨ++¯̄ΘΘΨΨ++ ¯̄ΨΨΘΘ]] == NNee

��
ddttddtt′′ ¯̄ΘΘ((tt′′))GG((tt−−tt′′))ΘΘ((tt))



ΨΨ�� == δδZZ

δδ ¯̄ΘΘ

��������
ΘΘ== ¯̄ΘΘ==00

==
11

ZZ




DD ¯̄ΨΨDDΨΨ ΨΨee

ii
22

��
ddtt ¯̄ΨΨ((iiσσ33 dd

ddtt
−−ωω))ΨΨ == 00


Ψ̄Ψ� = δZ

δΘ̄δΘ

����
Θ=Θ̄=0

=
1

Z



DΨ̄DΨ Ψ̄Ψe i2



dtΨ̄

�
iσ3

d

dt
−ω

�
Ψ =G(t− t′)



ФермионныйФермионный детерминантдетерминант

ZZ [[00]] ==




DD ¯̄ψψDDψψeeii

��
ddtt[[ii ¯̄ψψ ˙̇ψψ−−ωω ¯̄ψψψψ]]ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал::

Дискретизация:

Дискретизованное действие:

∆∆tt == ttbb−−ttaa
NN ,, ttii++11 −− ttii ==∆∆tt,, ii == 11,, 22,, .. .. .. NN,, ψψ((tt11)) == ψψ11,, ψψ((ttNN)) == ψψNN

SSNN == ∆∆tt
NN��

nn==11


ii ¯̄ψψnn

��
ψψnn−−ψψnn−−11

∆∆tt

��
−− ωω ¯̄ψψnn

��
ψψnn−−ψψnn−−11

22

����

ФермионныйФермионный интегралинтеграл попо траекториямтраекториям::

ZZ [[00]] == lliimm
NN→→∞∞




dd ¯̄ψψ11 .. .. .. dd ¯̄ψψNN−−11ddψψ11 .. .. .. ddψψNN−−11 ee

iiSSNN

ЗамечаниеЗамечание:: можноможно записатьзаписать iiSSNN ==


−−

NN−−11��

nn==11

��
11 ++

iiωω∆∆tt

22

��
¯̄ψψnnψψnn −−

��
11 ++

iiωω∆∆tt

22

��
¯̄ψψNNψψNN

++
NN−−11��

nn==22

��
11 −− iiωω∆∆tt

22

��
¯̄ψψnnψψnn−−11 ++

��
11 −− iiωω∆∆tt

22

��
¯̄ψψ11ψψ00 ++

��
11 −− iiωω∆∆tt

22

��
¯̄ψψNNψψNN−−11

��

== −−

¯̄ψψTTMMψψ ++

��
11 ++

iiωω∆∆tt

22

��
¯̄ψψNNψψNN ++ ¯̄JJTTψψ ++ ¯̄ψψTT JJ

��



ψψTT == ((ψψ11 ,, ψψ22 .. .. .. ψψNN−−11));; ¯̄ψψTT == (( ¯̄ψψ11 ,, ¯̄ψψ22 .. .. .. ¯̄ψψNN−−11))

iiSSNN == −−

¯̄ψψTTMMψψ ++

��
11 ++

iiωω∆∆tt

22

��
¯̄ψψNNψψNN ++ ¯̄JJTTψψ ++ ¯̄ψψTT JJ

��

JJTT == −−
��
11 −− iiωω∆∆tt

22

��
((ψψ00 ,, 00,, .. .. .. ,, 00));; ¯̄JJTT == −−

��
11 −− iiωω∆∆tt

22

��
((00,, .. .. .. ,, 00,, ¯̄ψψNN ))

MM ==






��
11 ++ iiωω∆∆tt

22

��
00 00 00 .. .. ..

−−
��
11 −− iiωω∆∆tt

22

�� ��
11 ++ iiωω∆∆tt

22

��
00 00 .. .. ..

00 −−
��
11 −− iiωω∆∆tt

22

�� ��
11 ++ iiωω∆∆tt

22

��
00 .. .. ..

00 00 −−
��
11 −− iiωω∆∆tt

22

�� ��
11 ++ iiωω∆∆tt

22

��
.. .. ..

......
......

......
......

......






ddeett MM ==

��
11 ++

iiωω∆∆tt

22

��NN−−11

ZZ[[00]] == lliimm
NN→→∞∞

ddeettMMee
¯̄JJTTMM−−11JJ−−((11++iiωω∆∆tt

22 )) ¯̄ψψNNψψNN == eeiiωωTT//22 eexxpp
��
ee−−iiωωTT ¯̄ψψNNψψ00 −− ¯̄ψψNNψψNN

��

Окончательно:



СуперсимметричныйСуперсимметричный осцилляторосциллятор

АА чточто, , еслиесли рассмотретьрассмотреть бозонныйбозонный ии фермионныйфермионный осцилляторыосцилляторы вместевместе?  ?  

Напомним:

HHBB == ωω

��
aa†
†
BBaaBB ++

11

22

��
== ωω

��
NNBB ++

11

22

��
;; HHFF == ωω

��
aa†
†
FF aaFF −−

11

22

��
== ωω

��
NNFF −−

11

22

��
[aB , a

†
B ] = 1; {aF , a†F } = 1

ЗамечаниеЗамечание:: энергияэнергия основногоосновного состояниясостояния равнаравна нулюнулю! ! 

H = HB +HF = ω(a†BaB + a
†
FaF ) = ω(NB +NF )

NB = 0, 1, 2 . . . NF = 0, 1

Рассмотрим суперзарядысуперзаряды QQ == aa†
†
BBaaFF ,,

¯̄QQ == aa†
†
FF aaBB

Задача: 1) проверьте, что , и[[QQ,, HH ]] == [[ ¯̄QQ,, HH ]] == 00
�
Q, Q̄

�
= H/ω

2) проверьте, что и[Q,NB ] = −Q, [Q,NF ] = Q

ОператорОператор увеличиваетувеличивает NNBB нана 1 1 ии уменьшаетуменьшает NNFF нана 11;;

ОператорОператор уменьшаетуменьшает NNBB нана 1 1 ии увеличиваетувеличивает NNFF нана 11¯̄QQ
QQ



Свободная суперчастица:

Первая вариация действия:                 

S =
1

2



dt
�
ẋ2 + iψψ̇

	

δδSS ==




ddtt

��
˙̇xxδδ ˙̇xx ++

ii

22

��
δδψψ ˙̇ψψ ++ ψψδδ ˙̇ψψ

		��

==




ddtt

��
−− ¨̈xxδδxx ++ ii

22

��
δδψψ ˙̇ψψ −− ˙̇ψψδδψψ

		��
==




ddtt
��
−− ¨̈xxδδxx ++ iiδδψψ ˙̇ψψ

��
== 00

Уравнения поля: ¨̈xx == 00,, ˙̇ψψ == 00

Симметрия действия:                 δδǫǫxx == −−iiǫǫψψ;; δδǫǫψψ == ǫǫ ˙̇xxx→ x+ δǫx, ψ → ψ + δǫψ;

ǫψ = −ψǫ

СуперсимметрияСуперсимметрия -- SUSYSUSY

СуперзарядСуперзаряд:: QQ == ii ˙̇xxψψ

Напомним: генератор преобразований симметрии с параметром e
определяется как δS =

�
dtǫ̇Q = 0

δS =



dt(iẍǫψ + iǫẋψ̇) = −



dt iẋǫ̇ψ −



dt iẋǫψ̇ + iǫẋψ̇ = −



dt ǫ̇(iẋψ)



СуперсимметричныйСуперсимметричный осцилляторосциллятор

LL ==
˙̇xx22

22
−− ωω22xx22

22
++ ii ¯̄ψψ ˙̇ψψ −− ωω ¯̄ψψψψ

Преобразования суперсимметрии:                 

δǫx =
1√
2
ψ̄ǫ

δδǫǫ ¯̄ψψ == 00

δδǫǫψψ == −−
ii√√
22
˙̇xxǫǫ −− ωωxx√√

22
ǫǫ

ЗадачаЗадача:: вычислитевычислите вариациювариацию лагранжианалагранжиана припри этихэтих преобразованияхпреобразованиях



ФермионыФермионы вв 2+1 2+1 измеренияхизмерениях

0+1 0+1 dimdim: : 

LL == ¯̄ψψ

��
iiσσ33

dd

ddtt
−− ωω

��
ψψ

ψψ((tt))
•• 22+1 +1 dimdim: : 

L = ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ

ψ(r, t) =

�
ψ1(r, t)
ψ̄2(r, t)

�

АлгебраАлгебра КлиффордаКлиффорда:: {γµ, γν} = 2ηµν , ηµν = diag (−1, 1, 1)

ОбычныйОбычный выборвыбор:                   :                   γγ00 == σσ33;; γγ11 == −−iiσσ11 ;; γγ22 == −−iiσσ22 ψ̄ = ψ†γ0

ЗамечаниеЗамечание:: ЕвклидовыЕвклидовы g g матрицыматрицы задаютсязадаются

алгебройалгеброй ии{{γγµµ ,, γγνν}} == 22δδµµνν γγ00 == II22 ;; γγkk == iiσσkk ¯̄ψψ == ψψ††

КаноническийКанонический импульсимпульс::

π =
δL

δψ̇
= iψ̄γ0 = iφ†

ГамильтонианГамильтониан::

H = πψ̇L = −iψ̄γk∂kψ +mψ̄ψ



ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал фермионныхфермионных полейполей

iiSS [[ ¯̄ψψ,, ψψ]] ++ ii ¯̄ηη ⋆⋆ ψψ ++ ii ¯̄ψψ ⋆⋆ ηη ==

ii




ddxxddyy ¯̄ηη((xx))((iiγγµµ∂∂µµ −−mm))−−11ηη((yy))++ii




ddxxddyy ¯̄ψψ((xx)) ((iiγγµµ∂∂µµ −−mm))ψψ((yy)) ==

УравнениеУравнение ДиракаДирака::

(iγµ∂µ −m)ψ = 0 (iγµ∂µ −m)GF (x− y) = δ(x− y)

ФермионныйФермионный пропагаторпропагатор::

ОбратныйОбратный пропагаторпропагатор:: GG−−11FF ((xx,, yy)) == −−ii ((iiγγµµ∂∂µµ −−mm)) δδ((xx −− yy))

Преобразование Фурье: GGFF ((xx −− yy)) == ii




dd33kk

((22ππ))33
eeiikk

µµ((xxµµ−−yyµµ))

γγµµkkµµ −−mm

ZZ [[ ¯̄ηη,, ηη]] ==




DDψψDD ¯̄ψψeeiiSS[[

¯̄ψψ,,ψψ]]++ii ¯̄ηη⋆⋆ψψ++ii ¯̄ψψ⋆⋆ηηЗадача: вычислитьвычислить

производящийпроизводящий функционалфункционал

Метод: разложениеразложение экспонентыэкспоненты околооколо

экстремумаэкстремума:: ψ0 = −(iγµ∂µ −m)−1η
ψ̄0 = −η̄(iγµ∂µ −m)−1

ψψ →→ ψψ00 ++ ψψ,, ¯̄ψψ →→ ¯̄ψψ00 ++ ¯̄ψψ

== −−ii ¯̄ηη ⋆⋆ GGFF ⋆⋆ ηη −− ¯̄ψψ ⋆⋆ GG−−11FF ⋆⋆ ψψ



ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал::

Z[η̄, η] =



DψDψ̄e−η̄⋆GF ⋆η−ψ̄⋆G

−1

F
⋆ψ = det(iγµ∂µ −m)e−iη̄⋆GF ⋆η

Напомним: для комплексного скалярного поля

ZZ [[JJ,, JJ∗∗]] == ddeett−−11((−−∂∂22νν ++mm22))ee−−iiJJ
∗∗⋆⋆GGBB⋆⋆JJ

ВакуумныеВакуумные средниесредние:: 
ψ(x)� = 1

Z[η̄, η]

δZ[η̄, η]

iδη̄(x)
= 
ψ̄(x)� = 1

Z[η̄, η]

δZ[η̄, η]

−iδη(x) = 0

22--хх точечнаяточечная функцияфункция::

Диаграммная техника:

x                  yx                  y



ψψ((xx)) ¯̄ψψ((yy))�� == 11

ZZ [[ ¯̄ηη,, ηη]]

��
δδ

iiδδ ¯̄ηη((xx))

����
δδ

−−iiδδηη((yy))

��
ZZ [[ ¯̄ηη,, ηη]] == GGFF ((xx −− yy))

GGFF ((xx −− yy)) == −−
δδWW [[JJ ]]

δδ ¯̄ηη((xx))ηη((yy))



ФермионыФермионы + + бозоныбозоны

Взаимодействие Юкавы

ПроизводящийПроизводящий функционалфункционал ((ЕвклидЕвклид))::

LLiinntt == ggϕϕ ¯̄ψψψψ

Метод: пертурбативноепертурбативное разложениеразложение попо константеконстанте связисвязи g:g:

exp

�
−g


d4xϕψ̄ψ

�
=

∞�

n=0

(−g)n
n!



d4x1 . . . d

4xnϕ(x1)ψ̄(x1)ψ(x1) . . . ϕ(xn)ψ̄(xn)ψ(xn)

ZZ [[ ¯̄ηη,, ηη,, JJ ]] ==
∞∞��

nn==00

((−−gg))nn
nn!!




dd44xx11 .. .. .. dd

44xxnnϕϕ((xx11)) ¯̄ψψ((xx11))ψψ((xx11)) .. .. .. ϕϕ((xxnn)) ¯̄ψψ((xxnn))ψψ((xxnn))

Z[η̄, η, J ] =



DϕDψDψ̄e−S[φ,ψ̄,ψ]+J⋆ϕ+η̄⋆ψ+ψ̄⋆η

SS ==
11

22




dd44xx

��
((∂∂µµϕϕ))

22 ++MM 22ϕϕ22
��
++ ¯̄ψψ ((iiγγµµ∂∂µµ −−mm)) ψψ ++ ggϕϕ ¯̄ψψψψ

×× ee−−
��
dd44xx[[ 1122 ((∂∂µµϕϕ))

22++11

22
MM22ϕϕ22++ ¯̄ψψ((iiγγµµ∂∂µµ−−mm))ψψ++JJ((xx))ϕϕ((xx))++¯̄ηη((xx))ψψ((xx))++ ¯̄ψψ((xx))ηη((xx))]]



ЗамечаниеЗамечание::

=
δ

δJ(x1)

δ

δη(x1)

δ

δη̄(x1)
. . .

δ

δJ(xn)

δ

δη(xn)

δ

δη̄(xn)

�
e
�
d4xϕ(x)J(x)+η̄(x)ψ(x)+ψ̄(x)η(x)

	����
J=η̄=η=0

ϕϕ((xx11)) ¯̄ψψ((xx11))ψψ((xx11)) .. .. .. ϕϕ((xxnn)) ¯̄ψψ((xxnn))ψψ((xxnn)) ==

ВВ первомпервом порядкапорядка попо gg: : 

δ

δJ(x)

�
e
1

2

�
d4yd4z J(y)GB(y−z)J(z)+

�
d4yd4z η̄(y)GF (y−z)η(z)

�
=

=



d4y GB(x− y)J(y)

�
e
1

2
J⋆G⋆J+η̄⋆GF ⋆η

δδ

δδ ¯̄ηη((xx))

δδ

δδJJ ((xx))

��
ee
11

22

��
dd44yydd44zz JJ((yy))GGBB ((yy−−zz))JJ((zz))++

��
dd44yydd44zz ¯̄ηη((yy))GGFF ((yy−−zz))ηη((zz))

��
==

==
δδ

δδ ¯̄ηη((xx))

��


dd44yy GGBB ((xx −− yy))JJ ((yy))

��
ee
11

22
JJ⋆⋆GG⋆⋆JJ++¯̄ηη⋆⋆GGFF ⋆⋆ηη

��

==

��


dd44yy GGBB ((xx −− yy))JJ ((yy))

����


dd44yy GGFF ((xx −− yy))ηη((yy))

����
ee
11

22
JJ⋆⋆GG⋆⋆JJ++¯̄ηη⋆⋆GGFF ⋆⋆ηη

Z[J, η̄, η]≈


d4x


1− g δ

δJ(x)

δ

δη(x)

δ

δη̄(x)

�
e
1

2
J⋆GB⋆J+η̄⋆GF ⋆η

ZZ == ((11 −− gg δδZZ11 ++ .. .. .. ))ZZ00



δδ

δδηη((xx))

δδ

δδ ¯̄ηη((xx))

δδ

δδJJ ((xx))

��
ee
11

22

��
dd44yydd44zz JJ((yy))GGBB ((yy−−zz))JJ((zz))++

��
dd44yydd44zz ¯̄ηη((yy))GGFF ((yy−−zz))ηη((zz))

��
==

=
δ

δη(x)

��

d4y GB(x− y)J(y)

��

d4y GF (x− y)η(y)

��
e
1

2
J⋆G⋆J+η̄⋆GF⋆η

�

xx++
xx

δδ

δδJJ((xx))

δδ

δδηη((xx))

δδ

δδ¯̄ηη((xx))
ee
11

22
JJ⋆⋆GGBB⋆⋆JJ++¯̄ηη⋆⋆GGFF⋆⋆ηη == e

1

2
J⋆GB⋆J+η̄⋆GF⋆η

Поправки 1го порядка не меняют пропагаторы полей

==

��


dd44yy GGBB ((xx −− yy))JJ ((yy))

����
GGFF ((00)) ++




dd44yy GGFF ((xx −− yy))ηη((yy))




dd44yy ¯̄ηη((yy))GGFF ((xx −− yy))

����
ee
11

22
JJ⋆⋆GG⋆⋆JJ++¯̄ηη⋆⋆GGFF ⋆⋆ηη

ВоВо второмвтором порядкапорядка попо gg: : 

Z[J, η̄, η]≈


d4x


1−g δ

δJ(x)

δ

δη(x)

δ

δη̄(x)
+
g2

2

δ

δJ(x)

δ

δη(x)

δ

δη̄(x)

δ

δJ(y)

δ

δη(y)

δ

δη̄(y)

�
e
1

2
J⋆GB⋆J+η̄⋆GF⋆η

Z =
�
1− g δZ1 + g2

2 δZ2

	
Z0



Домашнее задание: проверитьпроверить, , чточто

δZ2 =


GB(x− y) +

�

d4x′ GB(x− x′)J(x′)

��

d4y′ GB(y − y′)J(y′)

��

×
�
GF (0) +

�

d4x′η̄(x′)GF (x− x′)

��

d4x′′GF (x− x′′)η(x′′)

��

×

GF (0) +

�

d4y′η̄(y′)GF (y − y′)

��

d4y′′GF (y − y′′)η(y′′)

��

+



d4xd4y GF (x− y)GF (y − x)

�

yyxx
++

++ ++ ++

++ ++ ++ ++

++

Фермионный однопетлевой вклад в бозонный пропагатор



УдачиУдачи нана экзаменеэкзамене!!


