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Òåîðèÿ íåïðåðûâíûõ ãðóïï

Çàäà÷è - çà÷åò

1. Ïîñòðîéòå òàáëèöó Êýëè äëÿ ãðóïïû D4. Íàéäèòå âñå åå ïîäãðóïïû, îïðåäåëèòå
èíâàðèàíòíóþ ïîäðóïïó, è ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèå ñìåæíûå êëàññû

2. Ãðóïïà âðàùåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà SO(3) ïàðàìåòðèçóåòñÿ çàäàíèåì

îñè âðàùåíèÿ n̂ è óãëà ïîâîðîòà âîêðóã ýòîé îñè θ ∈ [0, π], Rij(n̂, θ) = e−iθ(n̂·
~J)ij ,

ãäå ãåíåðàòîð âðàùåíèé ~J îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðîé (n̂ · ~J)ij = −iεijknk. Ïîêàæèòå,
÷òî

Rij(n̂, θ) = ninj + (δij − ninj) cos θ − εijknk sin θ

3. Ãðóïïà âðàùåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà SO(3) ïàðàìåòðèçóåòñÿ çàäàíèåì

îñè âðàùåíèÿ n̂ è óãëà ïîâîðîòà âîêðóã ýòîé îñè θ ∈ [0, π], Rij(n̂, θ) = e−iθ(n̂·
~J)ij ,

ãäå ãåíåðàòîð âðàùåíèé ~J îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðîé (n̂ · ~J)ij = −iεijknk. Ïîêàæèòå,
÷òî

e−i
θ
2
n̂·~σσje

i θ
2
n̂·~σ = Rij(n̂, θ)σi

ãäå ~σ - òðèïëåò ìàòðèö Ïàóëè.

4. Ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû Ïàóëè ~σ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

σiσj = δij + iεijkσk, σ2~σ σ2 = −~σ∗, e−i
θ
2
n̂·~σ = cos

θ

2
− in̂ · ~σ sin θ

2

ãäå n̂ - åäèíè÷íûé âåêòîð.

5. Ïîñòðîéòå òàáëèöó õàðàêòåðîâ äëÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé äèõåäðàëüíîé
ãðóïïû D4.



6. Ïóñòü D(i)(g) - ìàòðèöà íåêîòîðîãî i-å íåïðèâîäèìîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïûG. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè
Ck âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå∑

g∈Ck

D
(i)
jl (g) =

Nk

ni
χ(i)(Ck)δjl

ãäå ni - ðàçìåðíîñòü i-ãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ G, Nk - ÷èñëî ýëåìåíòîâ
k-ãî êëàññà, è χ(i)(Ck) - õàðàêòåð íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ýòîìó êëàññó.

7. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà SO(n) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû O(n).

8. Ãðóïïà O(n) çàäàíà íàáîðîì äåéñòâèòåëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ðàçìåð-
íîñòè n × n. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ íå÷åòíûõ çíà÷åíèé n íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé
O(n) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà Z2

∼= {In, −In}, ãäå In - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïîêàæèòå,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà O(n) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ O(n) ∼= SO(n)⊗Z2. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ýòî íåâîçìîæíî åñëè ðàçìåðíîñòü n
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì.

9. Îïðåäåëèòå öåíòð Z(D4) äèõåäðàëüíîé ãðóïïû D4 è ïîñòðîéòå ôàêòîð-ãðóïïó
D4/Z(D4).

10. Ïîêàæèòå, ÷òî SO(n)/SO(n− 1) = Sn−1.
Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðèòå äåéñòâèå ãðóïïû âðàùåíèé â òî÷êå (1, 0, 0, . . . 0) ∈ Rn.

11. Êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà S ðàçìåðíîñòè 2n×2n íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé, åñëè

STJS = J , ãäå J =

(
0 I
I 0

)
. Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå det S = 1.

12. Ïîêàæèòå, ÷òî SO(3) ∼= SU(2)/Z2.



13. Ðàññìîòðèòå òðèïëåò ìàòðèö

I1 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , I2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , I3 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0


Àëãåáðó êàêîé ãðóïïû îíè îáðàçóþò? ßâëÿåòñÿ äàííîå åå ïðåäñòàâëåíèå ïðèâî-
äèìûì?

14. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà SO(4) ëîêàëüíî èçîìîðôíà SU(2) ⊗ SU(2). Èñïîëüçóÿ
èíôîðìàöèþ î ÿâíîì âèäå íåïðâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SU(2) ïîñòðîéòå
èç äâóõ òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SO(4). Íàéäèòå ôàêòîð-
ãðóïïó SU(2)⊗ SU(2) èçîìîðôíóþ ãðóïïå SO(4).

15. Íàéäèòå öåíòð ãðóïïû U(N).

16. Ãðóïïà Ëîðåíöà O(1, 2) â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 2+1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, îñòàâëþùèå èíâàðèàíòíûìè ýëåìåíò äëèíû ds2 = x20 − x21 − x22.
Íàéäèòå ÿâíûé âèä ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåíåðàòîðîâ è îïðåäåëèòå èõ àëãåáðó.

17. Äèàãðàììà Äûíêèíà íåêîòîðîé ãðóïïû Ëè èìååò âèä:

Èäåíòèôèöèðóéòå ýòó ãðóïïó, çàïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó Êàðòàíà è
ïîñòðîéòå ñèñòåìó ïðîñòûõ êîðíåé. Íàéäèòå ÿâíûé âèä ìàòðèö ïîäãðóïïû Êàð-
òàíà è ïîñòðîéòå ïîëíûé íàáîð ìàòðèö, îáðàçóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ýòîé ãðóïïû.



18. Äèàãðàììà Äûíêèíà íåêîòîðîé ãðóïïû Ëè èìååò âèä:

Èäåíòèôèöèðóéòå ýòó ãðóïïó, çàïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó Êàðòàíà è
ïîñòðîéòå ñèñòåìó ïðîñòûõ êîðíåé. Íàéäèòå ÿâíûé âèä ìàòðèö ïîäãðóïïû Êàð-
òàíà è ïîñòðîéòå ïîëíûé íàáîð ìàòðèö, îáðàçóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ýòîé ãðóïïû.

19. Äèàãðàììà Äûíêèíà íåêîòîðîé ãðóïïû Ëè èìååò âèä:

Èäåíòèôèöèðóéòå ýòó ãðóïïó, çàïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó Êàðòàíà è
ïîñòðîéòå ñèñòåìó ïðîñòûõ êîðíåé. Íàéäèòå ÿâíûé âèä ìàòðèö ïîäãðóïïû Êàð-
òàíà è ïîñòðîéòå ïîëíûé íàáîð ìàòðèö, îáðàçóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ýòîé ãðóïïû.

20. Äèàãðàììà Äûíêèíà íåêîòîðîé ãðóïïû Ëè èìååò âèä:

Èäåíòèôèöèðóéòå ýòó ãðóïïó, çàïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó Êàðòàíà è
ïîñòðîéòå ñèñòåìó ïðîñòûõ êîðíåé. Íàéäèòå ÿâíûé âèä ìàòðèö ïîäãðóïïû Êàð-
òàíà è ïîñòðîéòå ïîëíûé íàáîð ìàòðèö, îáðàçóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ýòîé ãðóïïû.

21. Ïîëó÷èòå ÿâíûé âèä ðàçëîæåíèÿ C(A,B), ãäå A,B,C ∈ g, g - ïðîèçâîëüíàÿ
àëãåáðà Ëè, â ôîðìóëå Áåéêåðà-Êýìïáåëëà-Õàóñäîðôà eAeB = eC ñ òî÷íîñòüþ
äî ÷ëåíîâ 3ãî ïîðÿäêà.



22. Ðàññìîòðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x âèäà

x→ x′ =
ax+ b

cx+ d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc 6= 0

(i) Ïîêàæèòå, ÷òî ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó.
(ii) Ïîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå 4 òî÷åê

R =
(x1 − x2)(x3 − x4)
(x1 − x4)(x3 − x2)

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé.
(iii) Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ìåæäó ýòîé ãðóïïîé è ãðóïïîé
GL(2,R): (

a b
c d

)
: x 7→ x′

×òî ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì K ýòîãî ãîìîìîðôèçìà?


