
ОператорОператор КазимираКазимира SU(SU(22))

НапомнимНапомним:: ПерваяПервая леммалемма ШураШура –– матрицаматрица, , коммутирующаякоммутирующая сосо всемивсеми

матрицамиматрицами irrepsirreps,, кратнакратна единичнойединичной. . 

КакаяКакая матрицаматрица коммутируеткоммутирует сосо всемивсеми генераторамигенераторами SU(2)SU(2) преобразованийпреобразований? ? 

БазисБазис алгебрыалгебры su(2) su(2) –– операторыоператоры,,

связанныесвязанные сс матрицамиматрицами ПаулиПаули :    :    

ЗамечаниеЗамечание:: длядля произвольнойпроизвольной алгебрыалгебры ЛиЛи

σiσj = δijI+ iεijkσk, {σi, σj} = 2δijI

Ti =
i

2
σi, [Ti, Tj] = iεijkTk

{{TTii ,, TTjj}} == TTiiTTjj ++ TTjjTTii ==
11

NN
δδiijj II ++ ddiijjkkTTkk

2й набор констант

Размерность фундаментального

представления
ДляДля SU(2)SU(2) ddiijjkk == 00

dijk = 2Tr ({Ti, Tj}Tk)

Оператор Казимира группы SU(2): CC((σσii)) == σσ2211 ++ σσ2222 ++ σσ2233 == σσ22ii

TiTj =
1

2
[Ti, Tj] +

1

2
{Ti, Tj}



ОператорОператор КазимираКазимира SU(3)SU(3)

БазисБазис SU(SU(33) ) –– матрицыматрицы ГеллГелл--МанаМана ::

f123 = 1, f147 = f246 = f257 = f345 = −f156 = −f367 = −
1

2
, f458 = f678 =

√
3

2

[Ti, Tj] = ifijkTk Tr(TiTj) = 2δij

{Ti, Tj} = TiTj + TjTi =
1

3
δijI+ dijkTk

dijk = 2Tr ({Ti, Tj}Tk)ЗадачаЗадача:: ВычислитьВычислить su(3) su(3) константыконстанты

Операторы Казимира группы SU(3): C1 =
8�

i

λ2i , C2 =
8�

ijk

dijkλiλjλk

ЧислоЧисло операторовоператоров КазимираКазимира полупростойполупростой алгебрыалгебры ЛиЛи равноравно рангурангу

этойэтой группыгруппы kk

ЗамечаниеЗамечание:: ОператорОператор КазимираКазимира нене принадлежитпринадлежит алгебреалгебре ЛиЛи



ИнтегралИнтеграл попо группегруппе ЛиЛи

Напомним: для конечной группы

N�

g∈G
−→

�

G

dµ
??

�

i

f(gi) =
�

i

f(ggi) ∀g ∈ G

U(1): UU == eeiiαα ∈∈ UU ((11)),, αα ∈∈ [[00,, 22ππ]] ff ((αα)) == ff ((αα ++ 22ππ))

Инвариантность интеграла по группе U(1) относительно левого умножения

Для произвольной компактной группы Ли существует единственная

левоинвариантная мера интегрирования по группе (мера Хаара):

U(α′)U(α) = eiα
′

eiα = ei(α
′+α)

2π�

0

dαf(α) =

2π�

0

dαf(α′ + α)

�

G

dµ(g)f(g′g) =

�

G

dµ(g)f(g), dµ(g′g) = dµ(g) ∀g, g′ ∈ G

�

G

µ(g) = 1 мера Хаара на S1: µµ((αα)) ==
11

22ππ
ddαα



ИнвариантнаяИнвариантная метрикаметрика нана группегруппе::

ds2(g′g1, g′g2) = ds2(g1, g2) = ds2(e, g2g
−1
1 )

SU(2): 

ГрупповоеГрупповое пространствопространство SU(2)SU(2):: сферасфера SS3 3 ((x, q, f)x, q, f)

UU ((zz11 ,, zz22)) ==

��
zz11 −− ¯̄zz22
zz22 ¯̄zz11

��
∈∈ SSUU ((22)),, ((zz11 ,, zz22)) ∈∈ CC22,, ||zz11 ||22 ++ ||zz22||22 == 11

ЗамечаниеЗамечание:: заданиезадание метрикиметрики вв окрестностиокрестности групповойгрупповой единицыединицы

однозначнооднозначно задаетзадает ееее нана всейвсей группегруппе

В локальных координатах на группе xi: ds2 = aij(�x)dxidxj = aij(�0)dxidxj

НапомнимНапомним:: генераторгенератор алгебрыалгебры ЛиЛи определенопределен каккак Ti =
∂g(�x)

∂xi

����
	x=0

�x

aij(�0) = Tr (Ti Tj) aaiijj ((��xx)) == TTrr
����

∂∂iigg((��xx)) ·· gg((��xx))−−11
�� ��

∂∂jjgg((��xx)) ·· gg((��xx))−−11
��		

ds2 = Tr
�
(dg) · g−1 · (dg · g−1)

	
= Tr [dg−1 · dg]

ξ = π/2 −→ S3 
→ S2

zz11 == xx11 ++ iixx22 == ccooss ξξ ++ ii ssiinn ξξ ccooss θθ zz22 == xx33 ++ iixx44 == ssiinn ξξ ssiinn θθeeiiϕϕ



UU ((θθ,, ϕϕ,, ξξ)) ==




ccooss ξξ ++ ii ssiinn ξξ ccooss θθ −− ssiinn ξξ ssiinn θθee−−iiϕϕ

ssiinn ξξ ssiinn θθeeiiϕϕ ccooss ξξ −− ii ssiinn ξξ ccooss θθ

��

∈∈ SSUU ((22))

ЗадачаЗадача:: показать, что метрика на группе SU(2) в этом случае есть

ddss22 == TTrr [[ddUUddUU ††]] == ddξξ22 ++ ssiinn22 ξξ((ddθθ22 ++ ssiinn22 θθddϕϕ22))

ГиперсферическиеГиперсферические координатыкоординаты

Вспомогательный интеграл:

ΩΩnn ==
22ππnn//22

ΓΓ((nn//22))

ТелесныйТелесный уголугол вв nn--мерноммерном пространствепространстве

∞�

−∞

dx e−x
2

=
√

π

IInn ==

∞∞��

−−∞∞

ddnnxx eexxpp

��

−−
nn��

ii==11

xx22ii



==

∞∞��

−−∞∞

ddnnxx ee−−xx
22

11ee−−xx
22

22 .. .. .. ee−−xx
22

nn == ππnn//22

IInn ==== ΩΩnn

∞∞��

00

eexxpp((−−rr22))rrnn−−11ddrr ==
ΩΩnn

22
ΓΓ
��nn

22

��

n = 4 Ω4 = 2π2



- координаты на SS33

мерамера ХаараХаара нана SS33

UU ((zz11 ,, zz22)) ==

��
zz11 −− ¯̄zz22
zz22 ¯̄zz11

��
∈∈ SSUU ((22)),, ((zz11 ,, zz22)) ∈∈ CC22,, ||zz11 ||22 ++ ||zz22||22 == 11

x21 + x22 + x23 + x24 = 1

ЭлементЭлемент групповогогруппового объемаобъема::

Координаты на ��44

z1 = x1 + ix2 = r cos ξ + ir sin ξ cos θ

z2 = x3 + ix4 = r sin ξ sin θeiϕ

((ξξ,, θθ,, ϕϕ))

J =

����det
�

∂x1, ∂x2, ∂x3, ∂x4
r, ξ, θ, ϕ

����� = r3 sin2 ξ sin θ

dV = dx1dx2dx3dx4 = J drdξdθdϕ

мера Хаара на S3:

ЗадачаЗадача 1:1: ПриПри параметризациипараметризации сферысферы SS33 угламиуглами ЭйлераЭйлера

U(θ, ψ, ϕ) =



cos θ

2e
i
2
(ψ+ϕ) − sin θ

2e−
i
2
(ψ−ϕ)

sin θ
2e

i
2
(ψ−ϕ) cos θ

2e−
i
2
(ψ+ϕ)

�
z1 = r cos θ

2e
i
2
(ψ+ϕ)

zz22 == rr ssiinn θθ
22 ee

ii
22
((ψψ−−ϕϕ))

ПокажитеПокажите, , чточто мерамера ХаараХаара вв этомэтом случаеслучае естьесть

dµ(g) =
1

2π2
sin2 ξ sin θdξdθdϕ

ddµµ((gg)) == 11
88ππ22 ssiinn θθddθθψψ.. ddϕϕ

ЗадачаЗадача 22:: ОпределитеОпределите мерумеру ХаараХаара длядля группыгруппы SSO(3)O(3)

ЯкобианЯкобиан преобразованияпреобразования::



ЗамечаниеЗамечание::

ПростаяПростая группагруппа ЛиЛи:: группагруппа рангаранга r,r, единственнымиединственными подгруппамиподгруппами

которойкоторой являютсяявляются элементэлемент единицыединицы ии самасама группагруппа;;

ПолупростаяПолупростая группагруппа ЛиЛи:: группагруппа рангаранга r, r, нене содержащаясодержащая

связныхсвязных абелевыхабелевых нормальныхнормальных подгруппподгрупп

КлассификацияКлассификация ВейляВейля--КартанаКартана

ПодалгебраПодалгебра КартанаКартана HH: : максимальныймаксимальный одновременноодновременно диагонализируемыйдиагонализируемый

наборнабор элементовэлементов вв полупростойполупростой алгебреалгебре ЛиЛи рангаранга rr

{{HH11 ,, HH22 ,, .. .. .. ,, HHrr}} [[HHii,, HHjj ]] == 00 ∀∀ii,, jj

ОсновнаяОсновная идеяидея классификацииклассификации ВейляВейля--КартанаКартана: : 

разбитьразбить всевсе элементыэлементы алгебрыалгебры ЛиЛи размерностиразмерности dimdim G = d G = d нана

(I) (I) образующиеобразующие подалгебыподалгебы КартанаКартана;; (II) (II) ееее ортогональноеортогональное дополнениедополнение::

Tr (Hi, Ta) = Tr (ad (Hi) · ad (Ta)) = 0

Tr (Hi, [Hj , Ta]) = Tr ([Hi, Hj ], Ta) = 0 [[HHii,, TTaa]] == iiffiiaabbTTbb

[Hi, Ta] = h
(i)
abTb, h

(i)
ab = ifiab = (h(i))†ab

Эрмитова матрица

размерности d-r

al G = {t1, t2, . . . td} = {H1, H2, . . . Hr} + {T1, T2, . . . Td−r}



Новый базис в подпространстве, ортогональном подалгебре Картана:

ДиагонализацияДиагонализация h
(i)
ab → (Uh(i)U−1)ab, Ta → UabTb, Hi → Hi

[[HHii ,, EEαα]] == ααiiEEαα

EEαα

Индекс a нумерует собственные значения матрицы Hi, 

ai – компоненты соответствующего (комплексного) вектора, размерности r

Базис Вейля-Картана: aaii – корневыекорневые векторавектора

SU(2)SU(2):: d=3, r=1d=3, r=1 H =
1

2
σ3, E+ =

1

2
(σ1 + iσ2), E− =

1

2
(σ1 − iσ2)

[[HH,, EE±±]] == ±±EE±±,, [[EE++ ,, EE−−]] == 22HH,, αα±± == ±±11

[Hi, Ta] = h
(i)
abTb, h

(i)
ab = ifiab = −ifiba = (h(i))†ab = −h

(i)∗
ab

H

-1                   0                 1

a+a--

ЗамечаниеЗамечание:: корневыекорневые векторавектора нене вырожденывырождены



ЗамечаниеЗамечание 11: : корневыекорневые векторавектора всегдавсегда действительныдействительны ((собственныесобственные

значениязначения антисимметричнойантисимметричной эрмитовойэрмитовой матрицыматрицы))

h(i)v = αiv, h(i)∗v∗ = −h(i)v∗ = αiv
∗

ЗамечаниеЗамечание 22: : корневыекорневые векторавектора всегдавсегда ходятходят парамипарами: : 

еслиесли ai -- корневойкорневой векторвектор, , тото ии --ai -- корневойкорневой векторвектор

[[EEαα,, EEββ ]] -- элементэлемент алгебрыалгебры

ai + bi --корневойкорневой векторвектор

→→ [Eα, Eβ] ∼ Eα+β

ai + bi -- нене корневойкорневой векторвектор

→→ [[EEαα ,, EEββ ]] == 00
ai + bi = 0= 0
→→ [[EEαα ,, EEββ ]] ∈∈ HH

ЗамечаниеЗамечание 44:: корникорни нене вырожденывырождены, , еслиесли ai –– простойпростой коренькорень, , тото

22ai нене можетможет бытьбыть корнемкорнем

TTrr (([[HHii,, EEαα ]]EEββ )) == TTrr ((EEαα [[EEββ ,, HHii ]])) ((ααii ++ ββii))TTrr ((EEααEEββ )) == 00

ЗамечаниеЗамечание 33:: операторыоператоры ортогональныортогональны еслиесли ихих корникорни нене совпадаютсовпадаютEEαα

[Hi, [Eα, Eβ]] = −[Eα, [Eβ, Hi]]− [Eβ , [Hi, Eα]] = (αi + βi)[Eα, Eβ ]

ИспользуяИспользуя тождествотождество ЯкобиЯкоби:: [[HHii,, EEαα]] == ααiiEEαα

Для любой алгебры Ли!



Каждый простой корень определяет sl(2) подалгебру группы G:

СкалярноеСкалярное произведениепроизведение вв пространствепространстве корнейкорней:       :       ((αα ·· ββ)) ==ααii ββii,, αα22 == ((αα ·· αα))

HHαα ==
22((ααii ·· HHii))

αα22

[[HHαα ,, EE±±αα]] == ±±22EE±±αα

[[EEαα ,, EE−−αα ]] == HHαα

[[HHii,, EEαα]] == ααiiEEαα

2(α · β)
α2

= 0,1, 2, . . . cosφ =
(α · β)

�
(α · α)(β · β) φ = {30◦, 45◦, 60◦, 90◦}

ЗамечаниеЗамечание:: матрицаматрица HHaa соответствуетсоответствует операторуоператору 22TT33 ии имеетимеет целыецелые

собственныесобственные значениязначения::

[Hα, Eβ] =
2 (α · β)

α2
Eβ

HHααEEββ ||mm == ((EEββHHαα ++ [[HHαα ,, EEββ ]]||mm ==
��

mm ++
22 ((αα ·· ββ))

αα22

��
||mm



БазисБазис ВейляВейля--КартанаКартана

[[HHii,, HHjj ]] == 00

NαβEα+β , if α + β is a root

0 в любом другом случае

ЗамечаниеЗамечание:: Tr (HiHj) = δij , Tr (HiEα) = 0, Tr (Eα, E−α) =
2

α2

СистемаСистема корневыхкорневых вектороввекторов вв пространствепространстве ��rr однозначнооднозначно

соответствуетсоответствует полупростойполупростой алгебреалгебре ЛиЛи

НаборНабор корневыхкорневых вектороввекторов конеченконечен, , онон нене содержитсодержит нулевыхнулевых элементовэлементов

ЕслиЕсли ии -- двадва простыхпростых корнякорня, , тото -- целоецелое числочисло

αα ββ

2(α · β)
α2

ЕслиЕсли ии -- двадва простыхпростых корнякорня, , тото -- тожетоже простойпростой коренькорень

αα ββ

β − 2α
(α · β)

α2

22((αα ·· HH ))

αα22
iiff αα ++ ββ == 00;;[[EEαα ,, EEββ ]] ==

[[HHαα ,, EEββ ]] ==
22 ((αα ·· ββ))

αα22
EEββ



SU(3)SU(3):: d=8, r=2, d=8, r=2, базисбазис алгебрыалгебры –– матрицыматрицы ГеллГелл--МанаМана llii ,,

�
λi
2

,
λj
2

�
= ifijk

λk
2

,

ПодалгебраПодалгебра КартанаКартана:: HH == {{HH11 ,, HH22}} ==
��

λλ33√√
22

,,
λλ88√√
22

��

StepStep operatorsoperators:: EE±±αα11 ==
11

22
((λλ11 ±± λλ22)) == TT±± EE±±αα22 ==

11

22
((λλ66 ±± λλ77)) == UU±±

EE±±αα33 ==
11

22
((λλ44 ±± λλ55)) == VV±±

SU(3) SU(3) →→ 3   3   SU(SU(22))

Tr (HiHj) = δij ,˜Tr (EαaE−αb) = δab

λλ11 ==




00 11 00
11 00 00
00 00 00



 ,, λλ22 ==




00 −−ii 00
ii 00 00
00 00 00



 ,, λλ33 ==




11 00 00
00 −−11 00
00 00 00



 ,, λλ44 ==




00 00 11
00 00 00
11 00 00



 ,,

λ5 =




0 0 −i
0 0 0
i 0 0



 , λ6 =




0 0 0
0 0 1
0 1 0



 , λ7 =




0 0 0
0 0 −i
0 i 0



 , λ8 =
1√
3




1 0 0
0 1 0
0 0 −2



 ,



[H1, E±α1 ] = ±
√
2E±α1 ; [H2, E±α1 ] = 0

КоммутационныеКоммутационные соотношениясоотношения ((проверитьпроверить!):!):

[[HH11,, EE±±αα22 ]] == ∓∓ 11√√
22

EE±±αα22 ;; [[HH22 ,, EE±±αα22 ]] == ±±
��

33

22
EE±±αα22

[[HH11,, EE±±αα33 ]] == ±± 11√√
22

EE±±αα33 ;; [[HH22 ,, EE±±αα33 ]] == ±±
��

33

22
EE±±αα33

КорниКорни su(3):su(3): αα11 == ((
√√
22,, 00));; αα22 == ((−− 11√√

22
,,

��
33

22
));; αα33 == ((

11√√
22

,,

��
33

22
))

a1

H1

H2

-a1

a2

-a2

a3

-a3

ЗамечаниеЗамечание 11::

ЗамечаниеЗамечание 22::

αα33 == αα11 ++ αα22

α2i = 2

[[EEαα11 ,, EE−−αα11 ]] ==
√√
22HH11

[[EEαα22 ,, EE−−αα22 ]] == −− 11√√
22

HH11 ++

��
33

22
HH22

[[EEαα33 ,, EE−−αα33 ]] ==
11√√
22

HH11 ++

��
33

22
HH22



•• ПодалгебраПодалгебра КартанаКартана::

SU(3)SU(3) -- КорниКорни ии весавеса

H = {H1, H2} =





1√
2




1 0 0
0 −1 0
0 0 0



 ,
1√
2
√
3




1 0 0
0 1 0
0 0 −2










СобственныеСобственные векторавектора ии собственныесобственные значениязначения подалгебрыподалгебры КартанаКартана::

v1 =




1
0
0



 , v2 =




0
1
0



 , v3 =




0
0
1




HH11vv22 == −− 11√√

22
vv22 ,, HH22vv22 == 11√√

22
√√
33

vv22

HH11vv11 ==
11√√
22

vv11 ,, HH22vv11 == 11√√
22
√√
33

vv11

H1v3 = 0, H2v3 = −
√
2√
3

v3

ВесаВеса фундаментальногофундаментального представленияпредставления su(3)su(3)::

КорниКорни su(3)su(3) дуальныдуальны весамвесам::

α1 = µ1−µ2 = (
√
2, 0); α2 = µ2−µ3 = (− 1√

2
,

�
3

2
); α3 = µ1−µ3 = (

1√
2

,

�
3

2
)

µ1 =

�
1√
2

,
1√
2
√
3

�
, µ2 =

�
− 1√

2
,

1√
2
√
3

�
, µ3 =




0, −
√
2√
3

�

Фундаментальный триплет (кварки)



a1

H1

H2

-a1

a2

-a2

a3

-a3

Весовая диаграмма представленийКорневаяКорневая диаграмма 3 представления

Фундаментальный анти-триплет 3̄ v1 =




−1
0
0



 , v2 =




0
−1
0



 , v3 =




0
0
−1





3 , 3̄

m1

H1

H2

m2 



m3







Приводимое представление (сингет + октет) - мезоны (кварк-антикварк)3⊗ 3̄ = 1⊕ 8

µ1 =
�
1√
2
, 1√

2
√
3

�

µ2 =
�
− 1√

2
, 1√

2
√
3

�

µ3 =
�
0, −

√
2√
3

�

= (0, 0)+
�√

2, 0
�
+



1√
2

,

√
3√
2

�

+
�
−
√
2, 0

�
+(0, 0)+




− 1√
2

,

√
3√
2

�

+




− 1√
2

,−
√
3√
2

�

+



1√
2
−
√
3√
2

�

+(0, 0)

 �
1√
2

,
1√
2
√
3

�
,

�
− 1√

2
,

1√
2
√
3

�
,




0, −
√
2√
3

�!

⊕
 

−
�

1√
2

,
1√
2
√
3

�
, −

�
− 1√

2
,

1√
2
√
3

�
, −




0, −
√
2√
3

�!

ЗадачаЗадача:: НарисуйтеНарисуйте сооответствующуюсооответствующую весовуювесовую диаграммудиаграмму длядля октетаоктета



ИИ ещееще одноодно представлениепредставление SU(3)SU(3)::

H = {H1, H2} =





1

2




1 0 0
0 −1 0
0 0 0



 ,
1

2




0 0 0
0 1 0
0 0 −1










Eα1 =




0 1 0
0 0 0
0 0 0



 , Eα2 =




0 0 1
0 0 0
0 0 0



 , Eα3 =




0 0 0
0 0 1
0 0 0



 , E−αi = (Eαi)
†

StepStep operatorsoperators::

ПодалгебраПодалгебра КартанаКартана::

ВесаВеса представленияпредставления: : 

СобственныеСобственные векторавектора подалгебрыподалгебры КартанаКартана::

µ1 =

�
1

2
, 0

�
, µ2 =

�
−1

2
,
1

2

�
, µ3 =

�
0, −1

2

�

v1 =




1
0
0



 , v2 =




0
1
0



 , v3 =




0
0
1





КорниКорни su(3)su(3) дуальныдуальны весамвесам::

a1

H1

H2

-a1
-a2

a2

a3

-a3

α1 = µ1 − µ2 = (1, −1

2
)

α2 = µ3 − µ2 = (
1

2
, −1)

α3 = µ1 − µ3 = (
1

2
,
1

2
)



МатрицаМатрица КартанаКартана:: KKaabb ==
22((ααaa ·· ααbb))

αα22bb

УголУгол междумежду двумядвумя корневымикорневыми векторамивекторами aa ииab :: ccooss φφ == −− 11

22

��
KKaabbKKbbaa

ОтношениеОтношение длиндлин двухдвух корневыхкорневых вектороввекторов aa ииab ::
α2a
α2b

=
Kab

Kba

ДиагональныеДиагональные элементыэлементы нене содержатсодержат никакойникакой информацииинформации:: Kaa = 2

((ααaa ·· ααbb)) ≤≤ 00

KabKba = 4 cos2 φ, Kab = {0, −1, −2, −3} ∀a �= b

ЗамечаниеЗамечание 11:: матрицаматрица КартанаКартана группыгруппы SU(2) SU(2) тривиальнатривиальна, , K=2K=2

ЗамечаниеЗамечание 22:: матрицаматрица КартанаКартана группыгруппы SU(3) SU(3) имеетимеет видвид

��
22 −−11
−−11 22

��

ЗадачаЗадача:: чточто этоэто заза группагруппа? ? 

КакаяКакая уу неенее матрицаматрица КартанаКартана??



ДиаграммыДиаграммы ДынкинаДынкина

TheThe RulesRules of of thethe GameGame: : 

КаждомуКаждому изиз r r корнейкорней сопоставляетсясопоставляется кружоккружок:           :           

КаждыйКаждый изиз кружковкружков соединяетсясоединяется сс другимдругим линиямилиниями :           :           KKaabbKKbbaa

ЕслиЕсли ,,тото соответствующиесоответствующие корникорни имеютимеют различнуюразличную

длинудлину. . ВВ этомэтом случаеслучае нана диаграммедиаграмме ставитсяставится стрелкастрелка, , направленнаянаправленная

отот ««длинногодлинного»» корнякорня кк ««короткомукороткому»» :        :        

KKaabbKKbbaa == 22,, 33

ЧислоЧисло линийлиний нене превышаетпревышает 3, 3, петельпетель нене существуетсуществует

ЕслиЕсли корникорни ортогональныортогональны, , тото линийлиний междумежду ниминими нетнет:           :           

КакаяКакая этоэто группагруппа??

КакаяКакая этоэто группагруппа??

КакаяКакая этоэто группагруппа??

КакаяКакая этоэто группагруппа??



ДиаграммыДиаграммы ДынкинаДынкина

Тип An  :   su(n+1)

1                2                   3                       n1                2                   3                       n--1               n1               n

Тип Bn : so(2n+1)

1                2                   3                       n1                2                   3                       n--1               n1               n

Тип Cn : sp(2n)

1                2                   3                       n1                2                   3                       n--1               n1               n

Тип Dn : so(2n)

nn--11

nn

Тип En  n=6,7,8:

1                2                   3                       n1                2                   3                       n--22

nn--1               n1               n1                 3                   4                    51                 3                   4                    5

22

Тип F4 :

1                 2                  3                   41                 2                  3                   4

Тип G2 :

1                21                2



ВесаВеса ::

ЕщеЕще одинодин примерпример: : SO(4)SO(4)
OTO = I4

ПодалгебраПодалгебра КартанаКартана::d=6, r=2d=6, r=2

КорниКорни so(4):so(4):

МатрицаМатрица КартанаКартана::









K =

�
2 0
0 2

�

ГруппаГруппа soso(4)(4) факторизуетсяфакторизуется каккак

H = {H1, H2} =











1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1




 ,






0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0











v1 =






1
0
0
0




 , v2 =






0
1
0
0




 , v3 =






0
0
1
0




 , v4 =






0
0
0
1




СобственныеСобственные векторавектора::

µ1 = (1, 0), µ2 = (0, 1), µ3 = (0, −1), µ4 = (−1, 0)

α1 = µ1−µ2,= (1,−1), α2 = µ2−µ1 = (−1, 1), α3 = µ2+µ1 = (1, 1), α4 = −µ1−µ2 = (−1,−1)

H2

H1

StepStep operatorsoperators::

Eα1 =











0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0




 , Eα3 =






0 0 1 0
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0










, Eα2 = ET

α1
, Eα4 = ET

α3

so(2)⊕ so(2)



.. .. ии последнийпоследний примерпример: : EE88

d=248, r=8d=248, r=8

1                 3                   4                   1                 3                   4                   5                 6                 7                 85                 6                 7                 8

22

112 весов для базисных векторов vTi = (±1,±1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

128 весов для базисных векторов
++

vTj = (±1
2 ,±1

2 ,±1
2 ,±1

2 ,±1
2 ,± 1

2 ,±1
2 ,±1

2)

3d проекция 2d  проекция



ПространственныеПространственные симметриисимметрии ии группыгруппы

ГруппаГруппа ГалилеяГалилея:: Галилео Галилей

(1564-1642)

ТрансляцииТрансляции::




��rr′′

tt′′

11



 ==




RR ��vv ��rr00
00 11 ττ
00 00 11








��rr
tt
11





��rr 

→→ ��rr′′ == ��rr ++ ��rr00

3d 3d вращениявращения::

СдвигСдвиг вово временивремени:: tt 

→→ tt′′ == tt ++ ττ

ДвижениеДвижение сс постояннойпостоянной скоростьюскоростью:: ��rr 

→→ ��rr′′ == ��rr ++ ��vvtt

��rr 

→→ ��rr′′ == RR ��rr,, RR ∈∈ OO((33))

66--параметрическаяпараметрическая группагруппа ГалилеяГалилея

Пространственно-временные симметрии механики Ньютона

(и квантовой механики!)

rr22 == xx22 ++ yy22 ++ zz22 == ccoonnsstt

∈∈ GGLL((55,,RR)) ∼∼ OO((33)) ⊕⊕ RR33 ⊕⊕ RR11



Гиперболические вращения:

44--векторвектор пространствапространства МиньковскогоМиньковского:                         :                         

ГруппаГруппа ЛоренцаЛоренца Хендрик Лоренц

(1853-1928)

(ct, x, y, z) = xµ

ИнвариантнаяИнвариантная билинейнаябилинейная формаформа:                         :                         

xµxµ = gµνxνxµ = −x20 + x2 + y2 + z2 = const

ПреобразованияПреобразования ЛоренцаЛоренца ((бустбуст):):






cctt′′

xx′′

yy′′

zz′′




 ==






γγ ββγγ 00 00
ββγγ γγ 00 00
00 00 11 00
00 00 00 11











cctt
xx
yy
zz






ββ ==
vv

cc
,, γγ ==

11
��
11 −− ββ22

ЗамечаниеЗамечание:: γγ22 −− ββ22γγ22 == 11

γγ == ccoosshh θθ,, ββγγ == ssiinnhh θθ

xx′′00 == xx00 ccoosshh θθ ++ xx ssiinnhh θθ;; xx′′ == xx00 ssiinnhh θθ ++ xx ccoosshh θθ

ИнфинитезимальныйИнфинитезимальный бустбуст::

xµ → x′µ = Λx(θ) · xµ

Λx(δθ)

����
θ≪1

=






1 δθ 0 0
δθ 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1








Генератор буста вдоль оси x:

Конечное преобразование Лоренца:

НапомнимНапомним:: матрицаматрица вращенийвращений вокругвокруг осиоси zz

СоответствующийСоответствующий генераторгенератор вращениявращения





ct′

x′

y′

z′



 =





1 0 0 0
0 cosφ sinφ 0
0 − sinφ cosφ 0
0 0 0 1









ct
x
y
z





−−iiJJ33 ==
ddRR33

ddϕϕ
..

��������
ϕϕ==00

==






00 00 00 00
00 00 11 00
00 −−11 00 00
00 00 00 00






Генераторы бустов вдоль осей y,z:

−iKx =
dΛx

dθ
|θ=0 =






0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0






e−iθKx =
�

n

(−iθKx)
n = I− iθKx +

1

2
(−iθKx)

2 + · · · = Λx(θ)

−−iiKKyy ==
ddΛΛyy

ddθθ
||θθ==00 ==






00 00 11 00
00 00 00 00
11 00 00 00
00 00 00 00




 ,, −−iiKKzz ==

ddΛΛzz

ddθθ
||θθ==00 ==






00 00 00 11
00 00 00 00
00 00 00 00
11 00 00 00








АлгебраАлгебра генераторовгенераторов вращенийвращений::

АлгебраАлгебра генераторовгенераторов бустовбустов??

6 генераторов группы Лоренца Ki, Jj, алгебра задана 3 наборами коммутаторов

ЗамечаниеЗамечание: : генераторыгенераторы вращенийвращений эрмитовыэрмитовы,              ,              , , аа генераторыгенераторы

бустовбустов антиэрмитовыантиэрмитовы,,

JJ †
†
ii == JJii

KK††
ii == −−KKii

JJii ==
11

22
σσii,, KKii ==

ii

22
σσii

[[JJii,, JJjj ]] == iiεεiijjkkJJkk ∈∈ ssuu((22))

[[KKii ,, KKjj ]] == −−iiεεiijjkkJJkk ,, [[JJii ,, KKjj ]] == iiεεiijjkkKKkk

ГенераторыГенераторы 66--параметрическойпараметрической

группыгруппы SL(2,SL(2,,,��))))

ПреобразованияПреобразования отраженияотражения

РР--инверсияинверсия:: TT--инверсияинверсия::





−−11 00 00 00
00 11 00 00
00 00 11 00
00 00 00 11






ГенераторыГенераторы вращенийвращений ии бустовбустов:: UU == ee
11

22
((iiσσ··θθ±±σσ··φφ)) + + ЛевыеЛевые спинорыспиноры

-- ПравыеПравые спинорыспиноры

Где правое нейтрино??






1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1








ГруппаГруппа ПуанкареПуанкаре::

Собственная ортохронная группа Лоренца: SO(3,1), det L = 1, L0
0 ≥1

ЛоренцЛоренц + 4+ 4--трансляциитрансляции = = симметриисимметрии СТОСТО

x · y = (Λx) · (Λy) gαβ = gµνΛ
µ
αΛ

ν
β

Метрический тензор симметричен, матрица преобразования Лоренца L
зависит от 16 -10 = 6 параметров

+Трансляции в ��44 : x′ = T (Λ, a)x = Λx + a

10-параметрическая группа Пуанкаре –
полупрямое произведение группы Лоренца и группы трансляций

ГенераторыГенераторы группыгруппы ПуанкареПуанкаре::

UU ((ΛΛ,, aa)) == ee
ii
22
εεµµννMM

µµνν

eeiiaaµµPP
µµ

== II ++
ii

22
εεµµννMMµµνν ++ iiaaµµPP µµ ++ .. .. ..

i[Mµν , Mρσ] = gµσMνρ + gνρMµσ − gµρMνσ − gνσMµρ,

АлгебраАлгебра:: i[Pµ, Mρσ] = gµρPσ − gµσPρ

[Pµ, Pν ] = 0

MMiijj == iiεεiijjkkJJkk ,, MM00ii == KKii



Операторы Казимира групы Лоренца:

CC11 ==
11

22
MMµµννMMµµνν == JJ 22 −−KK22 CC22 ==

11

44
εεµµννρρσσMMµµννMM ρρσσ == 22JJ ·· KK

Операторы Казимира групы Пуанкаре:

ЗамечаниеЗамечание:: [[CC11 ,, PPµµ ]] ��== 00,, [[CC22,, PPµµ]] ��== 00

ВекторВектор ПаулиПаули--ЛюбанскогоЛюбанского

[[PPµµ,, WWµµ]] == 00

ДомашнееДомашнее заданиезадание 11:: покажитепокажите, , чточто оператороператор CC22 коммутируеткоммутирует сосо

всемивсеми генераторамигенераторами группыгруппы ПуанкареПуанкаре

CC11 == PPµµPP µµ == mm22 CC22 == WWµµWWµµ WWµµ ==
11

22
εεµµννρρσσMMννρρPPσσ

ДомашнееДомашнее заданиезадание 22:: покажитепокажите, , чточто CC22 = = -- mm22 s(s+1), s(s+1), гдегде s s –– собственноесобственное

значениезначение оператораоператора угловогоуглового моментамомента вв системесистеме покояпокоя,, JJ22 =s(s+1)=s(s+1)

БезмассовыеБезмассовые состояниясостояния::

спиральностьспиральностьЭлементарнаяЭлементарная частицачастица: : объект, волновая функция

которого соответствует неприводимому представлению

группы Пуанкаре

m2 = 0, E2 − p2 = 0, Wµ = hPµ



ГруппаГруппа конформныхконформных перобразованийперобразований

xµ → x′µ, gµν(x)→ g′µν(x
′) = Ω2(x)gµν(x)

ДилатацииДилатации:: xxµµ 

→→ λλxxµµ

r1 r2

q
s1

s2

θθ ==
ss11
rr11

==
ss22
rr22

dl2 = dr2 + r2dθ2 
→ λ−2(dr2 + r2dθ2) =

= dr′2 + r′2dθ2 = dl′2

1+1 1+1 dimdim:: gµν = ηµν = diag (−1, 1)

Координаты светового конуса (c=1) xx±± == xx ±± tt

Конформное преобразование координат (сохраняющее углы между кривыми)

xx±± == ttaann σσ±±,, σσ±± ∈∈ [[−−ππ
22 ,, ππ

22 ]]

ΩΩ22 ==ccooss22xx++ ccooss2
2xx−−ds2 = dx+dx− 
→ ds′2 = cos2 x+ cos2 x−ds2 = dσ+dσ−

xµ → x′µ, gµν(x)→ g′µν(x
′) = Ω2(x)gµν(x)



КонформныеКонформные преобразованияпреобразования:: xxµµ →→ xx′′µµ ,, ggµµνν ((xx)) 

→→ ΩΩ22((xx))ggµµνν ((xx))

ИнфинитезимальныеИнфинитезимальные конформныеконформные преобразованияпреобразования::

em = const → c(x)= 0             трансляции Pm

em = xn wmn → c(x)= 0                 вращения Mmn

em =l xm → c(x) =2l                       дилатации D

em =2(an xn) xm - (xn xn) am → c(x) = (an xn) ,       an - произвольный вектор

специальные конформные преобразования K

xµ 
→ x′µ = xµ + ǫµ(x); δgµν = ∂µǫν + ∂νǫµ = c(x)δµν
Ω(x) = 1 +

c(x)

2

xµ
K−→ xµ + aµx2

1 + 2a · x + a2x2



ИнверсияИнверсия II

СпециальноеСпециальное конформноеконформное преобразованиепреобразование::

ИнверсияИнверсия:: xµ 
→ x′µ =
xµ
x2

xxµµ 

→→
xxµµ
xx22

++ ТрансляцияТрансляция xxµµ 

→→
xxµµ

xx22
++ aaµµ

++ ИнверсияИнверсия IIII xxµµ 

→→
xxµµ

xx22
++ aaµµ 

→→

xxµµ
xx22 ++ aaµµ

�� xxµµ
xx22 ++ aaµµ

��22 ==
xxµµ ++ aaµµxx22

11 ++ 22((aaµµxxµµ)) ++ aa22xx22))

ГенераторыГенераторы конформнойконформной группыгруппы вв пространствепространстве МиньковскогоМиньковского::

4 4 генераторагенератора трасляцийтрасляций

6 6 генераторовгенераторов группыгруппы ЛоренцаЛоренца

1 1 генераторгенератор дилатацийдилатаций

4 4 генераторагенератора СКПСКП

15 15 генераторовгенераторов конформнойконформной группыгруппы

SO(4,2)SO(4,2)

ПсевдоортогональнаяПсевдоортогональная группагруппа SO(p,q)




