
ТеорияТеория группгрупп ии осцилляторосциллятор

x=-a x=a

ЗамечаниеЗамечание:: в положении равновесия система
инвариантна относительно отражений x → - x

Вопрос: какиекакие ограниченияограничения этоэто

накладываетнакладывает нана динамикудинамику??

ДвеДве основныеосновные модымоды колебанийколебаний:: II в фазе IIII в противофазе

МодаМода II антисимметричнаантисимметрична относительноотносительно отраженийотражений, , модамода IIII -- симметричнасимметрична

УравненияУравнения движениядвижения:: m
d2x1

dx2
= −k(x1 − x2) m

d2x2

dx2
= −k(x2 − x1)

ВВ матричнойматричной формеформе::

X X –– гармоническаягармоническая функцияфункция:: XX == AA ccooss((ωωtt)) mmωω22AA == KKAA

mm
dd22XX

ddtt22
== −−KKXX,, XX ==

��
xx11
xx22

��
,, KK ==

��
kk −−kk

−−kk kk

��

АА являетсяявляется собственнымсобственным векторомвектором матрицыматрицы КК сс собственнымсобственным значениемзначением mmωω22



НапомнимНапомним:: системасистема инвариантнаинвариантна относительноотносительно отраженийотражений X X →→ -- XX

mmωω22AA == KKAA

Матрица отражений DD ==

��
00 −−11
−−11 00

��

ДинамикаДинамика системысистемы нене меняетсяменяется припри отраженияхотражениях:: DD−−11KKDD == KK

АА чточто заза группагруппа генерируетсягенерируется матрицейматрицей отраженийотражений?  ?  DD22 == II,, CC22 == {{ee,, dd}}

mm
dd22XX

ddtt22
== −−KKXX,, XX ==

��
xx11
xx22

��
,, KK ==

��
kk −−kk

−−kk kk

��

ВопросВопрос: : этоэто приводимоеприводимое илиили неприводимоенеприводимое представлениепредставление??

ПреобразованияПреобразования подобияподобия::

MMDD((ee))MM−−11 ==

��
11 00
00 11

��
,, MMDD((dd))MM−−11 ==

��
−−11 00
00 11

��
,, MM ==

11√√
22

��
11 11
11 −−11

��
,,

DD((ee)) ==

��
11 00
00 11

��
,, DD((dd)) ==

��
00 −−11
−−11 00

��

ИмеетсяИмеется 2 2 irrepsirreps:: {{DD((ee)) == 11,, DD((dd)) == 11}},, {{DD((ee)) == 11,, DD((dd)) == −−11}}



ДинамикаДинамика системысистемы нене меняетсяменяется припри отраженияхотражениях:: DD−−11KKDD == KK

DD−−11KKDD == KK,, KKDD == DDKKили Лемма Шура:            MMKKMM−−11 ==

��
aa 00
00 bb

��

СобственныеСобственные векторавектора КК:: A1 =

�
1
1

�
, A2 =

�
1
−1

�

симметричная мода антисимметричная мода

Физика: уравнения движения механической системы:

Симметрия:

Линейная алгебра:

Теория групп: irreps собственные вектора матрицы К:

KX = λX

DDXX == −−XX,, DD−−11KKDD == KK

MMDD((gg))MM−−11 ==

��
DD((11)) 00

00 DD((22))

��

AA11 == MM−−11

��
11
00

��
,, AA22 == MM−−11

��
00
11

��
D(i)



ГруппыГруппы ЛиЛи

ClosureClosure AssociativityAssociativity++ InverseInverse elementelement++ ++ Unit Unit elementelement

ПараметрыПараметры непрерывнойнепрерывной группыгруппы являютсяявляются координатамикоординатами

некоторогонекоторого топологическоготопологического пространствапространства, , точкамиточками которогокоторого

являютсяявляются элементыэлементы группыгруппы ЛиЛи

ГруппыГруппы ЛиЛи –– этоэто гладкиегладкие дифференцируемыедифференцируемые множествамножества

Множество M: пространство, которое локально выглядит как

евклидово пространство �n .  

МатричныеМатричные группыгруппы ЛиЛи::

M(a) ∈ G, M(a)M(b) =M(c) ∈ G, c = f(a, b)ClosureClosure

AssociativityAssociativity MM ((aa))[[MM ((bb))MM ((cc))]] == MM ((aa))MM ((ff ((bb,, cc)))) == [[MM ((aa))MM ((bb))]]MM ((cc))

== MM ((ff ((aa,, bb))))MM ((cc)),, ff ((aa,, ff ((bb,, cc)))) == ff ((ff ((aa,, bb)),, cc))

Unit Unit elementelement MM ((ee))MM ((aa)) == MM ((aa))MM ((ee)) == MM ((aa)),, ff ((ee,, aa)) == aa

InverseInverse elementelement MM ((aa−−11))MM ((aa)) == MM ((aa))MM ((aa−−11)) == MM ((ee)),, ff ((aa−−11 ,, aa)) == ee



ПримерПример:: 22хх параметрическаяпараметрическая группагруппа ЛиЛи преобразованийпреобразований координаткоординат

xx →→ xx′′ == aa11xx ++ aa22 ,, aa11 ,, aa22 ∈∈ RR

ClosureClosure

AssociativityAssociativity

xx′′′′ == aa11xx
′′ ++ aa22 == aa11((bb11xx ++ bb22)) ++ aa22 == aa11bb11xx ++ ((aa11bb22 ++ aa22))

xx′′′′ == bb11((aa11xx ++ aa22)) ++ bb22 == aa11bb11xx ++ bb11aa22 ++ bb22

cc11 == aa11bb11,, cc22 == aa11bb22 ++ aa22 ∈∈ RR
✓✓

✓✓

Unit Unit elementelement ✓✓xx′′ == xx,, aa11 == 11,, aa22 == 00

InverseInverse elementelement xx−−11 ==
xx

aa
−− aa22

aa11
✓✓

ЭтоЭто неабелеванеабелева группагруппа

Две группы Ли изоморфны, если соответствующие пространства

параметров топологически эквивалентны

xx′′′′′′ == aa11bb11((cc11xx ++ cc22)) ++ bb11aa22 ++ bb22 == aa11bb11cc11xx ++ aa11bb11cc22 ++ bb11aa22 ++ bb22



ЭкспоненциальноеЭкспоненциальное отображениеотображение:                      :                      

АлгебрыАлгебры ЛиЛи

ГрупповаяГрупповая единицаединица матричнойматричной группыгруппы ЛиЛи::

Разложение в ряд Тейлора в окрестности единицы: ( t ` 1)

MM ((tt)) == II ++
ddMM

ddtt

��������
tt==aa00

tt ++ OO((tt22)) == II ++ AAtt ++ OO((tt22)) МатрицаМатрица алгебрыалгебры ЛиЛи

MM ((aa00)) == II ∈∈ GG

Физик: MM ((tt)) == II −− iiAAtt ++ OO((tt22))

MM ((tt)) == eeAAtt

УсловиеУсловие унитарностиунитарности::

МатрицаМатрица AA антиунитарнаантиунитарна

M(t) = e−iAt, A† = A

АлгебраАлгебра ЛиЛи задаетзадает кривуюкривую нана групповомгрупповом пространствепространстве

M †M = I =⇒ e(A
†+A)t = I =⇒ A† + A = 0, A† = −A

MM ((tt)) == MM11((tt))MM22((tt)) == eeAA11tteeAA22tt == II ++ ((AA11 ++ AA22))tt ++ OO((tt22))

ПроизведениеПроизведение элементовэлементов группыгруппы ↔↔ суммасумма элементовэлементов алгебрыалгебры

A ∈ g, M ∈ G



АлгебрыАлгебры ЛиЛи

АлгебраАлгебра ЛиЛи –– этоэто линейноелинейное векторноевекторное пространствопространство сс операциейоперацией

коммутациикоммутации ееее элементовэлементов:: [A[A11, A, A
22] = A] = A

11AA2  2  -- AA22AA1 1 =  =  -- [A[A22, A, A
11]]

ξξ ==
√√
tt

I

MM22((ξξ))

MM−−11
11 ((ξξ))

MM−−11
22 ((ξξ))

MM11((ξξ))

M(t) =M1(ξ)M2(ξ)M
−1
1 (ξ)M−1

2 (ξ)

MM11((ξξ)) == II ++ AA11ξξ ++ αα11ξξ
22 ;; MM22((ξξ)) == II ++ AA22ξξ ++ αα22ξξ

22

MM−−11
11 ((ξξ)) == II −− AA11ξξ −− ββ11ξξ

22 ;; MM22((ξξ)) == II −− AA22ξξ −− ββ22ξξ
22

MM11((ξξ))MM
−−11
11 == MM22((ξξ))MM

−−11
22 == II

((II ++ AA11ξξ ++ αα11ξξ
22))((II −− AA11ξξ −− ββ11ξξ

22)) == II ((II ++ AA22ξξ ++ αα22ξξ
22))((II −− AA22ξξ −− ββ22ξξ

22)) == II

ββ11 == αα11 −− AA2211 ;; ββ22 == αα22 −− AA2222

ВоВо второмвтором порядкепорядке попо xx ::

MM ((tt)) == ((II ++ AA11ξξ ++ αα11ξξ
22 ++ AA22ξξ ++ AA11AA22ξξ

22 ++ αα22ξξ
22))

××((II −− AA11ξξ −− ββ11ξξ
22 −− AA22ξξ ++ AA11AA22ξξ

22 ++ ββ22ξξ
22))

MM ((tt)) == II ++ AA11AA22ξξ
22 −− AA22AA11ξξ

22 == II ++ [[AA11 ,, AA22 ]]tt??



ФормулаФормула БейкераБейкера -- КэмпбеллаКэмпбелла -- ХаусдорфаХаусдорфа

eeAAeeBB == eeAA++BB++
11

22
[[AA,,BB ]]++......

ЗамечаниеЗамечание: : еслиесли [[AA,, BB ]] == 00,, eeAAeeBB == eeAA++BB

Предположим, что ∃∃CC ∈∈ gg,, eeAAeeBB == eeCC CC == lloogg((eeAAeeBB ))

llooggXX ==
∞∞��

kk==11

((−−11))kk−−11
kk

((XX −− 11))kk == ((XX −− 11))−− ((XX −− 11))22
22

++
((XX −− 11))33

33
++ .. .. ..

== AA++BB ++AABB ++
11

22
((AA22 ++BB22 ++ .. .. .. ))

�� ���� ��
kk==11

−− 11
22
((AA22 ++BB22 ++AABB ++BBAA++ .. .. .. ))
�� ���� ��

kk==22

·· ·· ·· == AA++BB++
11

22
[[AA,,BB]]++.. .. ..

log(eAeB) =

∞�

k=1

(−1)k−1
k

��

n,m

AnBm

n!m!
− 1

�k
=

ДомашнееДомашнее заданиезадание: : покажитепокажите,,чточто вв 33мм порядкепорядке

eA =

∞�

n=0

An

n!
= 1 + A +

A2

2
+ . . . , eB =

∞�

m=0

Bm

m!
= 1 + B +

B2

2
+ . . .

eeAAeeBB == eeAA++BB++
11

22
[[AA,,BB]]++ 11

1122
[[AA,,[[AA,,BB ]]]]++ 11

1122
[[BB,,[[BB,,AA]]]]++......



- структурные константы

ЗамкнутостьЗамкнутость::

АлгебрыАлгебры ЛиЛи

АлгебраАлгебра ЛиЛи образуетобразует линейноелинейное векторноевекторное пространствопространство:  :  

ααaa ++ ββbb == cc ∈∈ gg,, ∀∀aa,, bb ∈∈ gg,, ∀∀αα,, ββ ∈∈ CC

АнтисимметрияАнтисимметрия::

БилинейностьБилинейность:: [αa+ βb, c] = α[a, b] + β[b, c], ∀a, b, c ∈ g, ∀α, β ∈ C

ТождествоТождество ЯкобиЯкоби:: [[aa,, [[bb,, cc]]]] ++ [[bb,, [[cc,, aa]]]] ++ [[cc,, [[aa,, bb]]]] == 00

[[aa,, bb]] == −−[[bb,, aa]] ∈∈ gg,, ∀∀aa,, bb ∈∈ gg

ДоказательствоДоказательство: : заметимзаметим,,чточто

[[aa,, [[bb,, cc]]]] == aa[[bb,, cc]] −− [[bb,, cc]]aa == aabbcc −− aaccbb −− bbccaa ++ ccbbaa ++bbaacc −− bbaacc ++ccaabb −− ccaabb

== ((aabb −− bbaa))cc −− cc((aabb −− bbaa)) ++ bb((aacc −− ccaa)) −− ((aacc −− ccaa))bb

== [[aa,, bb]]cc −− cc[[aa,, bb]] ++ bb[[aa,, cc]] −− [[aa,, cc]]bb == [[[[aa,, bb]],, cc]] ++ [[bb,, [[aa,, cc]]]]
−−[[cc,, [[aa,, bb]] −− [[bb,, [[cc,, aa]]]]

АлгебраАлгебра ЛиЛи:               :               [[TTii ,, TTjj ]] == ffiijjkkTTkk ,, ∀∀TTii ∈∈ gg ffiijjkk



ГруппыГруппы ЛиЛи

НапомнимНапомним: : группагруппа SO(2) SO(2) –– абелеваабелева группагруппа вращенийвращений нана плоскостиплоскости

x

y

xx′′

yy′′

aa

!!rr →→ OO ·· !!rr ==
��
ccooss αα ssiinn αα
−− ssiinn αα ccooss αα

����
xx

yy

��
==

��
xx ccooss αα ++ yy ssiinn αα
−−xx ssiinn αα ++ yy ccooss αα

��
==

��
xx′′

yy′′

��
== !!rr′′

O ∈ SO(2), det O = 1α ∈ [0, 2π]

КомплексификацияКомплексификация:: zz == xx ++ iiyy

z = reiα → z′ = zeiβ = rei(α+β), U ∈ U(1) ∼= SO(2)

Унитарная абелева группа

ГрупповаяГрупповая единицаединица вв SO(2)SO(2):: II == OO((αα == 00)) ==

��
11 00
00 11

��
I

aa

Разложение в ряд Тейлора в окрестности единицы: (              )αα ≪≪ 11

Генератор SO(2)

преобразования

OO((αα)) == II ++
ddOO

ddαα

��������
αα==00

αα ++ OO((αα22)) == II −− iiααXX ++ OO((αα22))

O(α)O(β) = O(α+ β mod 2π)



OO ==

��
ccooss αα ssiinn αα
−− ssiinn αα ccooss αα

��

ЗамечаниеЗамечание::

−−iiXX ==
ddOO

ddαα

��������
αα==00

==

��
−− ssiinn αα ccooss αα
−− ccooss αα ssiinn αα

�� ��������
αα==00

==

��
00 11
−−11 00

��

XX22 == II

ee−−iiααXX ==
��

nn

((−−iiααXX ))
nn
== II −− iiααXX ++

11

22
((−−iiααXX))

22
++ ·· ·· ·· == OO((αα))

== II

��
11 −− 11

22
αα22 −− 11

44!!
αα44 ++ .. .. ..

��
−− iiXX

��
αα −− 11

33!!
αα33 ++ .. .. ..)) == II ccooss αα −− iiXX ssiinn αα

XX ==

��
00 −−ii

ii 00

��
,, XX == XX††

Проверка: РазложениеРазложение экспонентыэкспоненты вв рядряд вв окрестностиокрестности единицыединицы::

СобственныеСобственные векторавектора ии собственныесобственные значениязначения:: OO ·· !!vvii == λλii!!vvii ,, ii == 11,, 22

!!vv11 ==

��
11
ii

��
,, !!vv22 ==

��
ii

11

��
;;

��
ccooss αα ssiinn αα
−− ssiinn αα ccooss αα

����
11
ii

��
== eeiiαα

��
11
ii

��

��
ccooss αα ssiinn αα
−− ssiinn αα ccooss αα

����
ii

11

��
== ee−−iiαα

��
ii

11

��
ПреобразованияПреобразования подобияподобия::

OO ∼∼ SSOOSS−−11 ==

��
eeiiαα 00
00 ee−−iiαα

��
== DD((αα)),, SS ==

11√√
22

��
11 −−ii

−−ii 11

��

Матрица представления O(2) ВопросВопрос: : этоэто неприводимоенеприводимое представлениепредставление??



РассмотримРассмотрим изменениеизменение функциифункции координаткоординат припри ихих SO(2)SO(2) вращениивращении: : 

ff ((!!rr)) →→ ff ((OO!!rr)) == ff ((!!rr ++ ∆∆!!rr)) == ff ((!!rr)) ++

��
∆∆xx

∂∂

∂∂xx
++ ∆∆yy

∂∂

∂∂yy

��
ff ((!!rr)) ++ .. .. ..

OO ==

��
ccooss αα ssiinn αα
−− ssiinn αα ccooss αα

��
OO((δδαα))

��������
αα≪≪11

==

��
11 δδαα

−−δδαα 11

��

∆∆!!rr ==

��
∆∆xx

∆∆yy

��
== OO ·· !!rr −− !!rr ==

��
yy δδαα

−−xx δδαα

��

irrepsirreps SO(2)SO(2)::

УсловиеУсловие ортогональностиортогональности irrepsirreps SO(2)SO(2)::

χχ((nn)) == eeiinnαα ,, nn == 11,, 22 .. .. .. ,, αα ∈∈ [[00,, 22ππ]]

(χ(n), χ(m)) =
1

2π

2π	

0

dαe−inαe−imα = δnm

ИндуцированныйИндуцированный оператороператор угловогоуглового моментамомента::

== ff ((!!rr)) ++ δδαα

��
yy
∂∂

∂∂xx
−− xx

∂∂

∂∂yy

��
ff ((!!rr)) ++ .. .. ..

LL == yy
∂∂

∂∂xx
−− xx

∂∂

∂∂yy

ЗадачаЗадача: : найтинайти членчлен второговторого порядкапорядка вв разложенииразложении функциифункции ff ((!!rr ++ ∆∆rr))



МатрицыМатрицы вращенийвращений вв 33d d ортогональныортогональны::

ЗадачаЗадача 1:1: покажитепокажите, , чточто припри этомэтом условииусловии собственнымисобственными значениямизначениями

матрицыматрицы ОО могутмогут бытьбыть толькотолько

ЗадачаЗадача 22:: покажитепокажите, , чточто любаялюбая ортогональнаяортогональная матрицаматрица сс точностьюточностью додо

преобразованияпреобразования подобияподобия O O →→ SOSSOS--11 эквивалентнаэквивалентна матрицематрице

АксиальнаяАксиальная параметризацияпараметризация вращенийвращений: : заданиезадание единичногоединичного векторавектора

, , задающегозадающего осьось вращениявращения, , ии уголугол

поворотаповорота yy вокругвокруг неенее. . 
!!nn == {{ssiinn θθ ccooss ϕϕ,, ssiinn θθ ssiinn ϕϕ,, ccooss θθ}}

∀∀OO ∈∈ OO((33)),, OO††OO == II

±±11,, ee±±iiθθ

OO ==




ccooss θθ ssiinn θθ 00
−− ssiinn θθ ccooss θθ 00
00 00 ±±11





θθ

ϕϕ

ψψ
OO!!nn == OO

OOiijj ((ψψ,, !!nn)) == ccooss ψψδδiijj ++ ((11 −− ccooss ψψ))nniinnjj −− ssiinn ψψεεiijjkknnkk

!!nn ∈∈ SS22 ,, θθ ∈∈ [[00,, ππ]],, ϕϕ ∈∈ [[00,, 22ππ]]

Группа SO(3) –группа вращений в трехмерном пространстве:                                 



jj!!rr →→ RR33((ϕϕ)) ·· !!rr ==




ccooss ϕϕ ssiinn ϕϕ 00
−− ssiinn ϕϕ ccooss ϕϕ 00
00 00 11








xx

yy

zz





−−iiXX33 ==
ddRR33

ddϕϕ
..

��������
ϕϕ==00

==




00 11 00
−−11 00 00
00 00 00





jj

qq

−−iiXX22 ==
ddRR22

ddθθ
..

��������
θθ==00

==




00 00 −−11
00 00 00
11 00 00





ff

!!rr →→ RR11((φφ)) ·· !!rr ==




11 00 00
00 ccooss φφ ssiinn φφ
00 −− ssiinn φφ ccooss φφ








xx

yy

zz





−−iiXX11 ==
ddRR11

ddφφ
..

��������
φφ==00

==




00 00 00
00 00 11
00 −−11 00





!!rr →→ RR22((θθ)) ·· !!rr ==




ccooss θθ 00 −− ssiinn θθ
00 11 00
ssiinn θθ 00 ccooss θθ








xx

yy

zz







[X1,X2] = X1X2 −X2X1 = −iX3

[X2, X3] = X2X3 −X3X2 = −iX1

[X3, X1] = X3X1 −X1X3 = −iX2

ГенераторыГенераторы группыгруппы SO(3): SO(3): коммутационныекоммутационные соотношениясоотношения

−iX2 =




0 0 −1
0 0 0
1 0 0





−iX3 =




0 1 0
−1 0 0
0 0 0





КоммутационныеКоммутационные соотношениясоотношения::

АлгебраАлгебра генераторовгенераторов SO(3):SO(3):

[[XXnn ,, XXmm ]] == −−iiεεnnmmkkXXkk

ЗамечаниеЗамечание:                           :                           , , напримернапример((XXnn))iijj == iiεεiijjnn−−iiXX11 ==




00 00 00
00 00 11
00 −−11 00





Очень Полезная Формула:

εεiijjkkεεnnmmkk == δδiinnδδjjmm −− δδiimmδδjjnn

ПарамеризацияПарамеризация

3 3 угламиуглами ((ЭйлерЭйлер))

(X1)ij = iεij1 = i




0 0 0
0 0 1
0 −1 0







РассмотримРассмотрим изменениеизменение функциифункции координаткоординат припри ихих SO(3)SO(3) вращениивращении: : 




1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ








cos θ 0 − sin θ
0 1 0
sin θ 0 cos θ








cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0
0 0 1








x

y

z





!r → R1(φ)R2(θ)R3(ϕ) · !r =

Инфинитеземальные вращения:

R1(δφ)

����
φ≪1

=




1 0 0
0 1 δφ
0 −δφ 1



 R2(δθ)

����
θ≪1

=




1 0 −δθ
0 1 0
δθ 0 1



 R3(δϕ)

����
ϕ≪1

=




1 δϕ 0
−δϕ 1 0
0 0 1





!r → R1(φ)R2(θ)R3(ϕ) · !r =




1 δφ −δθ
−δφ 1 δϕ

δθ −δϕ 1








x

y

z



 =




x+∆x

y +∆y

y +∆z





∆x = y δφ− z δθ; ∆y = −x δφ+ z δϕ; ∆z = x δθ − y δϕ



ИзменениеИзменение произвольнойпроизвольной функциифункции координаткоординат припри вращенияхвращениях::

f(!r)→ f(O!r) = f(!r +∆!r) = f(!r) +

�
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y
+∆z

∂

∂z

�
f(!r) + . . .

∆x= y δφ− z δθ; ∆y =−x δφ+ z δϕ; ∆z = x δθ−y δϕ

∆f(!r) =

�
y
∂

∂x
− x

∂

∂y

�
δφ+

�
x
∂

∂z
− z

∂

∂x

�
δθ +

�
z
∂

∂y
− y

∂

∂z

�
δϕ

ОператорыОператоры угловогоуглового моментамомента вв квантовойквантовой механикемеханике::

== LLzzδδφφ ++ LLyyδδθθ ++ LLxxδδϕϕ

Lz = i�

�
y
∂

∂x
− x

∂

∂y

�
; Ly = i�

�
x
∂

∂z
− z

∂

∂x

�
; Lx = i�

�
z
∂

∂y
− y

∂

∂z

�

АлгебраАлгебра дифференциальныхдифференциальных операторовоператоров угловогоуглового моментамомента::

[[LLii ,, LLjj ]] == −−ii��εεiijjkkLLkk ,, !!LL == !!rr ×× !!pp == !!rr ×× ((ii��∇∇))



ОператорОператор КазимираКазимира

НапомнимНапомним:: ПерваяПервая леммалемма ШураШура –– матрицаматрица, , коммутирующаякоммутирующая сосо всемивсеми

матрицамиматрицами irrepsirreps,, кратнакратна единичнойединичной. . 

КакаяКакая матрицаматрица коммутируеткоммутирует сосо всемивсеми генераторамигенераторами SO(3)SO(3) вращенийвращений? ? 

L2 = L2x + L2y + L2z; [L2, Li] = 0, i = 1, 2, 3

Оператор Казимира группы SO(3)

ЛестничныеЛестничные операторыоператоры:: L± = Lx ± iLy, L
†
± = L∓

[Lz, L±] = ±L± ; [L+, L−] = 2Lz

ЗадачаЗадача 11:: покажитепокажите, , чточто LL22 == LL22zz ++ LLzz ++ LL−−LL++ == LL22zz −− LLzz ++ LL++LL−−

ЗадачаЗадача 22:: покажитепокажите, , чточто вв сферическихсферических координатахкоординатах

−L2 = 1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2



Группа SU(2) –группа специальных унитарных преобразований: 2p ≠ 4p !

SU(2) :=
�
g ∈ GL(2,C), gg† = I2, det g = 1

�

g ∈ SU(2) −→ U =

�
a∗ −b∗
b a

�
, a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1

БазисБазис SU(2) SU(2) –– матрицыматрицы ПаулиПаули ::

σσ11 ==

��
00 11
11 00

��
,, σσ22 ==

��
00 −−ii

ii 00

��
,, σσ33 ==

��
11 00
00 −−11

��

ПроизведениеПроизведение:: σiσj = δij + iεijkσk

КоммутаторКоммутатор:: [[σσii ,, σσjj ]] == 22iiεεiijjkkσσkk

АнтиАнти--коммутаторкоммутатор::

ЗамечаниеЗамечание:: σσ11 ==
11

22
((EE11 ++ EE22)),, σσ22 ==

11

22ii
((EE11 −− EE22)),, σσ33 == HH

EE11 ==

��
00 11
00 00

��
,, EE22 ==

��
00 00
11 00

��
,, HH ==

��
11 00
00 −−11

��

{σi, σj} = σiσj + σjσi = 2δij



АлгебраАлгебра группыгруппы SU(N)SU(N)::

det U = 1, U = eaT , U ∈ G = SU(N), T ∈ g = su(n)

Очень Полезная Формула: llnn ddeettMM == TTrr llnnMM

ln detM = ln det






λ1 0 . . . 0 0
0 λ2 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 λn





= ln(λ1 λ2 . . . λn)

= lnλ1 + lnλ2 + . . . lnλn = Tr ln






λ1 0 . . . 0 0
0 λ2 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 λn





= Tr lnM

detM = 1 ln detM = 0 TTrr llnnMM == TTrr llnn eeaaTT == TTrr((aaTT )) == aaTTrr TT

СледСлед любойлюбой матрицыматрицы алгебрыалгебры группыгруппы SU(N)SU(N) равенравен 00



АлгебраАлгебра кватернионовкватернионов

I = −iσ1; J = −iσ2, K = −iσ3

Уильям Гамильтон

(1805-1865)

АлгебраАлгебра кватернионовкватернионов::

I J = I J = -- J I = K,   J K = J I = K,   J K = -- K J = I,   K I = K J = I,   K I = -- I K = JI K = J

II2 2 = = JJ2 2 = = KK2 2 = = -- 11

SU(2) – мультипликативная
подгруппа кватернионов



Проверка:

АлгебрыАлгебры ЛиЛи

БазисБазис алгебрыалгебры su(2) su(2) –– операторыоператоры,,

связанныесвязанные сс матрицамиматрицами ПаулиПаули :    :    ssii == −−
ii

22
σσii ,, [[ssii ,, ssjj ]] == εεiijjkksskk

ПроизвольноеПроизвольное преобразованиепреобразование SU(2)SU(2)::

АксиальнаяАксиальная параметризацияпараметризация вращенийвращений: : заданиезадание единичногоединичного векторавектора

, , задающегозадающего осьось вращениявращения, , ии уголугол

поворотаповорота ww вокругвокруг неенее: : 
!!nn == {{ssiinn θθ ccooss ϕϕ,, ssiinn θθ ssiinn ϕϕ,, ccooss θθ}}

!!ωω == ωω!!nn

UU ((!!ωω)) == eeωωiissii == ee−−ii
ωωii
22
σσii ∈∈ SSUU((22))

σiσj = δij + iεijkσk (ni · σi)(nj · σj) = δijninj = 1

UU ((!!nn)) == ee−−ii
ωω
22
nnii ··σσii == ccooss

ωω

22
−− ii((nnii ·· σσii)) ssiinn

ωω

22

ee−−iiαα((nnii··σσii)) ==
��

kk

((−−iiαα((nnii ·· σσii))))kk == II −− iiαα((nnii ·· σσii)) ++
11

22
((−−iiαα((nnii ·· σσii))))22 ++ ·· ·· ·· ==

== II

��
11 −− 11

22
αα22 −− 11

44!!
αα44 ++ .. .. ..

��
−−ii((nnii··σσii))

��
αα −− 11

33!!
αα33 ++ .. .. ..)) == II ccooss αα −− ii((nnii ·· σσii)) ssiinn αα

ωωii ·· σσii == ωω11σσ11 ++ ωω22σσ22 ++ ωω33σσ33 ==

��
ωω33 ωω11 −− iiωω22

ωω11 ++ iiωω22 −−ωω33

��



ПреобразованиеПреобразование поворотаповорота вокругвокруг третьейтретьей осиоси:: !!nn == ((00,, 00,, 11))

UU ((!!nn)) == ee−−ii
ωω
22
σσ33 == ccooss

ωω

22
−− iiσσ33 ssiinn

ωω

22
==

��
ccooss ωω22 −− ii ssiinn ωω

22 00
00 ccooss ωω22 ++ ii ssiinn ωω

22

��

ПодъемПодъем вв алгебруалгебру::

ПреобразованиеПреобразование SU(2)SU(2)::

!!VV == ((VV11 ,, VV22 ,, VV33)) ∈∈ RR33 ,, ��→→ VV == VVkk ·· σσkk ==
��

VV33 VV11 −− iiVV22
VV11 ++ iiVV22 −−VV33

��
==

��
ee−−ii

ωω
22 00
00 eeii

ωω
22

��

VV →→ UU ((ωω))VV UU−−11((ωω)) ==

��
ee−−ii

ωω
22 00
00 eeii

ωω
22

����
VV33 VV11 −− iiVV22

VV11 ++ iiVV22 −−VV33

����
eeii

ωω
22 00
00 ee−−ii

ωω
22

��

=

�
V3 (V1 − iV2)e

−iω

(V1 + iV2)e
iω −V3

�

((VV11 ++ iiVV22)) →→ ((VV11 ++ iiVV22))ee
iiωω

VV11 →→ VV11 ccooss ωω −− VV22 ssiinn ωω

VV22 →→ VV11 ssiinn ωω ++ VV22 ccooss ωω

ГруппыГруппы SU(2) SU(2) гомоморфнагомоморфна группегруппе SO(3)SO(3):: ff :: SSUU ((22)) ��→→ SSOO((33))

Ker f = ?



2p ≠ 4p !

ГрупповаяГрупповая единицаединица::

UU ((!!nn)) == ee−−ii
ωω
22
nnii··σσii == II22 ccooss

ωω

22
−− ii((nnii ·· σσii)) ssiinn

ωω

22
∈∈ SSUU((22))

UU ((ωω == 00)) == II22

UU ((ωω == 22ππ)) == −−II22 ,, UU ((ωω == 44ππ)) == II22 !!

ЦентрЦентр группыгруппы SU(2) SU(2) состоитсостоит изиз двухдвух элементовэлементов: : ZZ22 == {{−−II22 ,, II22}}

ПреобразованиеПреобразование SU(2)SU(2) –– параметризацияпараметризация угламиуглами ЭйлераЭйлера::

UU ((ϕϕ,, θθ,, ψψ)) == UUzz((ϕϕ))UUyy ((θθ))UUzz((ψψ)) == eeii
ϕϕ

22
σσ33eeii

θθ
22
σσ22 eeii

ψψ

22
σσ33 ==

=

�
ei 2 0
0 e−i 2

��
cos θ2 sin θ2
− sin θ2 cos θ2

��
ei

ψ

2 0

0 e−i
ψ

2

�

=

�
cos θ

2
e
i
2
(ψ+ϕ) sin θ

2
e−

i
2
(ψ−ϕ)

− sin θ2e
i
2
(ψ−ϕ) cos θ2e

− i
2
(ψ+ϕ)

�

00 ≤≤ θθ ≤≤ ππ,, 00 ≤≤ ϕϕ ≤≤ 22ππ,, 00 ≤≤ ψψ ≤≤ 44ππУгловые параметры:

ГрупповоеГрупповое пространствопространство SU(2)SU(2):: сферасфера SS33



ГруппаГруппа SO(3) SO(3) изоморфнаизоморфна факторфактор группегруппе SU(2)/ZSU(2)/Z22

Каждый элемент R группы SO(3) соответствует двум элементам

группы SU(2) (двойная накрывающая группа): f−1(R) = {U,−U}

ЗамечаниеЗамечание:: группагруппа SU(2)SU(2) содержитсодержит подгруппуподгруппу U(1):U(1): UU ((αα)) ==

��
ee−−

ii
22
αα 00

00 ee
ii
22
αα

��

СобственныеСобственные векторавектора матрицматриц SU(2) SU(2) –– спинорыспиноры::

ξ =

�
ξ1
ξ2

�
, ξ → ξ′ = Uξ, U ∈ SU(2)

ЭрмитовоЭрмитово скалярноескалярное произведениепроизведение:: ((ξξ,, ηη)) →→ ((UUξξ,, UUηη)) == ((UU ††UUξξ,, ηη)) == ((ξξ,, ηη))

БазисБазис::

��
1
0

�
,

�
0
1

��

UU ((22ππ,, 00,, 00)) == UU ((00,, 22ππ,, 00)) == UU ((00,, 00,, 22ππ)) == −−II

U(4π, 0, 0) = U(0, 4π, 0) = U(0, 0, 4π) = I



ГруппаГруппа SU(3)SU(3)

РазмерностьРазмерность группы d: число ее независимых элементов
(число координат, параметризующих групповое пространство)

GL(n, �)   → d=n2 GL(n, �)   → d=2n2 SL(n, �)   → d=n2 - 1

U(n)   → d=n2 SU(n)   → d=n2-1 SO(n)   → d=n(n-1)/2,

БазисБазис SU(SU(33) ) –– матрицыматрицы ГеллГелл--МанаМана ::

λ1 =




0 1 0
1 0 0
0 0 0



 , λ2 =




0 −i 0
i 0 0
0 0 0



 , λ3 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 0



 , λ4 =




0 0 1
0 0 0
1 0 0



 ,

λ5 =




0 0 −i
0 0 0
i 0 0



 , λ6 =




0 0 0
0 0 1
0 1 0



 , λ7 =




0 0 0
0 0 −i
0 i 0



 , λ8 =
1√
3




1 0 0
0 1 0
0 0 −2



 ,

SSUU ((33)) ::==
��
UU ∈∈ SSLL((33,,CC))||UUUU †† == II33

��

Tr(λiλj) = δij

�
λi

2
,
λj

2

�
= ifijk

λk

2
,

f123 = 1, f147 = f246 = f257 = f345 = −f156 = −f367 = −
1

2
, f458 = f678 =

√
3

2



РангРанг группы k: число ее независимых диагональных

(коммутирующих) элементов – поалгебра Картана H

HSU(3) =

�
λ3

2
,
λ8

2

�

ЗамечаниеЗамечание:: алгебра su(3) может быть представлена как 3 su(2)

подалгебры TT±± == TT11 ±± iiTT22 ,, VV±± == VV11 ±± iiVV22 ,, UU±± == UU11 ±± iiUU22

UU11 ==
λλ66

22
,, UU22 ==

λλ77

22
,, UU33 ==

11

22




00 00 00
00 11 00
00 00 −−11





TT11 ==
λλ11

22
,, TT22 ==

λλ22

22
,, TT33 ==

λλ33

22
,, VV11 ==

λλ44

22
,, VV22 ==

λλ55

22
,, VV33 ==

11

22




11 00 00
00 00 00
00 00 −−11





Y =
λ8√
3

Гиперзаряд

АлгебраАлгебра ((линейнолинейно зависимаязависимая, , UU33==--TT33+V+V3 3 ))

[[TT33,, TT±±]] == ±±TT±±,, [[TT++,, TT−−]] == 22TT33,, [[UU33,, UU±±]] == ±±UU±±,, [[UU++,, UU−−]] == 22UU33 ==
33

22
YY−−TT33

[V3, V±] = ±V±, [V+, V−] = 2V3 =
3

2
Y + T3



ПредставленияПредставления группгрупп ии алгебралгебр ЛиЛи

Представление T группы G: отображение, ставящее элемент

группы G в соответствие оператору T действующему в линейном

векторном пространстве V в согласовании с групповыми аксиомами: 

T (a+ b) = T (a) + T (b), ∀a, b ∈ g, T (a) ∈ V

T (αa) = αT (a), ∀a ∈ g, α ∈ C

T ([a, b]) = [T (a), T (b)] T (I+ ǫa) ≈ I+ ǫT (a)

ЗамечаниеЗамечание:: нене всякоевсякое представлениепредставление группыгруппы генерируетгенерирует представлениепредставление алгебрыалгебры

ДействительноеДействительное представлениепредставление:: V V –– действительноедействительное пространствопространство

УнитарноеУнитарное представлениепредставление:: T(gT(g)) –– унитарныйунитарный оператороператор

ЗамечаниеЗамечание:: длядля компактыхкомпактых группгрупп ЛиЛи любоелюбое конечномерноеконечномерное представлениепредставление

эквивалентноэквивалентно унитарномуунитарному представлениюпредставлению

ФундаментальноеФундаментальное представлениепредставление:: неприводимоенеприводимое конечномерноеконечномерное

представлениепредставление группыгруппы G G сс матричнойматричной размерностьюразмерностью nn

Rk œ SO(3) → n=3 σk œ SU(2) → n=2 lk œ SU(3) → n=3 Rk œ SO(4) → n=? 



ПрисоединенноеПрисоединенное представлениепредставление группыгруппы ЛиЛи: : отображение, ставящее

элемент U группы G в соответствие линейному оператору T(U),

действующему в ее алгебре g:

TT ((UU ))aa ::== UU aa UU−−11 ,, ∈∈ gg ∀∀aa ∈∈ gg,, UU ∈∈ GG

ПреобразованиеПреобразование элементаэлемента группыгруппы GG::UU ((aa)) == eeaatt == II ++ aatt ++ .. .. ..

КомпозицияКомпозиция:: TT ((UU11 ,, UU22)) aa == ((UU11UU22)) aa ((UU11UU22))
−−11 == UU11UU22 aa UU

−−11
22 UU−−11

11 ==

== UU11((UU22 aa UU
−−11
22 ))UU−−11

11 == TT ((UU11))TT ((UU22)) aa

UU UU ((aa))UU−−11 == UU ((II ++ aatt ++ .. .. .. )) UU−−11 == II ++ ttUU aa UU−−11 == eeaa
′′tt ,, aa′′ == UU aa UU−−11 ∈∈ gg

ДействиеДействие оператораоператора ТТ определеноопределено коммутациейкоммутацией элементовэлементов алгебрыалгебры

TT ((UU )) bb == UU ((aa)) bb UU−−11((aa)) == ((II++ aatt++ .. .. .. )) bb ((II−− aatt++ .. .. .. )) == bb++ tt[[aa,, bb]] ++ .. .. .. ∀∀aa,, bb ∈∈ gg

ДействиеДействие нана генераторыгенераторы группыгруппы:                :                

МатрицыМатрицы присоединенногоприсоединенного представленияпредставления заданызаданы

структурнымиструктурными константамиконстантами группыгруппы::

T (ti)tj = T
(i)
kj tk = [ti, tj ] = fijktk

TT
((kk))
iijj

T
(k)
ij = fijk




