
Группа, элементами которой являются невырожденные матрицы, 

а групповой операцией – матричное умножение, называется

матричной группой

МатричныеМатричные группыгруппы

ЛинейноеЛинейное векторноевекторное пространствопространство наднад полемполем :  :  VV ((KK)) KK

∀∀��vv,, ��ww ∈∈ VV ,, ��uu == αα��vv ++ ββ ��ww ∈∈ VV ,, ∀∀αα,, ββ ∈∈ KK

ЗамечаниеЗамечание:: линейноелинейное векторноевекторное пространствопространство имеетимеет групповуюгрупповую структуруструктуру

относительноотносительно операцииоперации сложениясложения вектороввекторов, , еслиесли

((αα ++ ββ))��vv == αα��vv ++ ββ��vv;; αα((��vv ++ ��uu)) == αα��vv ++ ββ��uu :: ((ααββ))��vv == αα((ββ��vv))

0-вектор – единичный элемент: ��00 == 00��vv,, ��uu ++ ��00 == ��uu,, ∀∀��vv,, ��uu ∈∈ VV ((KK))

∀∀��vv,, ��uu ∈∈ VV ,, αα,, ββ ∈∈ KK

БазисБазис nn--мерногомерного векторноговекторного пространствапространства -- наборнабор n n линейнолинейно

независимыхнезависимых вектороввекторов
VV((KK))

��eekk ,, kk == 11,, 22,, .. .. .. nn,, ��vv == vvkk��eekk



ПреобразованияПреобразования базисабазиса векторноговекторного пространствапространства:: TT ·· ��eekk == ��eekkTTkkii == ��ee′′ii

T - Линейный оператор в пространстве VV ((KK))

TT ·· ((αα��xx ++ ββ��yy)) == αα((TT ·· ��xx)) ++ ββ((TT ·· ��yy)) ∀∀��xx,, ��yy ∈∈ VV ((KK)),, αα,, ββ ∈∈ KK

((ααTT11 ++ ββTT22)) ·· ��xx == αα((TT11 ·· ��xx)) ++ ββ((TT11 ·· ��xx)) ∀∀��xx,,∈∈ VV ((KK)),, αα,, ββ ∈∈ KK

Каждому линейному оператору T в n-мерном пространстве

соответствует квадратная матрица матричная группа

VV ((KK))
TTnnmm GGLL((nn,,KK))

БилинейнаяБилинейная формаформа нана пространствепространстве ::VV((KK))ff ((��xx,, ��yy))

ff ((αα��xx ++ ββ��yy,, ��zz)) == ααff ((��xx,, ��zz)) ++ ββff ((��yy,, ��zz)) ff ((��xx,, αα��yy ++ ββ��zz)) == ααff ((��xx,, ��yy)) ++ ββff ((��xx,, ��zz))

В компонентной записи: ��xx == xxii��eeii,, ��yy == yyjj��eejj ,, ff((��xx,, ��yy)) == xxiiMMiijjyyjj ,, MMiijj == ff((��eeii,, ��eejj))

ЛюбуюЛюбую билинейнуюбилинейную формуформу можноможно представитьпредставить вв видевиде суммысуммы

симметричнойсимметричной ии антисимметричнойантисимметричной формформ:  :  
ff ((��xx,, ��yy))

ffss ==
11

22
[[ff ((��xx,, ��yy)) ++ ff ((��yy,, ��xx))]] ,, ffaa ==

11

22
[[ff ((��xx,, ��yy)) −− ff ((��yy,, ��xx))]]



СкалярноеСкалярное произведениепроизведение вв : : невырожденнаяневырожденная симметричнаясимметричная

билинейнаябилинейная формаформа
VV((KK))

fs

СимплектическаяСимплектическая формаформа вв :  :  невырожденнаяневырожденная антисимметричнаяантисимметричная

билинейнаябилинейная формаформа
VV ((KK))

ffaa

ЭрмитоваЭрмитова формаформа нана комплексномкомплексном пространствепространстве ::fH VV ((CC))

ffHH ((��xx,, ��yy)) == ff ∗∗((��yy,, ��xx)),, ∀∀��xx,, ��yy ∈∈ VV ((CC))

Эрмитова форма линейна по второму аргументу и сопряженно-линейна по
первому аргументу:

Mатрицы базисных форм:

МатрицаМатрица симметричнойсимметричной формыформы -- метрикаметрика

Условие инвариантности билинейной формы относительно действия

линейного оператора T: f(T · �x, T · �y) = f(�x, �y), ∀�x, �y ∈ V(C)

MMiijj == ff ((��eeii ,, ��eejj )) ∈∈ GGLL((nn,,KK))

TT ·· ��eekk == ��eekkTTkkii == ��ee′′ii TTkkiiMMkkmmTTmmjj == MMiijj ,, TT TT ··MM ·· TT == MM

ПреобразованияПреобразования ортогональнойортогональной группыгруппы::

fH(�x, α�y + β�z) = αfH(�x, �y) + βfH(�x, �z) fH(α�x + β�y, �z) = α∗fH(�x, �z) + β∗fH(�y, �z)

OOTT ·· OO == IInn ,, OO ∈∈ OO((nn,,CC))



ГруппаГруппа комплексныхкомплексных симплектическихсимплектических матрицматриц ::MM ∈∈ SSpp((22nn,,CC))

Группа линейных преобразований сохраняющих антисимметричную

билинейную форму: f(�x, �y) = ziJijyj

ГруппаГруппа комплексныхкомплексных унитарныхунитарных комплексныхкомплексных матрицматриц : : UU ∈∈ UU ((nn))

Специальная унитарная группа SU(n): ddeett UU == IInn

ПримерПример: : группагруппа U(1)U(1) zz == xx ++ iiyy,, ||zz || == 11,, zz == eeiiαα

a
j

UU == eeiiϕϕ ∈∈ UU ((11)),, UUzz == zz′′ == zzii((αα++φφ))aa – параметр группы

UU †† ·· UU == IInn ,, UU †† == ((UU ∗∗))TT == UU−−11

ЗамечаниеЗамечание: : вв группегруппе SU(nSU(n)) имеетсяимеется ZZnn подгруппаподгруппа корнейкорней изиз единицыединицы

zznn == 11,, zz == eexxpp

��
22iikkππ

nn

��
,, kk == 00,, 11,, .. .. .. nn −− 11

J =

�
0 In
−In 0

�
, MT · J ·M = J



МатричныеМатричные группыгруппы: O(2) : O(2) ии SL(2,2)SL(2,2)

cc==

��
11 11
00 11

��
;; dd==

��
11 00
11 11

��
;; ff ==

��
00 11
11 00

��

ee ==

��
11 00
00 11

��
;; aa==

��
00 11
11 11

��
;; bb ==

��
11 11
11 00

��
Матричная группа с операцией

умножения по модулю 2:

a·b=
�
0 1
1 1

��
1 1
1 0

�
=

�
1 0
0 1

�
=e

e       a        b        c        d        fe       a        b        c        d        f

dd

ff

e       a        b        c        d        fe       a        b        c        d        f

a       b        e        f        c        da       b        e        f        c        d

b       e        a        d        f        cb       e        a        d        f        c

c       d        f         e        a        bc       d        f         e        a        b

d       f        c         b        e       ad       f        c         b        e       a

f       c        d        a         b       ef       c        d        a         b       e

SL(2,2)SL(2,2)

ee

aa

bb

cc

DD33 ∼∼== SS33 ∼∼== SSLL((22,, 22))

22 == 00 mmoodd 22

Поворот вектора в ��2 2 :

x

y

xx′′

yy′′

aa

МатрицаМатрица преобразованийпреобразований ортогональнойортогональной группыгруппы O(2O(2))

��rr →→ RR ·· ��rr ==

��
ccooss αα ssiinn αα
−− ssiinn αα ccooss αα

����
xx

yy

��
==

��
xx ccooss αα ++ yy ssiinn αα
−−xx ssiinn αα ++ yy ccooss αα

��
==

��
xx′′

yy′′

��
== ��rr′′



ПространственныеПространственные симметриисимметрии

Поворот вектора в ��2 2 :

x

y

xx′′

yy′′

aa

Трансляция вектора в ��2 2 :

x

y
yy′′

xx′′

O

ЗамечаниеЗамечание:: ТрансляцииТрансляции ии поворотыповороты векторавектора нене коммутируюткоммутируют: : �V ∈ R2

E(2) E(2) -- ГГруппруппаа движенийдвижений евклидоваевклидова пространствапространства ��22 ((евклидовевклидоваа группгруппаа))

ПреобразованияПреобразования группыгруппы движенийдвижений нене меняютменяют углыуглы ии расстояниярасстояния междумежду

точкамиточками

��aa

��VV ==

��
vvxx
vvyy

��
,, ��aa ==

��
aaxx
aayy

��

TT :: ��VV ==

��
vvxx ++ aaxx
vvyy ++ aayy

��
,, RRTT :: ��VV ==

��
((vvxx ++ aaxx)) ccooss αα ++ ((vvyy ++ aayy)) ssiinn αα
−−((vvxx ++ aaxx)) ssiinn αα ++ ((vvyy ++ aayy)) ccooss αα

��

RR :: ��VV ==

��
vvxx ccooss αα ++ vvyy ssiinn αα
−−vvxx ssiinn αα ++ vvyy ccooss αα

��
,, TTRR :: ��VV ==

��
vvxx ccooss αα ++ vvyy ssiinn αα ++ aaxx
−−vvxx ssiinn αα ++ vvyy ccooss αα ++ aayy

��



ПолупрямоеПолупрямое произведениепроизведение

ЭлементЭлемент евклидовойевклидовой группыгруппы E(2)E(2)::

ГруппаГруппа вращенийвращений ОО(2) (2) ии группагруппа трансляцийтрансляций ТТ являютсяявляются подгруппамиподгруппами ЕЕ(2) (2) 

gg == ((RR,, ��aa)) ∈∈ EE((22)),, RR ∈∈ OO((22)),, ��aa ∈∈ TT

ЗамечаниеЗамечание 1:1: ДействиеДействие группыгруппы вращенийвращений O(2) O(2) определяетопределяет автоморфизмавтоморфизм

пространствапространства ��22 каккак гомоморфизмгомоморфизм f : O(2) → Aut R2

РассмотримРассмотрим двадва последовательныхпоследовательных преобразованияпреобразования изиз группыгруппы E(2)E(2)::

ЗамечаниеЗамечание 2:2: ГруппаГруппа трансляцийтрансляций ТТ являетсяявляется нормальнойнормальной подгруппойподгруппой ЕЕ(2)  (2)  

Напомним: Если для любых элементов и выполняется

условие , то H является нормальной подгруппой G

hh ∈∈ HH gg ∈∈ GG
g · h · g−1 ∈ H ⊂ G

Обратное преобразование Е(2): gg−−11 == ((RR,, ��aa))−−11 == ((RR−−11 ,,−−RR−−11��aa)) ∈∈ EE((22))

gg ·· gg′′ == ((RR,, ��aa)) ·· ((RR′′ ,, ��aa ′′)) == ((RRRR′′ ,, ��aa ++ RR��aa ′′)) ∈∈ EE((22))

Групповая единица Е(2): ee == ((II,, ��00)) ∈∈ EE((22))

((RR,, ��aa)) ·· ((II,, ��aa ′′)) ·· ((RR−−11 ,,−−RR−−11��aa)) == ((II,, RR��aa ′′))



ГруппаГруппа ЕЕ(2) (2) построенапостроена каккак полупрямоеполупрямое произведениепроизведение группыгруппы вращенийвращений

ОО(2) (2) ии группыгруппы трансляцийтрансляций ТТ::

ВВ полупрямомполупрямом произведениипроизведении каждыйкаждый элементэлемент ЕЕ(2) (2) строитсястроится каккак композициякомпозиция

преобразованийпреобразований вращениявращения ии трансляцийтрансляций,                     ,                     ноно припри

последовательномпоследовательном действиидействии двухдвух преобразованийпреобразований

gg == ((RR,, ��aa)) ∈∈ EE((22))

gg ·· gg′′ == ((RR,, ��aa)) ·· ((RR′′ ,, ��aa ′′)) == ((RRRR′′ ,, ��aaff ((RR))((��aa ′′)))) ∈∈ EE((22))

EE((22)) == OO((22)) ⋊⋊ TT

f : O(2) → Aut R2
ВопросВопрос:: как записать ?

Подсказка: 

ВВ общемобщем случаеслучае :: еслиесли

ЗамечаниеЗамечание:: припри тривиальномтривиальном действиидействии GG нана KK::

полупрямоеполупрямое произведениепроизведение редуцируетсяредуцируется додо прямогопрямого произведенияпроизведения

g−1 = (R · �a)−1

gg ·· gg−−11 == ((eeRR ,, eeTT ))

gg−−11 == ((RR−−11 ,, [[ff ((RR−−11))((��aa))]]−−11))

∀χ ∈ G, ξ ∈ K, (χ, ξ) ∈ G⋊K

((χχ,, ξξ)) ·· ((χχ′′ ,, ξξ ′′)) == ((χχ ·· χχ′′ ,, ξξ ·· χχ((ξξ ′′))))

χχ((ξξ′′)) == ξξ′′



ТеорияТеория представленийпредставлений

ПредставлениеПредставление группыгруппы GG::

ОтображениеОтображение ееее элементовэлементов нана пространствопространство матричныхматричных операторовоператоров, , 

действующихдействующих нана некоторомнекотором линейномлинейном векторномвекторном пространствепространстве VV ((KK))

∀∀gg ∈∈ GG ∃∃DD((nn))((gg)) ∈∈ GGLL((nn,,CC))

ПредставлениеПредставление группыгруппы –– этоэто гомоморфизмгомоморфизм:: DD((nn))((gg))DD((nn))((gg′′)) == DD((nn))((gg ·· gg′′))

ЭквивалентныеЭквивалентные представленияпредставления::

DD((nn))((gg)) ∼∼ ˜̃DD((nn))((gg)) ∃∃SS ∈∈ GGLL((nn,,CC)),, SS−−11DD((nn))((gg))SS,, ∀∀gg ∈∈ GGесли

НапомнимНапомним: : СоотношениеСоотношение эквивалентностиэквивалентности:: ,, еслиеслиaa ∼∼ bb

-- рефлективностьрефлективностьaa ∼∼ aa -- симметриясимметрияaa ∼∼ bb ==⇒⇒ bb ∼∼ aa
ЕслиЕсли ии тото -- транзитивностьтранзитивностьaa ∼∼ bb,, bb ∼∼ cc,, aa ∼∼ cc

ХарактерХарактер представленияпредставления::

χ = Tr D(n)(g), Tr (S−1D(n)(g)S) = Tr (SS−1D(n)(g)) = Tr D(n)(g) = χ



ТеорияТеория представленийпредставлений

ПриводимыеПриводимые ии неприводимыенеприводимые представленияпредставления::

Пусть - представление группы G, действующее на векторном

пространстве . Подпространство называется инвариантным, если

DD((nn))((GG))

V V ′

DD((nn))((gg))��vv ∈∈ VV ′′ ∀∀��vv ∈∈ VV ′′

Представление называется неприводимым, если в векторном

пространстве не содержится нетривиальных подпространств

В противном случае представление называется приводимым

DD((nn))((GG))
V VV ′′ ⊂⊂ VV

ТеоремаТеорема МашкеМашке:: матрицаматрица представленияпредставления любойлюбой конечнойконечной группыгруппы, , 

сс точностьюточностью додо преобразованияпреобразования подобияподобия , , можетможет

бытьбыть преобразованапреобразована кк блочноблочно--диагональномудиагональному видувиду ((полностьюполностью

приводимоеприводимое представлениепредставление)     )     

DD((nn))((gg)) ∼∼ SS−−11DD((nn))((gg))SS

DD((nn))((gg)) ==

��
DD((mm))((gg)) CC((mm,,kk))((gg))

00 DD((kk))((gg))

��

DD((nn))((gg)) == DD((nn11))((gg)) ⊕⊕ DD((nn22))((gg)) ⊕⊕ .. .. .. DD((nnkk))((gg)),, nn == nn11 ++ nn22 ++ ·· ·· ·· ++ nnkk



ПолярнаяПолярная декомпозициядекомпозиция

Произвольная матрица может быть представлена как

произведение эрмитовой матрицы H и унитарной матрицы U:

AA ∈∈ GGLL((nn,,CC))

AA == HH UU,, HH†† == HH,, UU ††UU == IInn

ДоказательствоДоказательство: : рассмотримрассмотрим матрицуматрицу ,, котораякоторая

эрмитоваэрмитова попо определениюопределению: : 

X = AA†

XX†† == ((AAAA††))†† == ((AA††))††AA†† == AAAA†† == XX

Эрмитова матрица всегда может быть

диагонализирована подходящим унитарным преобразованием:

, где D – диагональная матрица и

- эрмитова матрица

X = AA†

X = AA† = V D2V † = H2

HH == VV DDVV †† ((HH−−11AA))((AA††HH−−11)) == IInn

Матрица - унитарнаHH−−11AA

ПримерПример:: zz == ρρeeiiϕϕ



ЛеммыЛеммы ШураШура

ОсновнаяОсновная задачазадача теориитеории представленийпредставлений группгрупп: : 

определитьопределить,  ,  являетсяявляется лили данноеданное матричноематричное представлениепредставление

какойкакой--тото группыгруппы приводимымприводимым, , ии еслиесли нетнет, , тото найтинайти

соответствующеесоответствующее неприводимоенеприводимое представлениепредставление.  .  

aa11 11 aa1212.. .... .. aa1n1n

aa21 21 aa22 22 .. .... .. aa2n2n

.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 

aan1 n1 aan2 n2 .. .... .. aannnn 0

0

«irreps»

ЛеммаЛемма ШураШура 11: : любаялюбая матрицаматрица, , коммутирующаякоммутирующая сосо всемивсеми матрицамиматрицами

неприводимогонеприводимого представленияпредставления , , являетсяявляется кратнойкратной единичнойединичной матрицематрице::

Исай Шур (1875-1941)

DD((gg))

MMDD((gg)) == DD((gg))MM,, ∀∀gg ∈∈ GG ==⇒⇒ MM == λλII

ЗамечаниеЗамечание:: любое представление конечной группы G эквивалентно

унитарному представлению: , гдеSS−−11DD((gg))SS == UU ∀∀gg ∈∈ GG UU ††UU == II

ДоказательствоДоказательство: : рассмотримрассмотрим матрицуматрицу котораякоторая

эрмитоваэрмитова попо определениюопределению: : 

HH ==
��

gg∈∈GG

DD††((gg))DD((gg))

HH == HH††



Эрмитова матрица всегда может быть

диагонализирована подходящим унитарным преобразованием:

HH ==
��
DD††((gg))DD((gg))

VV ††HHVV == ΛΛ == ddiiaagg ((λλ11 ,, λλ22 ,, .. .. .. λλnn)),, VV ††VV == II

Рассмотрим матрицу , используя ее запишем˜̃DD((gg)) == VV ††DD((gg))VV

VV ††HHVV == VV ††
��
��

gg

DD††((gg))DD((gg))

��

VV ==
��

gg

��
VV ††DD††((gg))VV

�� ��
VV ††DD((gg))VV

��
==

==
��

gg

˜̃DD††((gg)) ˜̃DD((gg)) == ΛΛ

II

- диагональная матрица,  

Определим вспомогательную матрицу AA((gg)) == ΛΛ11//22 ˜̃DD((gg))ΛΛ−−11//22

λλkk ==
��

gg

nn��

ii==11

|| ˜̃DDiikk((gg))||22 ≥≥ 00

ЗамечаниеЗамечание:: матрица A(g) является унитарной: ΛΛ ==
��

gg′′

˜̃DD††((gg′′)) ˜̃DD((gg′′))

˜̃DD††((hh)) ˜̃DD((hh)),, hh == gggg′′ ∈∈ GG

Λ−1/2
�

g′

D̃†(g)D̃†(g′)D̃(g′)D̃(g)Λ−1/2 = Λ−1/2
�

h

D̃†(h)D̃(h)Λ−1/2 = I

A†(g)A(g) =
�
Λ−1/2D̃†(g)Λ1/2

	�
Λ1/2D̃(g)Λ−1/2

	
= Λ−1/2D̃†(g)ΛD̃(g)Λ−1/2 =



In In summarysummary:: мы показали, что матрица где

является унитарной для всех элементов группы G

ErgoErgo:: без ограничения общности можно рассматривать унитарные
матрицы неприводимого представления группы G.

AA((gg)) == SS−−11DD((gg))SS,, SS == VV ΛΛ−−11//22

Возвращаемся к первой лемме Шура: рассмотрим матрицу M, 
коммутирующую с унитарной матрицей D

MMDD((gg)) == DD((gg))MM

ЗамечаниеЗамечание:: матрицы - эрмитовы, то

есть их всегда можно диагонализировать, , и перейти к

эквивалентному представлению :          

((MMDD((gg))))†† == ((DD((gg))MM ))††

DD††((gg))MM †† == MM ††DD((gg))††

DD((gg))
��
DD††((gg))MM ††

��
DD((gg)) == DD((gg))

��
MM ††DD((gg))††

��
DD((gg))

MM ††DD((gg)) == DD((gg))MM ††

HH++ == ((MM ++MM ††)),, HH−− == ii((MM −−MM ††))

((MM ++MM ††))DD((gg)) == DD((gg))((MM ++MM ††)),, HH++DD((gg)) == DD((gg))HH++

˜̃DD((gg)) == VV ††DD((gg))VV

˜̃DD((gg))ΛΛ == ΛΛ ˜̃DD((gg))

V †H±V = Λ



˜̃DD((gg))ΛΛ == ΛΛ ˜̃DD((gg)) ˜̃DDiijjΛΛjjjj == ΛΛiiii ˜̃DDiijj ,, ˜̃DDiijj ((ΛΛjjjj −− ΛΛiiii)) == 00

СлучайСлучай 11:: все собственные значения совпадают,                     Λii = λ, ∀i = 1, 2, . . . n

СлучайСлучай 22:: некоторые собственные значения совпадают,                     

Λkk = λ, ∀k = 1, 2 . . .m < n D(g) =

�
X 0
0 Y

�

ЗадачаЗадача:: найти унитарную матрицу V, диагонализирующую матрицу

MM ==

��
ccooss θθ −− ssiinn θθ
ssiinn θθ ccooss θθ

��

Q.E.DQ.E.D

ЛеммаЛемма ШураШура 22:: рассмотримрассмотрим двадва различныхразличных неприводимыхнеприводимых представленияпредставления

группыгруппы G,G, , , размерностиразмерности nn ии mm. . ТогдаТогда, , еслиесли ,,

гдегде ММ –– матрицаматрица размерностиразмерности , , тото

DD((nn))((gg)),, DD((mm))((gg)) DD((nn))MM == MMDD((mm))

nn ××mm
nn ��== mm,, MM == 00

, , или представления эквивалентныnn == mm,, MM == 00 DD((nn))((gg)),, DD((mm))((gg))



ДоказательствоДоказательство:: DD((nn))((gg))MM == MMDD((mm))((gg))

MM ††DD((nn))††((gg)) == DD((mm))††((gg))MM ††

MM ††DD((nn))−−11((gg)) == DD((mm))−−11((gg))MM ††

MMMM ††DD((nn))−−11((gg)) == MMDD((mm))−−11((gg))MM ††

MMMM ††DD((nn))((gg−−11)) == MMDD((mm))((gg−−11))MM ††

MMMM ††DD((nn))((gg−−11)) == DD((nn))((gg−−11))MMMM ††

НапомнимНапомним: : матрицаматрица -- irrepsirreps, , тогдатогда попо леммелемме ШураШура 1 1 DD((nn))((gg))

СлучайСлучай 22:: размерности представлений совпадают,  n=m

|M | �= 0

Если то существует обратная матрица . ТогдаMM−−11

ПредставленияПредставления эквивалентныэквивалентны

λλ ��== 00

Если то матрица M - нулевая. λλ == 00

M−1
�
D(n)M

	
=M−1

�
MD(n)

	
= D(n)

��
DD((nn))((gg))MM

		††
==
��
MMDD((mm))((gg))

		††

DD((nn)),, DD((mm))

MMMM †† == λλII

||MMMM †† || == ||λλII||,, ||MM ||||MM †† || == ||||MM ||||22 == ||λλ||nn



СлучайСлучай 11:: размерности представлений не совпадают, nn ��== mm
М – прямоугольная матрица размерности nn ××mm

M= m x m

n

m

N=

n

n
M

0  0  0  0  0… 0 0 0

Q.E.DQ.E.D

ЛеммыЛеммы ШураШура ТеоремаТеорема ОртогональностиОртогональности::

ЭлементыЭлементы матрицматриц неприводимогонеприводимого ddnn--мерногомерного представленияпредставления

конечнойконечной группыгруппы G G удовлетворяютудовлетворяют соотношениямсоотношениям ортогональностиортогональности

DD
((nn))
iijj ((gg))

��

gg∈∈GG

��
DD
((nn))
iijj

		∗∗
DD
((mm))
kkll ==

||GG||
ddnn
δδnnmmδδiikkδδjjll

NNNN †† == MMMM †† == λλII

NNNN †† == λλII,, ||NNNN †† || == λλnn ,, ||NN || == 00 λλ == 00,, NN == 00,, MM == 00



ДоказательствоДоказательство::

РассмотримРассмотрим матрицуматрицу ,,

гдегде XX–– вспомогательнаявспомогательная произвольнаяпроизвольная матрицаматрица размерностиразмерности

ПокажемПокажем чточто этаэта матрицаматрица удовлетворяетудовлетворяет второйвторой леммелемме ШураШура:         :         

nn ××mm

MM ==
��

gg

DD((nn))((gg))XXDD((mm))((gg−−11))

DD((nn))((gg′′))MM ==
��

gg

DD((nn))((gg′′))DD((nn))((gg))XXDD((mm))((gg−−11))

==
��

gg

DD((nn))((gg′′))DD((nn))((gg))XXDD((mm))((gg−−11))DD((mm))((gg′′
−−11

))DD((mm))((gg′′))

==
��

gg

DD((nn))((gg′′gg))XXDD((mm))((gg−−11gg′′
−−11

))DD((mm))((gg′′))

==
��

gg

DD((nn))((gg′′gg))XXDD((mm))((((gg′′gg))−−11))DD((mm))((gg′′))

==
��

gg

DD((nn))((gg))XXDD((mm))((gg−−11))DD((mm))((gg′′))

nn ��== mm

nn ��== mm матрицаматрица MM нулеваянулевая, , ММ=0=0

=
�

g



D(n)(g)X

�
D(m)(g)

	−1�
D(m)(g′) =MD(m)(g′)



НапомнимНапомним: : матрицаматрица XX –– произвольнаяпроизвольная, , напримернапример можноможно взятьвзять

nn == mm перваяпервая леммалемма ШураШура::

Рассмотрим диагональные элементы матрицы М, i=j и просуммируем по i:

M =
�

g

D(n)(g)XD(m)(g−1) =
�

g

�

kl

D
(n)
ik (g)XklD

(m)
lj (g−1) = 0

XXkkll == δδkkssδδlltt

MM ==
��

gg

��

kkll

DD
((nn))
iikk ((gg))δδkkssδδllttDD

((mm))
lljj ((gg−−11)) ==

��

gg

DD
((nn))
iiss ((gg))DD

((mm))
ttjj ((gg−−11))

==
��

gg

DD
((nn))
iiss ((gg))

��
DD
((mm))
ttjj ((gg))

		−−11
==
��

gg

DD
((nn))
iiss ((gg))

��
DD
((mm))
ttjj ((gg))

		††

==
��

gg

DD
((nn))
iiss ((gg))

��
DD
((mm))
jjtt ((gg))

		∗∗
== 00

XXkkll == δδkkssδδlltt

MMiijj == ααδδiijj ==
��

gg

��

kkll

DD
((nn))
iikk ((gg))XXkkllDD

((nn))
lljj ((gg−−11)) ==

��

gg

DD
((nn))
iiss ((gg))DD

((nn))
ttjj ((gg−−11))

==
��

gg

DD
((nn))
iiss ((gg))

��
DD
((nn))
ttjj ((gg))

		−−11

αα

nn��

ii

δδiiii ==
��

gg

nn��

ii

DD
((nn))
iiss ((gg))

��
DD
((nn))
ttii ((gg))

		−−11
==
��

gg

DD
((nn))
sstt ((ee)) == ||GG||δδsstt αα ==

||GG||
ddnn
δδsstt



ТеоремаТеорема ОртогональностиОртогональности::

ЭлементыЭлементы матрицматриц неприводимогонеприводимого nn--мерногомерного представленияпредставления

конечнойконечной группыгруппы G  G  удовлетворяютудовлетворяют соотношениямсоотношениям ортогональностиортогональности

DD
((nn))
iijj ((gg))

ЗамечаниеЗамечание:: эта формула напоминает обычное скалярное произведение

векторов, компоненты которых – это , в |G|-мерном пространствеDD((nn))((gg))

СледствиеСледствие:: число компонент вектора не может быть больше размерности

пространства:
��

nn

dd22nn ≤≤ ||GG||

УчитываяУчитывая ортогональностьортогональность матрицматриц представленийпредставлений разнойразной размерностиразмерности::

Q.E.DQ.E.D

��

gg

DD
((nn))
iiss ((gg))

��
DD
((nn))
jjtt ((gg))

		∗∗
==
||GG||
ddnn
δδiijjδδsstt

��

gg∈∈GG

��
DD
((nn))
iiss

		∗∗
DD
((mm))
jjtt ==

||GG||
ddnn
δδnnmmδδiijjδδsstt

ЗамечаниеЗамечание:: эта формула напоминает обычное скалярное произведение

векторов, компоненты которых – это , в |G|-мерном пространствеDD((nn))((gg))



��

gg∈∈GG

��
DD
((nn))
iiss

		∗∗
DD
((mm))
jjtt ==

||GG||
ddnn
δδnnmmδδiijjδδsstt

Теорема ортогональности сформулирована для векторов, построенных

из [i,j]-элементов матриц неприводимого представления группы G.

Размерность пространства, в котором определены эти вектора, равняется

порядку группы |G|.

Число таких ортогональных векторов определяется как числом irreps Nk, так и

их размерностью dk, всего имеется векторов

Ортогональными являются не только вектора, соответствующие различным

irreps, но и вектора соответствующие различным элементам матрицы одного

и того же irrep

Длина каждого такого вектора равна |G|/d
k

��

kk

NNkkdd
22
kk

ДомашнееДомашнее заданиезадание: : проверитьпроверить этиэти утвержденияутверждения нана примерепримере группыгруппы DD33



ТеоремаТеорема ортогональностиортогональности длядля характеровхарактеров

НапомнимНапомним: : характерхарактер представленияпредставления:: χχ == TTrr DD((nn))((gg)) == TTrr ((SS−−11DD((nn))((gg))SS))

ТеоремаТеорема ортогональностиортогональности::

ss == ii,, tt == jj

ЗамечаниеЗамечание:: от суммирования по элементам группы можно перейти к

суммированию по классам эквивалентности ( Nk – число класов):

gg ∈∈ GG

СледствиеСледствие:: число irreps не может быть больше числа классов эквивалентности

ТеоремаТеорема::

ДоказательствоДоказательство:: Рассмотрим регулярное представление элемента gi:

��

nn

dd22nn == ||GG||

11,, iiff gg−−11jj ·· ggkk == ggii
00,, iiff gg−−11jj ·· ggkk ��== ggii

DDjjkk((ggii)) ==

��

gg∈∈GG

��
DD
((nn))
iiss

		∗∗
DD
((mm))
jjtt ==

||GG||
ddnn
δδnnmmδδiijjδδsstt

== ||GG||δδnnmm
��

gg

χχ((nn))∗∗((gg))χχ((mm))((gg)) ==
||GG||
ddnn
δδnnmm

��

iijj

δδiijjδδiijj

ck
��

gg

χχ((nn))∗∗((gg))χχ((mm))((gg)) ==
��

kk

NNkkχχ
((nn))∗∗((cckk))χχ((mm))((cckk)) == ||GG||δδnnmm



РегулярноеРегулярное представлениепредставление группыгруппы DD
33

e       a        b        c        d        fe       a        b        c        d        f

dd

ff

e       a        b        c        d        fe       a        b        c        d        f

a       b        e        f        c        da       b        e        f        c        d

b       e        a        d        f        cb       e        a        d        f        c

c       d        f         e        a        bc       d        f         e        a        b

d       f        c         b        e       ad       f        c         b        e       a

f       c        d        a         b       ef       c        d        a         b       e

DD33

ee

aa

bb

cc 11,, iiff gg−−11jj ·· ggkk == ggii
00,, iiff gg−−11jj ·· ggkk ��== ggii

DDjjkk((ggii)) ==

ЗадачаЗадача:: построить регулярное
представление нормальной подгруппы

HH ≃≃ SS22 == {{ee,, aa,, bb}} ⊂⊂ DD33

DD1111((ee)) == 11,, DD1111((aa)) == 00,, DD1111((bb)) == 00

DD1122((ee)) == 00,, DD1122((aa)) == 11,, DD1122((bb)) == 00

DD1133((ee)) == 00,, DD1133((aa)) == 00,, DD1133((bb)) == 11

gg−−1111 ·· gg11 == ee ·· ee == ee

gg−−1111 ·· gg22 == ee ·· aa == aa

gg−−1111 ·· gg33 == ee ·· bb == bb

gg−−1122 ·· gg11 == bb ·· ee == bb

gg−−1
1

22 ·· gg22 == bb ·· aa == ee

gg−
−11
22 ·· gg33 == bb ·· bb == aa

gg−−1133 ·· gg11 == aa ·· ee == aa

gg−−1133 ·· gg22 == aa ·· aa == bb

gg−−1133 ·· gg33 == aa ·· bb == ee

DD2211((ee)) == 00,, DD2211((aa)) == 00,, DD2211((bb)) == 11

DD2222((ee)) == 11,, DD2222((aa)) == 00,, DD2222((bb)) == 00

DD2233((ee)) == 00,, DD2233((aa)) == 11,, DD2233((bb)) == 00

DD3311((ee)) == 00,, DD3311((aa)) == 11,, DD3311((bb)) == 00

DD3322((ee)) == 00,, DD3322((aa)) == 00,, DD3322((bb)) == 11

DD3333((ee)) == 11,, DD3333((aa)) == 00,, DD3333((bb)) == 00

DDjjkk((aa)) ==




00 11 00

00 00 11

11 00 00





DDjjkk((ee)) ==




11 00 00

00 11 00

00 00 11





DDjjkk((bb)) ==




00 00 11

11 00 00

00 11 00







ДомашнееДомашнее заданиезадание:: проверитьпроверить, , чточто этоэто действительнодействительно представлениепредставление

группыгруппы GG, , тото естьесть выполняетсявыполняется условиеусловие ::

ХарактерХарактер регулярногорегулярного представленияпредставления::

ee gg11 gg22 .. .. .. ggnn
ee ee

gg−−1111 ee

gg−−1122 ee

.. .. ..

gg−−11nn ee

== 00,, iiff ggii ��== ee
ЗамечаниеЗамечание:: ортогональныйортогональный базис в пространстве характеров

представлений задан характерами irreps :χχ((nn))((ggii)) χχ((ggii)) ==
��

nn

ccnnχχ
((nn))((ggii))))

ИспользуяИспользуя соотношениясоотношения ортогональностиортогональности::

χχ((nn))((ee)) == ddnn ,, χχ((ee)) == ||GG||,, χχ((ggii ��== ee)) == 00 ccnn == ddnn

каждое irreps появляется в регулярном представлении разddnn

Так как , то||GG|| ==
��

nn

ccnnddnn ||GG|| ==
��

nn

dd22nn

��

kk

DDjjkk((ggii))DDkkll((ggmm)) == DDjjll((ggnn)) iiffff ggii ·· ggmm == ggnn

χχ((ggii)) ==
ddnn��

jj==11

DDjjjj ((ggii)) == ddhh iiff ggii == ee

cn =
1

|G|
�

i

�
χ(n)(gi)

	∗
χ(gi)

�

g

�
χ(n)(g)

	∗
χ(m)(g) = |G|δnm



ТеоремаТеорема ортогональностиортогональности характеровхарактеров II::

ТеоремаТеорема ортогональностиортогональности характеровхарактеров II II ::

ЗамечаниеЗамечание:: эти соотношения напоминают скалярное произведение
векторов:

размерность пространства в первом случае равна |G|. Во втором случае

вектора задают ортогональный базис в пространстве, 

размерность которого равна числу irreps. 

Следствие – число irreps равно числу классов эквивалентности Nk

( Nk – число класов эквивалентности)

( |G| – порядок группы)

irrepsirreps любойлюбой конечнойконечной группыгруппы полностьюполностью определяютсяопределяются заданиемзаданием ихих

характеровхарактеров. . ДваДва различныхразличных irrepsirreps нене могутмогут иметьиметь одинаковыйодинаковый наборнабор χχ((nn))((cckk))

�
χ(m)(g1), χ

(m)(g2), . . . χ
(m)(g|G|)

�
,

�
χ(n)(g1), χ

(n)(g2), . . . χ
(n)(g|G|)

�

NN
11//22

kk χχ
((nn))

kk

�

g

χ(m)∗(g)χ(n)(g) = |G|δmn

�

n

χ(n)∗(ck)χ
(n)(cl) =

|G|
Nk
δkl



Теорема ортогональности неприводимых представлений группы G:

Условия полноты набора неприводимых представлений:

Теорема ортогональности характеров:

Условие полноты набора характеров:

СоотношенияСоотношения ортогональностиортогональности: : сводкасводка результатоврезультатов

||GG||��

ii==11

��
DD
((nn))
iiss ((ggii))

		∗∗
DD
((mm))
jjtt ((ggii)) ==

||GG||
ddnn
δδnnmmδδiijjδδsstt

NNkk��

nn==11

��

µµνν

��
DD((nn))
µµνν ((ggii))

		∗∗
DD((nn))
µµνν ((ggjj )) ==

||GG||
ddnn
δδiijj

��

nn

χχ((nn))∗∗((cckk))χχ((nn))((ccll)) ==
||GG||
NNkk
δδkkll

NNkk��

kk

χχ((nn))∗∗((cckk))χχ((mm))((ccnn)) ==
||GG||
NNkk
δδkkmm



ТаблицаТаблица характеровхарактеров группыгруппы DD
33

DD33 == {{ee,, aa,, bb,, cc,, dd,, ff}}

ТриТри классакласса эквивалентностиэквивалентности:  :  

||GG|| == 66

ДляДля группыгруппы DD33 должнодолжно бытьбыть 3 3 irrepsirreps DD((11)) ,, DD((22)) ,, DD((33))

||GG|| ==
��

nn

dd22nn 66 == dd2211 ++ dd2222 ++ dd2233

ЗамечаниеЗамечание:: одноодно изиз представленийпредставлений всегдавсегда являетсяявляется тривиальнымтривиальным ––

каждыйкаждый элементэлемент группыгруппы отображаетсяотображается нана единицуединицу, , dd11 == 11

dd11 == 11,, dd22 == 11,, dd33 == 22

ЗадачаЗадача:: построить таблицу характеров DD33

DD33 с1 с2 с3

DD((11))

DD((22))

DD((33))

1
1
2

1
a
b

1
g
d

χχ((11))((cckk)) == 11,, χχ((22))((cc11)) == 11,, χχ((33))((cc11)) == 22

, , изиз 3 3 irrepsirreps группыгруппы DD33 двадва являютсяявляются одномернымиодномерными

Характеры одномерных представлений

должны отражать структуру группы:

cc11 == {{ee}},, cc22 == {{aa,, bb}},, cc33 == {{cc,, dd,, ff}},, NNkk == 33



DD33 с1 с2 с3

DD((11))

DD((22))

DD((33))

1
1
2

1
a
b

1
g
d

χχ((22))((bb ·· cc)) == χχ((22))((bb))χχ((22))((cc)) == χχ((22))((dd))

χχ
((22))
22 χχ

((22))
33 == χχ

((22))
33 χχ

((22))
22 == 11,, χχ

((22))
33 == −−11

1
1
b

1
-1
d

ТеоремаТеорема ортогональностиортогональности::

Вектор ортогонален векторам и :χχ((33)) χχ((11)) χχ((22))

1
-1
0

1
1

-1

��

kk

χχ((nn))∗∗((cckk))χχ((nn))((ccll)) ==
||GG||
NNkk
δδkkll

22 ++ 22ββ ++ 33δδ == 00;; 22 ++ 22ββ −− 33δδ == 00

δ = 0, β = −1

33��

kk==11

NNkkχχ
((11))
kk

∗∗χχ
((33))
kk == NN11χχ

((11))
11 χχ

((33))
11 ++NN22χχ

((11))
22 χχ

((33))
22 ++NN33χχ

((11))
33 χχ

((33))
33 == 11··11··22++22··11··ββ++33··11··δδ == 00

33��

kk==11

NNkkχχ
((22))
kk
∗∗χχ
((33))
kk == NN11χχ

((22))
11 χχ

((33))
11 ++NN22χχ

((22))
22 χχ

((33))
22 ++NN33χχ

((22))
33 χχ

((33))
33 == 11··11··22++22··11··ββ++33··((−−11))··δδ == 00

Сокращенная запись: χχ((nn))((cckk)) →→ χχ
((nn))
kk



Задача 1: Рассмотрим представление группы D3 , заданное матрицами

D(e) =

�
1 0
0 1

�
, D(a) = D(b) =

1

2

�
−1

√
3

−
√

3 −1

�

D(c) = D(d) = D(f) =
1

2

�
−1 −

√
3√

3 −1

�
ВопросВопрос:: Это приводимое или
неприводимое представление?

ДляДля этогоэтого представленияпредставления χχ((cc11)) == 22,, χχ((cc22)) == −−11,, χχ((cc33)) == −−11

Характеры неприводимых

представлений D3:

χ(1)(c1) =1, χ(1)(c2) =1, χ(1)(c3) =1

χ(2)(c1) = 1, χ(2)(c2) = 1, χ(2)(c3) = −1

χ(3)(c1) = 2, χ(3)(c2) = −1, χ(3)(c3) = 0
Коэффициенты разложения

по базису irreps:

χχ((cckk)) ==
��

kk

aakkχχ
((kk))((cckk)),, aakk ==

11

||GG||
��

kk

NNkkχχ((cckk))((χχ((kk))((cckk))))

a1 = 1
6

�
k χ(ck)(χ

(1)(ck)) = 1
6 (1 · 2 · 1 + 2 · (−1) · 1 + 3 · (−1) · 1) = −1

2

a2 = 1
6

�
k χ(ck)(χ

(2)(ck)) = 1
6 (1 · 2 · 1 + 2 · (−1) · 1 + 3 · (−1) · (−1)) = 1

2

χχkk == −− 11

22
χχ
((11))
kk ++

11

22
χχ
((22))
kk ++ χχ

((33))
kk

a3 = 1
6

�
k χ(ck)(χ

(3)(ck)) = 1
6 (1 · 2 · 2 + 2 · (−1) · (−1) + 3 · (−1) · 0) = 1



Рассмотрим регулярное 3d представление группы D3 , заданное матрицами

ДляДля этогоэтого представленияпредставления

Характеры неприводимых

представлений D3:
χ(1)(c1) =1, χ(1)(c2) =1, χ(1)(c3) =1

χ(2)(c1) = 1, χ(2)(c2) = 1, χ(2)(c3) = −1

χ(3)(c1) = 2, χ(3)(c2) = −1, χ(3)(c3) = 0Коэффициенты разложения

по базису irreps:

χχ((cckk)) ==
��

kk

aakkχχ
((kk))((cckk)),, aakk ==

11

||GG||
��

kk

NNkkχχ((cckk))((χχ((kk))((cckk))))

DD((ee)) ==




11 00 00
00 11 00
00 00 11



 ,, DD((aa)) ==




00 00 11
11 00 00
00 11 00



 ,, DD((bb)) ==




00 11 00
00 00 11
11 00 00



 ,,

DD((cc)) ==




11 00 00
00 00 11
00 11 00



 ,, DD((dd)) ==




00 00 11
00 11 00
11 00 00



 ,, DD((ff )) ==




00 11 00
11 00 00
00 00 11





χχ((cc11)) == 33,, χχ((cc22)) == 00,, χχ((cc33)) == 11

a1 = 1
6

�
k χ(ck)(χ

(1)(ck)) = 1
6 (1 · 3 · 1 + 2 · 0 · 1 + 3 · 1 · 1) = 1

a2 = 1
6

�
k χ(ck)(χ

(2)(ck)) = 1
6 (1 · 3 · 1 + 2 · 0 · 1 + 3 · 1 · (−1)) = 0

a3 = 1
6

�
k χ(ck)(χ

(3)(ck)) = 1
6 (1 · 3 · 2 + 2 · 0 · (−1) + 3 · 1 · 0) = 1

χχkk == χχ
((11))
kk ++ χχ

((33))
kk



ПрямаяПрямая суммасумма ии прямоепрямое произведениепроизведение представленийпредставлений

ПрямаяПрямая суммасумма представленийпредставлений::

Рассмотрим два представления элемента g,              и

размерности m и n
DD((11))((gg)) DD((22))((gg))

ПрямоеПрямое произведениепроизведение представленийпредставлений::

DD((nn++mm))((gg)) ==DD((nn))((gg))⊕⊕DD((mm))((gg)) ==

��
DD((nn))((gg)) 00

00 DD((mm))((gg))

��
,, χχ((nn++mm)) == χχ((nn))++χχ((mm))

DD((mm××nn)) == DD((mm)) ⊗⊗ DD((nn))

Произведение Кронекера:

A⊗B =

�
a11 a12
a21 a22

�
⊗
�
b11 b12
b21 b22

�
=

�
a11B a12B

a21B a22B

�

=






a11b11 a11b12 a12b11 a12b12
a11b21 a11b22 a12b21 a12b22
a21b11 a21b12 a22b11 a22b12
a21b21 a21b22 a22b21 a22b22




 χχmm××nn == χχ((mm))χχ((nn))



НадеюсьНадеюсь, , всевсе вамвам теперьтеперь сталостало всевсе понятнопонятно? ? 

ОбъяснитьОбъяснить ещееще разраз??


