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План лекций

Группы: основные определения и теоремы

Группы симметрии

Представления групп

Группы и алгебры Ли

Классификация Вейля-Картана.

““The Theory of Groups is a branch of mathematics in which one doeThe Theory of Groups is a branch of mathematics in which one does s 

something to something and then compares the result with the ressomething to something and then compares the result with the result ult 

obtained from doing the same thing to something else, or somethiobtained from doing the same thing to something else, or something ng 

else to the same thing.else to the same thing.””

James R. Newman James R. Newman (1907(1907––1966) 1966) 
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КК истокамистокам: : СимметрияСимметрия



ЗадачаЗадача:: математическоематематическое описаниеописание свойствсвойств симметриисимметрии
физическогофизического мирамира ((συμμετρίασυμμετρία -- соразмерный ))

ПравильныеПравильные многогранникимногогранники::
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Платон (428-348 ВС)

n=n=33:: треугольниктреугольник

n=n=44:: квадратквадрат

n=n=55:: пятигранникпятигранник

n=n=66:: шестиугольникшестиугольник



КК истокамистокам: : ТелаТела ПлатонаПлатона

СимметрииСимметрии::



ХХ..АбельАбель, , ЭЭ..ГалуаГалуа:  :  задачазадача обоб

алгебраическихалгебраических корняхкорнях

Évariste Galois
(1811-1832)

((xx −− xx11))((xx −− xx22)) .. .. .. ((xx −− xxnn)) == 00

n корней уравнения, n! перестановок

Niels Henrik Abel
(1802-1829)

Sir Arthur Cayley
(1821 – 1895)

Формулировка понятия

группы, ее элементов

и групповой операции

Felix Klein
(1849 – 1925)

Эрлангенская

программа (1872): 

теория групп как

основа геометрии

Sophus Lie
(1842 – 1899)



ТеорияТеория группгрупп ии физикафизика

Юджин Вигнер
(1902-1995)

Джон фон НЕЙМАН
(1903-1957)

Связь с квантовой

механикой (1926..)

Группы в математике

и физике

Герман Вейль
(1885-1995)

UU ((11)),, SSOO((33)),, SSUU ((22)) ×× UU ((11)),, SSUU ((33)),, .. .. .. EE88 .. .. ..

Муррей Гелл-Ман
(1929-2019)



a · x = b

Решение этого уравнения ?

ТеорияТеория группгрупп описываетописывает объектыобъекты ии бинарныебинарные операцииоперации, , 
длядля которыхкоторых этоэто уравнениеуравнение всегдавсегда имеетимеет решениерешение

I Замкнутость:
II Ассоциативность:

∀g1, g2 ∈ G, g = g1 · g2 ∈ G
∀g1, g2, g3 ∈ G

g1 · (g2 · g3) = (g1 · g2) · g3

III Единичный элемент:

∀g ∈ G, ∃ e ∈ G, e · g = g

IV Обратный элемент:
∀g ∈ G, ∃ g−1 ∈ G, g · g−1 = e

ГруппаГруппа GG

??

??



a · x = b

АксиомыАксиомы I, IV:: aa−−11 ·· ((aa ·· xx)) == aa−−11 ·· bb

АксиомаАксиома II:: ((aa−−11 ·· aa)) ·· xx == aa−−11 ·· bb

АксиомаАксиома III:: ee ·· xx == xx == aa−−11 ·· bb

ЗамечаниеЗамечание:: вв общемобщем случаеслучае коммутативностькоммутативность нене требуетсятребуется: : aa ·· bb ��== bb ·· aa

Теорема 1: Если и , тоaa ∈∈ GG aa ·· aa == aa aa == ee

ДоказательствоДоказательство:: пустьпусть имеетсяимеется .. ТогдаТогдаb ∈ G, b · a = e

АксиомаАксиома III::

ДоказательствоДоказательство::

((bb ·· aa)) ·· aa == ee ·· aa == aa

АксиомаАксиома II:: bb ·· ((aa ·· aa)) == bb ·· aa
bb ·· aa == aa == ee

Теорема 2: Единичный элемент уникален:  

АксиомаАксиома III:: e · f = e · e = e ff == ee

∀∀ff,, aa ∈∈ GG,, ff ·· aa == aa ·· ff == aa,, ff ´́ ee



Теорема 2: Обратный элемент уникален

aa ·· bb == bb ·· aa == ee;; aa ·· cc == cc ·· aa == eeДоказательствоДоказательство:: пустьпусть .. ТогдаТогда

b = b · e = b · (a · c) = (b · a) · c = e · c = c
III II III

Теорема 3: ∀∀aa,, bb ∈∈ GG,, ((aa ·· bb))−−11 == bb−−11 ·· aa−−11

ДоказательствоДоказательство:: пустьпусть .. ТогдаТогдаgg == ((aa ·· bb)) ∈∈ GG
I

gg ·· gg−−11 == ((aa ·· bb)) ·· ((bb−−11 ·· aa−−11)) == aa ·· ((bb ·· bb−−11)) ·· aa−−11 == aa ·· ee ·· aa−−11 == aa ·· aa−−11 == ee
II IV III IV

ЗамечаниеЗамечание:: единичныйединичный элементэлемент обратенобратен самсам кк себесебе: : ee == ee−−11

ГруппаГруппа GG называетсяназывается абелевойабелевой, , еслиесли ∀∀aa,, bb ∈∈ GG,, aa ·· bb == bb ·· aa

ГруппаГруппа GG называетсяназывается конечнойконечной, , еслиесли числочисло ееее элементовэлементов n= |G|n= |G| конечноконечно. . 

ЭтоЭто числочисло называютназывают порядкомпорядком группыгруппы

НапримерНапример: : |D|D33|=6, |=6, ««МонстрМонстр»» группагруппа, , |M| ~ 8 |M| ~ 8 ··10 10 5353

ГруппаГруппа GG называетсяназывается непрерывнойнепрерывной, , еслиесли числочисло ееее элементовэлементов бесконечнобесконечно. . 



ПримерыПримеры группгрупп ии групповыхгрупповых операцийопераций

сс операциейоперацией умноженияумноженияZZ22 == {{−−11,, 11}}

-- целыецелые числачисла сс операциейоперацией сложениясложения (0 (0 –– групповаягрупповая единицаединица))ZZ

матрицыматрицы сс операциейоперацией сложениясложения (0 (0 –– групповаягрупповая единицаединица))mm ×× nn

обратимыеобратимые матрицыматрицы сс операциейоперацией умноженияумножения

((единичнаяединичная матрицаматрица II –– групповаягрупповая единицаединица))
nn ×× nn

ПроизвольноеПроизвольное векторноевекторное пространствопространство имеетимеет групповуюгрупповую структуруструктуру
сс операциейоперацией сложениясложения вектороввекторов (0(0--векторвектор –– групповаягрупповая единицаединица))

SS11 == {{zz ∈∈ CC :: ||zz|| == 11}} -- множествомножество комплексныхкомплексных чиселчисел сс модулеммодулем
единицаединица попо отношениюотношению кк операцииоперации умноженияумножения

-- группагруппа целыхцелых чиселчисел попо модулюмодулю nn

Определим бинарную операцию как , если

и , если - cложение по модулю nn

ZZnn == {{00,, 11,, .. .. .. nn −− 11}}
aa ·· bb == aa ++ bb aa ++ bb << nn

aa ·· bb == aa ++ bb −− nn aa ++ bb ≥≥ nn

Циклическая группа порядка n
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ПерестановкиПерестановки ии симметриисимметрии
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ИзоморфизмИзоморфизм
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cc ==
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ИзоморфизмИзоморфизм:: взаимновзаимно однозначноеоднозначное ((11↔↔11)) отображениетображение

,,согласованноесогласованное сс действиемдействием бинарнойбинарной операцииоперации: : 

f : G �→ G′

SS33 DD33

∀g1, g2 ∈ G, f(g1) ⋆ f(g2) = f(g1 · g2)

АвтоморфизмАвтоморфизм:: отображениетображение группыгруппы нана самусаму себясебя сс
сохранениемсохранением групповойгрупповой структурыструктуры

ff :: GG ��→→ GG

ff−−11 :: GG′′ ��→→ GG



ГруппаГруппа перестановокперестановок SS33

Элементы группы: перестановки трех объектов

��
11 22 33
ii jj kk

��

G = {e, a, b, c, d, f}, |G| = 6

Групповая операция: последовательность 2 перестановок:                  

(сначала gj , а потом gi )

1 3

2

2 1

3

a a •• bb = = a a •• =                            =  e =                            =  e 

ggkk == ggii ·· ggjj

c c •• dd = = c c •• =                            =  a =                            =  a 

1

2

3 3

1

2

ВопросВопрос:: a a •• aa = = ??

b b •• dd = = ??

d d •• ff = = ??



ГруппаГруппа перестановокперестановок SS33

Групповая единица: тождественная перестановка

Обратный элемент: обратная перестановка

e =

�
1 2 3
1 2 3

�

∀∀gg ==

��
11 22 33
ii jj kk

��
∈∈ GG,, ∃∃ gg−−11 ==

��
ii jj kk
11 22 33

��
∈∈ GG

ТаблицаТаблица КэлиКэли

SS66
e       a        b        c        d        fe       a        b        c        d        f

ee

aa

bb

cc

dd

ff

e       a        b        c        d        fe       a        b        c        d        f

a       b        e        f        c        da       b        e        f        c        d

b       e        a        d        f        cb       e        a        d        f        c

c       d        f         e        a        bc       d        f         e        a        b

d       f        c         b        e       ad       f        c         b        e       a

f       c        d        a        b       ef       c        d        a        b       e



SS66
e       a        b        c        d        fe       a        b        c        d        f

ee

aa

bb

cc

dd

ff

e       a        b        c        d        fe       a        b        c        d        f

a       b        e        f        c        da       b        e        f        c        d

b       e        a        d        f        cb       e        a        d        f        c

c       d        f         e        a        bc       d        f         e        a        b

d       f        c         b        e       ad       f        c         b        e       a

f       c        d        a        b       ef       c        d        a        b       e

ЗамечаниеЗамечание II:: вв каждойкаждой строкестроке ии

вв каждомкаждом столбцестолбце одинодин элементэлемент

группыгруппы, , вв томтом числечисле единичныйединичный,  ,  

появляетсяпоявляется толькотолько одинодин разраз

ЗамечаниеЗамечание IIII:: всевсе строкистроки ии всевсе

столбцыстолбцы включаютвключают всевсе элементыэлементы

группыгруппы вв разныхразных перестановкахперестановках, , 

каждаякаждая перестановкаперестановка появляетсяпоявляется

одинодин разраз

ТеоремаТеорема оо перестановкеперестановке: : длядля любойлюбой конечнойконечной группыгруппы

умножениеумножение всехвсех ееее элементовэлементов нана произвольныйпроизвольный элементэлемент приводитприводит

кк перестановкеперестановке элементовэлементов. . 

GG== {{ee,, gg11,, gg22,, .. .. .. ggnn}}
ggii

ggnn ·· ggii == ggkk ,, ggmm ·· ggii == ggkk ,, nn ��== mmДоказательствоДоказательство:: предположимпредположим, , чточто

gn · (gi · g
−1

k ) = gk · g
−1

k = e, gm(gi · g
−1

k ) = gk · g
−1

k = e

gg−−11nn == ggii ·· gg
−−11

kk ,, gg−−11mm == ggii ·· gg
−−11

kk

gn = gk · g
−1

i , gm = gk · g
−1

i

gn = gm

GG == {{ee,, gg11 ,, gg22,, .. .. .. ggnn}} →→ GGggkk == {{((ee ·· ggkk)),, ((gg11 ·· ggkk)),, ((gg22 ·· ggkk)),, .. .. .. ((ggnn ·· ggkk))}}



ПодгруппаПодгруппа

ЗамечаниеЗамечание II:: единичныйединичный элементэлемент ии всявся группагруппа GG попо определениюопределению такжетакже

являютсяявляются подгруппамиподгруппами GG..

ЗамечаниеЗамечание IIII:: SS22 -- конечнаяконечная циклическаяциклическая группагруппа 33--гого порядкапорядка, , порожденнаяпорожденная

элементомэлементом аа :    :    

ЗамечаниеЗамечание IIIIII:: группагруппа SS33 кромекроме подгруппыподгруппы H=H=SS22 содержитсодержит ещееще 3 3 

нетривиальныенетривиальные подгруппыподгруппы первогопервого порядкапорядка: : {e, c}, {e, d}, {e, f}

ПодгруппаПодгруппа группыгруппы SS33

e       a        b e       a        b 

ee

aa

bb

e       a        b  e       a        b  

a       b        e a       b        e 

b       e     b       e     aa

SS22
ПодмножествоПодмножество НН элементовэлементов группыгруппы G G 

являетсяявляется ееее подгруппойподгруппой, , еслиесли

НН замкнутозамкнуто относительноотносительно групповойгрупповой операцииоперации::

ee ∈∈ HH ∀∀aa ∈∈ HH,, aa−−11 ∈∈ HH

∀∀aa,, bb ∈∈ HH ⊂⊂ GG,, cc == aa ·· bb ∈∈ HH ⊂⊂ GG

SS22 == {{ee,, aa,, bb}}

SS22 == {{ee,, aa,, aa
22}},, aa33 == ee



КлассыКлассы эквивалентностиэквивалентности

СопряжениеСопряжение элементаэлемента группыгруппы:: ∀∀ggii ,, ggkk ∈∈ GG ∃∃ ggii ·· ggkk ·· gg
−−11

ii == gg′′kk ∈∈ GG

Рассмотрим сопряжение элементов подгруппы

по всем элементам группы SS3 3 :

e→ e · e · e−1 = e

e→ a · e · a−1 = e

e→ b · e · b−1 = e

e→ c · e · c−1 = e

e→ d · e · d−1 = e

e→ f · e · f−1 = e

a→ e · a · e−1 = a

a→ a · a · a−1 = a

a→ b · a · b−1 = a

a→ c · a · c−1 = b

a→ d · a · d−1 = b

a→ f · a · f−1 = b

b→ e · b · e−1 = b

b→ a · b · a−1 = b

b→ b · b · b−1 = b

b→ c · b · c−1 = a

b→ d · b · d−1 = a

b→ f · b · f−1 = a

СоотношениеСоотношение эквивалентностиэквивалентности:: ,, еслиеслиaa ∼∼ bb

-- рефлективностьрефлективностьaa ∼∼ aa -- симметриясимметрияaa ∼∼ bb ==⇒⇒ bb ∼∼ aa

ЕслиЕсли ии тото -- транзитивностьтранзитивностьaa ∼∼ bb,, bb ∼∼ cc,, aa ∼∼ cc

Элементы и образуют класс эквивалентости.

СопряжениеСопряжение элементаэлемента группыгруппы задаётзадаёт соотношениесоотношение эквивалентностиэквивалентности

S2 = {e, a, b}

aa bb ∈∈ SS22 ⊂⊂ SS33



ПодгруппыПодгруппы ии смежныесмежные классыклассы ((косетыкосеты))

Если для любого элемента и для любого элемента

выполняется условие , то H является нормальной

подгруппой G

hh ∈∈ HH gg ∈∈ GG
g · h · g−1 ∈ H ⊂ G

ЗамечаниеЗамечание:: группу можно «разделить» на ее нормальную подгруппу, 
получив в результате новую группу.  

ЛевыйЛевый смежныйсмежный класскласс элементаэлемента попо подгруппеподгруппе ::gg ∈∈ GG HH ⊂⊂ GG

ПравыйПравый смежныйсмежный класскласс элементаэлемента попо подгруппеподгруппе ::gg ∈∈ GG HH ⊂⊂ GG

HHgg == {{hh ·· gg|| ∀∀hh ∈∈ HH}}

gH = {g · h| ∀h ∈ H}

Множество всех левых смежных классов (фактор-множество): G/H

Множество всех правых смежных классов (фактор-множество): H\G

ЗамечаниеЗамечание:: левые (правые) смежные классы группы G по подгруппе H 

или полностью совпадают, или не пересекаются.  



ПодгруппыПодгруппы ии смежныесмежные классыклассы

H = {e, a, b} ⊂ S3 gHg−1 = H, ∀g ∈ S3

Индекс подгруппы - количество ее различных смежных классовiinnddGG((HH ))

СмежныеСмежные классыклассы HH::

HHee == {{ee,, aa,, bb}} == HH

HHaa == {{aa,, bb,, ee}} == HH

HHbb == {{bb,, ee,, aa}} == HH

HHcc == {{cc,, ff,, dd}} == KK

HHdd == {{dd,, cc,, ff}} == KK

HHff == {{ff,, dd,, cc}} == KK

Правый смежный класс подгруппы H

HH == {{ee,, cc}} == SS11 ⊂⊂ SS33

HHee == {{ee,, cc}} == HH

HHaa == {{aa,, dd}} == KK11

HHbb == {{bb,, ff}} == KK22

HHcc == {{cc,, ee}} == HH

HHdd == {{dd,, aa}} == KK11

HHff == {{ff,, bb}} == KK22

Правые смежные классы подгруппы H

iinnddSS33 ((SS22)) == 22

indS3(S1) = 3



ПодгруппыПодгруппы ии смежныесмежные классыклассы

HH == {{ee,, dd}} == SS11 ⊂⊂ SS33

HHee == {{ee,, dd}} == HH

HHaa == {{aa,, ff }} == KK33

HHbb == {{bb,, cc}} == KK44

Hc = {c, b} = K4

Hd = {d, e} = H

Hf = {f, a} = K3

HH == {{ee,, ff}} == SS11 ⊂⊂ SS33

HHee == {{ee,, ff}} == HH

HHaa == {{aa,, cc}} == KK55

HHbb == {{bb,, dd}} == KK66

HHcc == {{cc,, aa}} == KK55

HHdd == {{dd,, bb}} == KK66

HHff == {{ff,, ee}} == HH

HH == {{ee,, dd}} == SS11 ⊂⊂ SS33

HHee == {{ee,, dd}} == HH

HHaa == {{aa,, ff }} == KK33

HHbb == {{bb,, cc}} == KK44

indS3(S1) = 3

ТеоремаТеорема ЛагранжаЛагранжа: : порядокпорядок ии индексиндекс подгруппыподгруппы H H конечнойконечной группыгруппы
G G являютсяявляются делителямиделителями порядкапорядка группыгруппы,, |G| = |H| |G| = |H| •• indind

GG(H(H))

HH == {{ee,, aa,, bb}} ⊂⊂ SS33 ,, ||HH || == 33,, iinnddSS33 ((HH)) == 22,, ||SS33|| == 66

HH == {{ee,, cc}} ⊂⊂ SS33 ,, ||HH || == 22,, iinnddSS33 ((HH )) == 33,, ||SS33 || == 66



ФакторФактор--группагруппа: : смежныесмежные классыклассы группыгруппы GG попо инвариантнойинвариантной
подгруппеподгруппе H H образуютобразуют факторфактор--группугруппу G/H G/H 

SS2         2         E        KE        K

E       E         KE       E         K

K      K         EK      K         E

e       a        b        c        d        fe       a        b        c        d        f

dd

ff

e       a        b        c        d        fe       a        b        c        d        f

a       b        e        f        c        da       b        e        f        c        d

b       e        a        d        f        cb       e        a        d        f        c

c       d        f         e        a        bc       d        f         e        a        b

d       f        c         b        e       ad       f        c         b        e       a

f       c        d        a         b       ef       c        d        a         b       e

SS33

ee

aa

bb

cc

EE == HH == {{ee,, aa,, bb}}

KK == {{cc,, dd,, ff}}

ПроизведениеПроизведение смежныхсмежных классовклассов:: KK11 ·· KK22 == ((gg11HH)) ·· ((gg22HH)) == ((gg11 ·· gg22))HH

ЗамкнутостьЗамкнутость:: произведениепроизведение тактак каккакKK11 ·· KK22 ∈∈ GG//HH,, gg11 ·· gg22 ∈∈ GG

АссоциативностьАссоциативность:: ,,тактак каккак

((gg11HH)) ·· [[((gg22HH)) ·· ((gg33HH))]] == gg11 ·· ((gg22 ·· gg33))HH == ((gg11 ·· gg22)) ·· gg33HH == [[((gg11HH )) ·· ((gg22HH ))]] ·· ((gg33HH ))

KK11 ·· ((KK22 ·· KK33)) == ((KK11 ··KK22)) ··KK33

ЕдиничныйЕдиничный элементэлемент:: смежныйсмежный класскласс ,,тактак каккакEE == eeHH

EE ·· KK == ((eeHH)) ·· ((ggHH )) == ((ee ·· gg))HH == ggHH == KK

ОбратныйОбратный элементэлемент:: смежныйсмежный класскласс ,,тактак каккакK−1 = g−1H

KK−−11 ·· KK == ((gg−−11 ·· gg))HH == eeHH == EE ∈∈ GG//HH



……ии ещееще нескольконесколько определенийопределений:

Конечная группа называется простойпростой, , если она не имеет
нетривиальных инвариантных подгрупп.
Конечная группа называется полупростойполупростой, , если она не имеет

нетривиальных абелевых инвариантных подгрупп. 

ПрямоеПрямое произведение групп: , причемGG == AA ×× BB

∀a ∈ A, ∀b ∈ B, a · b = b · a ∀g ∈ G, g = a · b, a ∈ A, b ∈ B

Следствие: как А, так и В – инвариантные подгруппы G

Задача: вектора в 3-х мерном пространстве �3 являются элементами

бесконечной группы относительно операции сложения, а ноль-вектор

является групповой единицей. Что представляет собой инвариантная

подгруппа и соответствующие классы эквивалентности?  

�3

�2

�1
R1 = R3 / R2

ЦентрЦентр группыгруппы:: набор ее элементов, коммутирующих со всеми

элементами G



ИзоморфизмИзоморфизм:: взаимновзаимно однозначноеоднозначное ((11↔↔11)) отображениетображение
, , согласованноесогласованное сс действиемдействием бинарнойбинарной операцииоперации: : 

f : G �→ G′

∀g1, g2 ∈ G, f(g1) ⋆ f(g2) = f(g1 · g2)

НапомнимНапомним::

ГомоморфизмГомоморфизм:: отображениетображение однойодной группыгруппы нана другуюдругую, , сохраняющеесохраняющее

групповуюгрупповую структуруструктуру: : 

SS33 ⇄⇄ DD33

ff−−11 :: GG′′ ��→→ GG

ff :: GG ��→→ GG′′ ∀∀gg11 ,, gg22 ∈∈ GG,, ff ((gg11)) ⋆⋆ ff ((gg22)) == ff ((gg11 ·· gg22))

GG
GG′′

ff−−11

ff

ee
EE

ff

ЯдроЯдро гомоморфизмагомоморфизма:: набор элементов

KKeerr ff == {{gg ∈∈ GG||ff ((gg)) == EE ∈∈ GG′′}}

ОбразОбраз гомоморфизмагомоморфизма:: набор элементов

IImm ff == {{gg′′ ∈∈ GG′′ || gg′′ == ff ((gg)),, gg ∈∈ GG}}

GG
GG′′

ee
EE



ТеоремаТеорема обоб изоморфизмеизоморфизме

ЗамечаниеЗамечание 1: 1: образобраз гомоморфизмагомоморфизма образуетобразует подгруппуподгруппу ввIImm ff G′

НапомнимНапомним:: ПодмножествоПодмножество НН элементовэлементов группыгруппы G  G  являетсяявляется ееее подгруппойподгруппой, , 

еслиесли выполняютсявыполняются условияусловия (1) (1) замкнутостизамкнутости, (2) , (2) наличияналичия вв НН единичногоединичного
элементаэлемента, (3)  , (3)  наличияналичия вв НН всехвсех обратныхобратных элементовэлементов

ПустьПусть , , тогдатогда

ППoo определениюопределению

ТакТак каккак , , тото

gg′′11,, gg
′′

22 ∈∈ IImm ff ⊂⊂ GG
′′ ∃∃gg11 ,, gg22 ∈∈ GG,, ff ((gg11)) == gg

′′

11 ,, ff ((gg22)) == gg
′′

22

gg′′11 ⋆⋆ gg
′′

22 == ff ((gg11)) ⋆⋆ ff ((gg22)) == ff ((gg11 ·· gg22)) ∈∈ IImm ff ✓✓

EE ∈∈ IImm ff ⊂⊂ GG′′ ✓✓

ff ((gg ·· gg−−11)) == ff ((ee)) == ff ((gg)) ⋆⋆ ff ((gg−−11)) == gg′′ ⋆⋆ ((gg′′))−−11 == EE

ff ((gg−−11)) == ff−−11((gg)) == ((gg′′))−−11 ∈∈ IImm ff ✓✓

ЗамечаниеЗамечание 22: : ядроядро гомоморфизмагомоморфизма образуетобразует инвариантнуюинвариантную подгруппуподгруппу GGKKeerr ff

gg11 ,, gg22 ∈∈ KKeerr ff ∈∈ GG,, ff ((gg11)) == ff ((gg22)) == EE ∈∈ GG
′′ПустьПусть , , тогдатогда

ff ((gg11 ·· gg22)) == ff ((gg11)) ⋆⋆ ff ((gg22)) == EE,, gg11 ·· gg22 ∈∈ KKeerr ff ✓✓

ППoo определениюопределению ee ∈∈ KKeerr ff ✓✓

∀∀gg ∈∈ KKeerr ff,, ff ((gg−−11)) == ff−−11((gg)) == EE,, gg−−11 ∈∈ KKeerr ff ✓✓



Теорема изоморфизма:   Гомоморфный образ группы

изоморфен факторгруппе по ядру гомоморфизма:

IImm ff ∼∼== GG//KKeerr ff

ЗамечаниеЗамечание 11:: образобраз каждогокаждого элементаэлемента ассоциированассоциирован сосо
смежнымсмежным классомклассом

ff ((gg)) gg ∈∈ GG
gg ·· KKeerr ff ∈∈ GG//KKeerr ff

G

HH == KKeerr ff

gg11HH

g2H

GG′′
EE

ff ((gg11))

ff ((gg22))

G GG′′
f

GG//KKeerr ff IImm ff

pp jj

ЗамечаниеЗамечание 22:: каждомукаждому элементуэлементу соответствуетсоответствует
единственныйединственный смежныйсмежный класскласс

gg′′ ∈∈ IImm ff ⊂⊂ GG′′

gg ·· KKeerr ff ∈∈ GG//KKeerr ff

hh

f


