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ВекторныеВекторные поляполя нана многообразияхмногообразиях

РассмотримРассмотрим отображениеотображение дифференцируемыхдифференцируемых многообразиймногообразий f f : : � � →→ ��““ ::

RR
nn

MUUii

ϕ ϕϕ−−11

pp

TTpp((MM ))

V

N

WWii

ff ((pp))

RR
mm ψψ ψψ−−11

xx == ϕϕ[[pp]]

yy == ψψ[[ff ((pp))]]

ff

ff∗∗

TTff ((pp))((NN ))

f∗V



Отображение многообразий индуцирует

отображение касательных пространств: ff∗∗ :: TTpp((MM)) ��→→ TTff ((pp))((NN))

ff :: MM ��→→ NN

Пример: РассмотримРассмотрим векторноевекторное полеполе

нана пространствепространстве � � == =�=�2,, параметризуемомпараметризуемом координатамикоординатами,

и зададим отображение на пространство � � == =�=�3 : >> ““““

V = 3
∂

∂x1
+ 4

∂

∂x2
∈ Tp(M)

ff :: MM ��→→ NN

((xx11 ,, xx22))

((yy11,, yy22 ,, yy33))
ff
==

��
xx11 ,, xx22,,

��
11 −− xx2211 −− xx2222

��

ff∗∗VV == ff∗∗VVνν
∂∂

∂∂yyνν
== VVµµ

∂∂yy11

∂∂xxµµ

∂∂

∂∂yy11
++ VVµµ

∂∂yy22

∂∂xxµµ

∂∂

∂∂yy22
++ VVµµ

∂∂yy33

∂∂xxµµ

∂∂

∂∂yy33

== 33
∂∂

∂∂yy11
++ 44

∂∂

∂∂yy22
−−
33yy11 ++ 44yy22

yy33

∂∂

∂∂yy33

Задача: рассмотрите отображение того же поля при отображенииVV ∈∈ TTpp((MM))

ff :: RR22 ��→→ RR
22 ,, ((yy11 ,, yy22)) == ((xx

22
11 −− 22xx

22
22 ,, 22xx

33
11xx
22
22))



Вопрос: а как ведут себя формы при отображении f f : : � � →→ ��““ ?

Pullback (Pullback (возвратвозврат формыформы))

ωω ∈∈ TT ∗∗pp ((MM))

RR
nn

MUUii

ϕ ϕϕ−−11

pp
N

WWii

ff ((pp))

RR
mm ψψ ψψ−−11

xx == ϕϕ[[pp]]

yy == ψψ[[ff ((pp))]]

ff

ff ∗∗

TT ∗∗pp ((MM ))

ff ∗∗ωω

TT ∗∗ff ((pp))((NN ))

ωω

PullPull--backback

PushPush--forwardforward



Свойства операции возврата формы:

• Линейность: 

• Коммутативность с внешним умножением:

• Коммутативность с внешним дифференцированием:

• Ассоциативность:  если и , то

f∗(ω1 + ω2) = f∗ω1 + f∗ω2

ff ∗∗((ωω11 ∧∧ ωω22)) == ((ff
∗∗ωω11)) ∧∧ ((ff

∗∗ωω22))

ff ∗∗((ddωω)) == dd((ff ∗∗ωω))

f : M �→ N g : N �→ P ((ggff ))∗∗ == ff ∗∗gg∗∗

Пример вычисления pullback: РассмотримРассмотрим отображение

и вычислим pullback 2-формы >> ““““

ff :: RR33 ��→→ RR
22

ωω == uuvv33 dduu ∧∧ ddvv ∈∈ RR22

ff :: ((xx,, yy,, zz)) ∈∈ RR33 ��→→ ((uu,, vv)) == ((xx22 ++ yyzz,, eexxyyzz)) ∈∈ RR22

ff ∗∗ωω == ((xx22 ++ yyzz))ee33xxyyzz dd((xx22 ++ yyzz)) ∧∧ dd((eexxyyzz)) ==

== ((xx22 ++ yyzz))ee33xxyyzz ((22xxddxx ++ zzddyy ++ yyddzz)) ∧∧ ((yyzzeexxyyzzddxx ++ xxzzeexxyyzzddyy ++ xxyyeexxyyzzddzz)) ==

== ee44xxyyzz((xx22 ++ yyzz))
��
((22xx22zz −− yyzz22))ddxx ∧∧ ddyy ++ ((22xx22yy −− yy22zz))ddxx ∧∧ ddzz

��



ПотокПоток векторноговекторного поляполя

Векторное поле на многообразии можно задать

интегральной кривой s(t,x):

VV == VVµµ
∂∂

∂∂xxµµ
∈∈ TTpp((MM))

xµ

σµ(0, x) = xµ

ddσσµµ((tt,, xx))

ddtt
== VVµµ((σσ))

-- локальныелокальные координатыкоординатыσσµµ

ИнтегральнаяИнтегральная криваякривая задаетзадает

потокпоток векторноговекторного поляполя:: σσ :: RR ××MM ��→→ MM

ЗамечаниеЗамечание:: потокпоток векторноговекторного поляполя определяетопределяет групповуюгрупповую структуруструктуру::

σσtt((xx)) ≡≡ σσ((tt,, xx)) σσtt((xx))

σσtt((xx))σσss((xx)) == σσtt++ss((xx)) σσ00 == 11 σσ−−1
1

tt == σσ−−tt

ИнфинитезимальноеИнфинитезимальное смещениесмещение,             ,             ::tt ≪≪ 11 σµ(t, x) = xµ + tVµ(x) + . . .

Генератор потокаКонечныеКонечные смещениясмещения:: σσµµ((tt,, xx)) == xxµµee
ttVV



Поток векторного поля: σσµµ((tt,, xx)) == xxµµee
ttVV

ЗамечаниеЗамечание:: разложениеразложение вв рядряд ТейлораТейлора

σσµµ((tt,, xx)) ==

��
11 ++ tt

dd

ddtt
++
tt22

22!!

��
dd22

ddtt22

��
++ .. .. ..

��
σσµµ((00,, xx)) == eett

dd

ddtt σσµµ((tt,, xx))

��������
tt==00

ddσσµµ((tt,, xx))

ddtt
== VVµµ((σσ))

Пример: РассмотримРассмотрим векторноевекторное полеполе V = −x2
∂

∂x1
+ x1

∂

∂x2
∈ R2

Задача: вычислить поток σσµµ((tt,, xx)) == ((σσ11 ,, σσ22)) == ((xx11 ccooss tt −− xx22 ssiinn tt,, xx11 ssiinn tt ++ xx22 ccooss tt))

x1

xx22
σσtt((xx))

VVµµ((xx)) ==
ddσσµµ

ddtt

��������
tt==00

== ((−−xx22,, xx11))

Домашнее задание: вычислитьвычислить потокпоток векторноговекторного

поляполя
VV == xx11

∂∂

∂∂xx11
++ xx22

∂∂

∂∂xx22
∈∈ RR22



ПроизводнаяПроизводная ЛиЛи векторноговекторного поляполя

xx

σσtt((xx))

VV ((xx))

xx′′ == σσtt((xx))

VV ((xx′′))

WW ((xx))

WW ((xx′′))((σσ−−tt))∗∗WW ((xx′′))

σσ−−tt((xx
′′))

WW ((xx)) ∈∈ TTxx((MM))

((σσ−−tt))∗∗WW ((σσtt((xx)))) ∈∈ TTxx((MM))

Производная Ли векторного поля W вдоль потока поля V:

LLVV WW == lliimm
tt→→00

11

tt
[[((σσ−−tt))∗∗WW ((σσtt((xx)))) −−WW ((xx))]]

АльтернативноеАльтернативное определениеопределение:: LLVV WW == lliimm
tt→→00

11

tt
[[WW ((σσtt((xx)))) −− ((σσtt))∗∗WW ((xx))]]

VV == VVµµ((xx))
∂∂

∂∂xxµµ
,, WW == WWµµ((xx))

∂∂

∂∂xxµµ

ВВ явномявном видевиде::

σσtt((xx)) == xxνν ++ ttVVνν ((xx)) ++ .. .. ..

WW ((xx′′)) == WWµµ((σσtt((xx))))
∂∂

∂∂xxµµ

��������
xx′′==σσtt((xx))

== WWµµ((xxνν ++ ttVVνν ((xx))))
∂∂

∂∂xxµµ

��������
xx′′==σσtt((xx))



WW ((xx′′)) == WWµµ((σσtt((xx))))
∂∂

∂∂xxµµ

��������
xx′′==σσtt((xx))

== WWµµ((xxνν ++ ttVVνν ((xx))))
∂∂

∂∂xxµµ

��������
xx′′==σσtt((xx))

==

��
WWµµ((xx)) ++ ttVVνν ((xx))

∂∂

∂∂xxνν
WWµµ((xx))

��
∂∂

∂∂xxµµ

��������
xx′′==σσtt((xx))

НапомнимНапомним:: припри отображенииотображении векторноговекторного поляполя ff∗∗XXαα == XXββ
∂∂yyαα

∂∂xxββ

(σ−t)∗W (x
′) =Wµ(σt(x))

∂σν
−t

∂xµ

∂

∂xν
= ff∗∗ →→ ((σσ−−tt))∗∗,, yyαα →→ σσαα

−−tt

==

��
WWµµ((xx)) ++ ttVVνν ((xx))

∂∂

∂∂xxνν
WWµµ((xx))

��
∂∂

∂∂xxµµ
((xxνν −− ttVVνν ))

∂∂

∂∂xxνν

== WWµµ((xx))
∂∂

∂∂xxµµ
++ tt

��
VVµµ

∂∂

∂∂xxµµ
WWνν −−WWµµ

∂∂

∂∂xxµµ
VVνν

��
∂∂

∂∂xxνν

Производная Ли :

LLVV WW == lliimm
tt→→00

11

tt
[[((σσ−−tt))∗∗WW ((σσtt((xx)))) −−WW ((xx))]] ==

��
VVµµ

∂∂

∂∂xxµµ
WWνν −−WWµµ

∂∂

∂∂xxµµ
VVνν

��
∂∂

∂∂xxνν

Коммутатор векторных полей (скобка Ли)



Свойства скобки Ли:

Билинейность :

СкобкаСкобка ЛиЛи:: -- гладкаягладкая функцияфункция нана ��

вв компонентныхкомпонентных обозначенияхобозначениях:                   :                   

[V,W ]f = VW(f)−WV (f), f(x)

[[VV,, WW ]]ff == VVµµ
∂∂

∂∂xxµµ
WWνν

∂∂

∂∂xxνν
ff −−WWµµ

∂∂

∂∂xxµµ
VVνν

∂∂

∂∂xxνν
ff == [[VV,, WW ]]µµ

∂∂

∂∂xxµµ
ff == LLVV WW ff

[[VV,, aaWW ++ bbUU ]] == aa[[VV,, WW ]] ++ bb[[VV,, UU ]]

Антисимметрия : [[VV,, WW ]] == −−[[WW,, VV ]]

Тождество Якоби :

Сохранение структуры при отображении :

[[[[VV,, WW ]],, UU ]] ++ [[[[WW,, UU ]],, VV ]] ++ [[[[UU,, VV ]],, WW ]] == 00

ff∗∗[[VV,, WW ]] == [[ff∗∗VV,, ff∗∗WW ]]

ГеометрическийГеометрический смыслсмысл –– некоммутативностьнекоммутативность двухдвух потоковпотоков:                                     :                                     

xx′′ == σσtt((xx))xx
ttVV

ssWW

xx′′′′ == ττss((xx))

τs(σt(x))
σσtt((ττss((xx))))

sstt[[VV,, WW ]]



ПроизводнаяПроизводная ЛиЛи дифференциальныхдифференциальных формформ

σσtt((xx))

VV ((xx))

xx′′ == σσtt((xx))

VV ((xx′′))

xxωω((xx))

ωω((xx′′))

σσ∗∗tt ((xx
′′))

((σσtt))
∗∗
ωω((xx′′))

LV ω = lim
t→0

1

t
[σ∗t ω(σt(x))− ω(x)]

ВВ явномявном видевиде:: σ∗tω(σt(x)) =
1

r!
ωi1,...ir(σt(x))

∂σi1t (x)

∂xj1
. . .

∂σirt (x)

∂xjr
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjr =

σσtt((xx)) == xxνν ++ ttVVνν ((xx)) ++ .. .. ..

= ω(x)+t
1

r!

�
Vν(x)

∂

∂xν
ωi1,...ir +ων,i2...ir

∂Vν

∂xi1
+ · · ·+ ωi1,i2...ν

∂Vν

∂xir

�
dxi1∧· · ·∧dxir

Производная Ли:

ПроизводнаяПроизводная ЛиЛи отот 11--формыформы::

LLVV ωω ==
11

rr!!
[[VV νν ((xx))∂∂ννωωii11,,......iirr ++ ωωνν,,ii22......iirr∂∂ii11VV

νν ++ ·· ·· ·· ++ ωωii11 ,,ii22 ......νν∂∂iirrVV
νν ]] ddxxii11∧∧·· ·· ··∧∧ddxxiirr

LLVV ωω == [[VV
νν∂∂ννωωµµ ++ ωωνν∂∂µµVV

νν ]]ddxxµµ



ТождествоТождество КартанаКартана

ТождествоТождество КартанаКартана:: LLVV ωω == iiVV ((ddωω)) ++ dd((iiVV ωω))

00--формаформа ((функцияфункция)): : 

Élie Cartan

ωω == ωω((xx)),, iiVV ωω == 00

iiVV ddωω == VV νν∂∂ννωωµµddxx
µµ == LLVV ωω

11--формаформа: : ωω == ωωµµ((xx))ddxx
µµ

iiVV ωω == VV ννωωνν ;; dd((iiVV ωω)) == ∂∂µµ((VV
ννωωνν )) ddxx

µµ

ddωω == ∂∂µµωωνν ddxxµµ ∧∧ ddxxνν ;; iiVV ((ddωω)) == ∂∂µµωωνν ((VV
µµddxxνν −− VV ννddxxµµ))

iiVV ((ddωω)) ++ dd((iivvωω)) == [[VV
νν∂∂ννωωµµ ++ ωωνν∂∂µµVV

νν ]]ddxxµµ == LLVV ωω

СледствиеСледствие:: dd((LLVV ωω)) == LLVV ((ddωω)) ПроизводнаяПроизводная ЛиЛи ии внешняявнешняя

производнаяпроизводная коммутируюткоммутируют



ПроизводнаяПроизводная ЛиЛи дифференциальныхдифференциальных формформ

Пример вычисления: РассмотримРассмотрим векторное поле

и вычислим производную Ли от 1-формы >> ““““

VV == −−yy
∂∂

∂∂xx
++ xx

∂∂

∂∂yy

ωω == yy22ddxx ++ xx22ddyyLLVV ωω

LLVV ωω == [[VV
νν∂∂ννωωµµ ++ ωωνν∂∂µµVV

νν ]] ddxxµµ == ((22xxyy ++ xx22))ddxx −− ((22xxyy ++ yy22))ddyy

ТождествоТождество КартанаКартана:: LLVV ωω == iiVV ((ddωω)) ++ dd((iiVV ωω))

ddωω == 22((xx −− yy))ddxx ∧∧ ddyy;; iiVV ωω == xx33 −− yy33

iivv((ddωω)) == ((22xxyy −− 22xx
22))ddxx ++ ((22yy22 −− 22xxyy))ddyy;; dd((iivvωω)) == 33xx

22ddxx −− 33yy22ddyy

LLVV ωω == ((22xxyy ++ xx22))ddxx −− ((22xxyy ++ yy22))ddyy

Домашнее задание: вычислитьвычислить производнуюпроизводную ЛиЛи отот 22--формыформы

попо векторномувекторному полюполюωω == −−xxddxx ∧∧ ddyy ++ yyddyy ∧∧ ddzz VV == −−yy
∂∂

∂∂xx
++ xx

∂∂

∂∂yy



ИндексИндекс векторныхвекторных полейполей

РассмотримРассмотрим векторноевекторное полеполе VV нана пространствпространств   ��22

VV == vv11((xx,, yy))
∂∂

∂∂xx
++ vv22((xx,, yy))

∂∂

∂∂yy

ОсобаяОсобая точкаточка векторноговекторного поляполя:: VV ((xx00)) == 00

ТипыТипы особыхособых точекточек::

ИндексИндекс векторноговекторного поляполя::

ff ==
VV

||VV ||
,, ff :: SS11 ��→→ SS11

iixx00 ==
11

22ππ

		

SS11

ddαα
vv11ddααvv22 −− vv22ddααvv11

vv2211 ++ vv2222

Домашнее задание: определитьопределить, , какимкаким векторнымвекторным полямполям соответствуютсоответствуют

этиэти особыеособые точкиточки



iixx00 ==
11

22ππ

		

SS11

ddαα
vv11ddααvv22 −− vv22ddααvv11

vv2211 ++ vv2222

ii((xx00)) == 22

ii((xx00)) == 00

ii((xx00)) == 11

Индекс векторного поля – это число

намотки при обходе вокруг особой

точки

ii((xx00)) == 11
ii((xx00)) == −−11

ff == ((ccooss αα,, ssiinn αα))

ff == ((00,, 11))

ff == ((ccooss 22αα,, ssiinn 22αα))

ff == ((ssiinn αα,, ccooss αα))
f = (sinα,− cosα)



ТеоремаТеорема ХопфаХопфа--ПуанкареПуанкаре

Напомним: векторное поле принадлежит пространству ,

касательному к �.

ВопросВопрос:: на каких пространствах оно может не иметь особых точек?

TTpp((MM))

VV ∈∈ TTpp((TT
22)) VV ∈∈ TTpp((SS

22))

ТеоремаТеорема оо причесываниипричесывании ежаежа: : 

Произвольное векторное поле на сфере S2 всегдавсегда имеет особые точки

σσkk ·· ˆ̂rrkk ==

��
ccooss θθ ssiinn θθee−−iiϕϕ

ssiinn θθeeiiϕϕ −− ccooss θθ

��
→→ UU−−11σσ33UU U =



cos θ2 sin θ

2e
−iϕ

−sin θ
2e

iϕ cos θ2

�



СледствиеСледствие: : нана ЗемлеЗемле всегдавсегда

гдегде--тото дуетдует ветерветер

ТеоремаТеорема ХопфаХопфа--ПуанкареПуанкаре: : 
суммасумма индексовиндексов векторноговекторного поляполя нана компактномкомпактном топологическомтопологическом

пространствепространстве ‹‹�� равнаравна егоего индексуиндексу ЭйлераЭйлера χχ((MM))

��

kk

ii((kk))xx00 == χχ((MM )) == 22gg −− 22

ВариантыВарианты длядля сферысферы S2 ::

{1,{1,--1}                              {1,1}                           1}                              {1,1}                           {2,0}    {2,0}    



РасслоенныеРасслоенные пространствапространства

ПространстваПространства, , которыекоторые локальнолокально выглядятвыглядят каккак

произведениепроизведение 2 2 топологическихтопологических пространствпространств, , 

называютсяназываются расслоеннымирасслоенными пространствамипространствами

Пример: касательное расслоение

над пространством 






xx∈∈MM

TTxx((MM))

M = R× S1

Fibre bundle setup:

РасслоенноеРасслоенное пространствопространство �

ПространствоПространство 
 –– базабаза

ПроекцияПроекция нана базубазу pp:: �→ 


СлойСлой F-- пространствопространство, , гомеоморфноегомеоморфное всемвсем

обратнымобратным отображениямотображениям,, FF == ππ−−11((xx)),, xx ∈∈ XX

НаборНабор локальныхлокальных покрытийпокрытий пространствапространства 
 сс гомеоморфизмомгомеоморфизмом

, , причемпричем

{{UUii}}

φi : π
−1(Ui) �→ Ui × F ππφφ−−11((xx,, ff )) == xx,, xx ∈∈ XX,, ff ∈∈ FF

СтруктурнаяСтруктурная группагруппа GG всехвсех гомеоморфизмовгомеоморфизмов слояслоя FF



СечениеСечение расслоениярасслоения:  :  

непрерывноенепрерывное отображениеотображение , , причемпричемss :: XX ��→→ MM ππss((xx)) == xx,, ∀∀xx ∈∈ XX




pp ss

UUii

СечениеСечение = = ““ПодъемПодъем вв расслоениерасслоение““

ЛокальноеЛокальное сечениесечение: : подъемподъем окрестностиокрестности UUii

СтруктурнаяСтруктурная группагруппа GG:: группагруппа ЛиЛи вв слоеслое,,

позволяющаяпозволяющая перейтиперейти отот одногоодного наборанабора

кк другомудругому,  ,  {{UUii,, ϕϕii}} {{UUjj ,, ϕϕjj}},, UUii ∩∩ UUjj ��== 00

Напомним: топология задается склейкой

ggiijj == ϕϕii ◦◦ φφ
−−11
jj :: ((UUii ∩∩ UUjj )) ×× FF ��→→ ((UUii ∩∩ UUjj )) ×× FF

ggiijj == gg−
−11
jjii ,, ggiiii == 11,, ggiijjggjjkk == ggiikk

ТривиальноеТривиальное расслоениерасслоение: : MM == XX ×× RRnn ,, ggiijj == 11 ∀∀ii,, jj

ВекторноеВекторное расслоениерасслоение: : M = X× VЛинейноеЛинейное расслоениерасслоение: : M = X× R1

ЗамечаниеЗамечание:: имеетсяимеется представлениепредставление структурнойструктурной группыгруппы GG вв векторномвекторном

пространствепространстве V V –– вв качествекачестве припри этомэтом слояслоя выступаетвыступает многообразиемногообразие, , нана

которомкотором заданозадано действиедействие группыгруппы –– этоэто ассоциированноеассоциированное расслоениерасслоение

M



ЦилиндрЦилиндр

ЛентаЛента МёбиусаМёбиуса

ПространствоПространство базабаза:: SS11 ПространствоПространство слойслой::

UU11

aa

SS11

UU22

UU11 == {{αα|| −− ǫǫ << αα << ππ ++ ǫǫ}}

UU22 == {{αα||ππ −− ǫǫ << αα << 22ππ ++ ǫǫ}}

--11 --11

11 11tt11

UU11 ×× FF --11 --11

11 11

tt22

UU22 ×× FF

FF == [[−−11,, 11]]

ОбластиОбласти перекрытияперекрытия::

ЛокальныеЛокальные картыкарты сс координатамикоординатами ((αα,, tt11)),, ((αα,, tt22))

UU11 ∩∩ UU22 == IILL ∪∪ IIRR

IIRR==[[−−ǫǫ,, ǫǫ]]

IILL == [[ππ −− ǫǫ,, ππ ++ ǫǫ]]

ttii == ggiijj ttjj

СтруктурнаяСтруктурная группагруппа:            :            ZZ22 == {{−−11,, 11}}

gg1122 == gg2211 == 11

gg1122 == −−gg2211 == 11



-- пространствопространство, , касательноекасательное кк расслоениюрасслоению

вв точкеточке слояслоя h, h, онооно разбиваетсяразбивается нана вертикальвертикаль--

ноеное ии горизонтальныегоризонтальные подпространстваподпространства: : 

ГлавноеГлавное расслоениерасслоение : : слойслой совпадаетсовпадает сосо структурнойструктурной группойгруппой

•• ГруппаГруппа GG действуетдействует нана главномглавном расслоениирасслоении самасама нана себясебя свободносвободно

справасправа::

((действиедействие группыгруппы нене выводитвыводит заза пределыпределы слояслоя))

•• ДляДля правогоправого действиядействия группыгруппы

•• ДействиеДействие группыгруппы GG задаетзадает соотношениясоотношения эквивалентностиэквивалентности: : 

RRgghh ≡≡ hhgg ∀∀hh,, gg ∈∈ GG

((hhgg11))gg22 == hh((gg11gg22)) ∀∀hh,, gg11 ,, gg22 ∈∈ GG

ДействиеДействие структурнойструктурной группыгруппы задаетзадает

««вертикальноевертикальное»» движениедвижение вдольвдоль слояслоя



xx

pp

FF==ππ−−11((xx))

hh

hghg

hh ∼∼ hh′′ ∀∀hh′′ == RRgghh

ЗадачаЗадача:: определитьопределить ««горизонтальноегоризонтальное»»

движениедвижение вв расслоениирасслоении -- отот одногоодного слояслоя

кк другомудругому

P

PP((XX,, GG))

TThh((PP))

PP

VVhh((PP))

VVhhgg((PP))

TThh((PP)) == VVhh((PP)) ⊕⊕ HHhh((PP))



СвязностьСвязность


 xx

pp

hh

hghg

FF == ππ−−11((xx))

VVhhgg((PP ))

VVhh((PP ))

PP

σσ((tt))

xx′′

HHhh((PP))

HHhhgg((PP )) СвязностьСвязность задаетзадает ««горизонтальноегоризонтальное»»

направлениенаправление вв расслоениирасслоении

((правилоправило связисвязи касательныхкасательных кк немунему пространствпространств)    )    

PP

ЗамечаниеЗамечание 11:: СтруктурнаяСтруктурная группагруппа –– этоэто группагруппа ЛиЛи:  :  

RRgghh == hheettAA == σσ((tt,, hh)) Поток вдоль слоя F

ЗамечаниеЗамечание 22:: ПотокПоток генерируетгенерирует векторноевекторное полеполе

ff -- произвольнаяпроизвольная гладкаягладкая функцияфункция,  ,  ff :: PP ��→→ RR
nn

Векторное поле X X сохраняет структуру алгебры Ли:

XXAAff ((hh)) ::==
dd

ddtt

��������
tt==00

ff ((hheettAA))

[[XXaa,, XXbb ]] == ffaabbccXXcc ,, XXaa ∈∈ VVhh((PP))

ЗамечаниеЗамечание 33:: дуальнымдуальным кк касательномукасательному пространствупространству

являетсяявляется пространствопространство rr--формформ ww нана слоеслое GG

Vh(P)



Каноническая 1-форма на группе Ли: ωω == gg−−11ddgg,, gg ∈∈ GG

Пример: каноническаяканоническая 11--формаформа нана группегруппе SU(2):SU(2):

gg((θθ,, φφ,, ψψ)) == eeii
σσ33

22
φφeeii

σσ22

22
θθeeii

σσ33

22
ψψ ==

��
zz11 ¯̄zz22
−−zz22 ¯̄zz11

��

zz22 == ssiinn
θθ
22 ee

ii

22
((ψψ−−φφ))

zz11 == ccooss
θθ
22 ee

ii

22
((ψψ++φφ))

Домашнее задание: показатьпоказать, , чточто , , гдегде

ddgg ==
11

22



 ��
−− ssiinn θθ

22ddθθ++ii ccooss
θθ
22 ((ddψψ++ddφφ))

��
ee
ii

22
((ψψ++φφ))

��
ccooss θθ

22 ddθθ−−ii ssiinn
θθ
22 ((ddψψ−−ddφφ))

��
ee−−

ii

22
((ψψ−−φφ))

��
−− ccooss θθ

22ddθθ++ii ssiinn
θθ
22 ((ddφφ−−ddψψ))

��
ee
ii

22
((ψψ−−φφ)) −−

��
ssiinn θθ

22 ddθθ++ii ccooss
θθ
22 ((ddψψ++ddφφ))

��
ee−−

ii

22
((ψψ++φφ))

��

ω = g−1dg =
i

2
ωkσk

ωω11 == ssiinn θθ ccooss ψψddφφ−− ssiinn ψψddθθ,, ωω22 == ssiinn θθ ssiinn ψψddφφ++ccooss ψψddθθ,, ωω33 == ccooss θθddφφ++ddψψ

Замечание: w дуальна векторному полю V на группе SU(2):            ωωkk((VV
kk)) ==

11

22ii
σσkk

V1 =
cosψ

sin θ

∂

∂φ
− sinψ

∂

∂θ
− cosψ cot θ

∂

∂ψ
;

V2 =
sinψ

sin θ

∂

∂φ
+ cosψ

∂

∂θ
− sinψ cot θ

∂

∂ψ
;

V3 =
∂

∂ψ



СвязностьСвязность

xxii

pp

hh

hghg

FF == ππ−−11((xx))

VVhhgg((PP ))

VVhh((PP ))

PP

HHhh((PP))

HHhhgg((PP ))

AAµµ((xx))

ωω



xxjj

TThh((PP)) == VVhh((PP)) ⊕⊕ HHhh((PP))

БазисБазис

ddiimm VVhh((PP)) == ddiimm GG== dd,, ddiimm HHhh((PP)) == ddiimm XX== nn

TThhPP
∂∂

∂∂xxµµ
++ CCµµiijj

∂∂

∂∂ggiijj
ggiijj == gg ∈∈ GG

Задача: определить явный вид коэффициентов CCµµiijj

ПроизвольноеПроизвольное векторноевекторное полеполе вв расслоениирасслоении::

VV == ααiijj
∂∂

∂∂ggiijj
++ ββµµ

��
∂∂

∂∂xxµµ
++ CCµµiijj

∂∂

ggiijj

��
∈∈ TThh((PP))

ПроизвольнаяПроизвольная формаформа вв расслоениирасслоении::

ωω == gg−
−11
iijj ((ddgg))iijj ++ gg−

−11
iijj

��
AAaa

µµTT
aa
iikk ddxxµµ

��
ggkkjj ∈∈ TT ∗∗hh ((PP))

ЗаметимЗаметим: : еслиесли , , тото

(ω, V ) = g−1ij (αij + βµCµij) + βµg−1ij Aa
µT

a
ik gkj

VV ∈∈ HHhh((PP )) ((ωω,, VV )) == 00,, ααiijj == 00

gg−
−11
iijj ββµµCCµµiijj ++ ββµµgg−

−11
iijj AAaa

µµTT
aa
iikk ggkkjj == 00 , , тото естьесть CCµµiijj == −−AA

aa
µµTT

aa
iikk ggkkjj



Каноническая 1-форма связности:

ωω == gg−−11ddgg ++ gg−−11((ππ−−11AA))gg,, gg ∈∈ GG,, AA == AAaa
µµTT

aaddxxµµ

1-форма в алгебре группы GPullPull--backback:: ss ∗∗ωω == AA

xxii

pp

hh

hghg

FF == ππ−−11((xx))

VVhhgg((PP ))

VVhh((PP ))

PP

HHhh((PP))

HHhhgg((PP ))

AAµµ((xx))

ωω

Форма w уникально определена в расслоении , 

но форма A локально задана на базе 





PP

xxjj

Напомним: - координата в слое,                     

и

ПриПри переходепереходе отот локальнойлокальной окрестностиокрестности

точкиточки xxii кк окрестностиокрестности точкиточки xxjj::

Афинные преобразования формы A

gg′′ == hhgg hh ∈∈ GG

gg−−11ddgg++gg−−11((ππ−−11AA((xxii))))gg==((gg
′′))−−11ddgg′′++((gg′′))−−11((ππ−−11AA((xxjj))))gg

′′

gg

ddgg′′ == ddhh gg ++ hh ddgg

gg−−11ddgg ++ gg−−11AAgg == gg−−11hh−−11 ((ddhh gg ++ hh ddgg)) ++ gg−−11hh−−11AA′′hhgg

AA == hh−−11AA′′hh ++ hh−−11ddhh



Ковариантная внешняя производная r-формы Dw: объект, который

преобразуется под действием преобразований группы G так же, как и

сама форма w

w - инвариант преобразований группы G

ωω′′ == ωω ((DDωω))′′ == DDωω == ddωω

w преобразуется как вектор относительно преобразований из G

DDωω == ddωω ++ AA ∧∧ ωω;; AA′′ == gg−−11AAgg ++ gg−−11ddggωω′′ == ggωω,, ((DDωω))′′ == gg((DDωω))

Действие ковариантной внешней производной генерирует форму

степени r+1, например для 1-формы A

FF == DDAA == ddAA ++ AA ∧∧ AA,, FF ′′ == ((DDAA))′′ == gg−−11((DDAA))gg == gg−−11FF gg

КалибровочноеКалибровочное преобразованиепреобразование векторвектор--потенциалапотенциала AAµµ == AAaa
µµTT

aa

2-форма кривизны ПроекцияПроекция кривизныкривизны нана локальнуюлокальную картукарту вв базебазе

определяетопределяет тензортензор напряженностинапряженности поляполя

FF aa
µµνν == ∂∂µµAA

aa
νν −− ∂∂ννAAaa

µµ ++ ff aa
bbccAA

bb
µµAA

cc
µµ

ЗамечаниеЗамечание:: ((ddgg))gg−−11 ++ gg((ddgg−−11)) == 00



ОтображениеОтображение ХопфаХопфа SS3 3 →→ SS22

РасслоениеРасслоение ХопфаХопфа
СфераСфера SS33::

xx33 == ssiinn
θθ

22
ccooss((φφ++ αα)),, xx44 == ssiinn

θθ

22
ssiinn((φφ++ αα))

xx11 == ccooss
θθ

22
ccoossαα,, xx22 == ccooss

θθ

22
ssiinnαα,,xxµµxx

µµ == 11 zz11 == xx11++iixx22==ccooss
θθ

22
eeiiαα

zz22 == xx33++iixx44==ssiinn
θθ

22
eeii((αα++φφ))

zz ==

��
zz11
zz22

��
==




ccooss θθ

22 ee
iiαα

ssiinn θθ
22 ee

ii((αα++φφ))

��

,, ¯̄zzzz == 11

Каноническая 1-форма на сфере SS33 : ωω == −−ii ¯̄zz ∧∧ ddzz == ddαα ++
11

22
((11 −− ccooss θθ)) ddφφ

2-форма кривизны: ΩΩ == ddωω == −−iidd ¯̄zz ∧∧ ddzz ==
11

22
ssiinn θθddθθ ∧∧ ddφφ

ВопросВопрос:: этоэто выражениевыражение ничегоничего нене напоминаетнапоминает?  ?  

ОтображениеОтображение ХопфаХопфа:: nnkk == ¯̄zzσσkkzz






nn11 == 22((xx11xx33 ++ xx22xx44)) == ssiinn θθ ccooss φφ
nn22 == 22((xx11xx44 −− xx22xx33)) == ssiinn θθ ssiinn φφ
nn33 == 22((xx

22
11 ++ xx2222 −− xx2233 −− xx2244)) == ccooss θθ

-- единичныйединичный векторвектор нана сфересфере SS22nnkk

КоординатыКоординаты двумернойдвумерной

комплекснойкомплексной плоскостиплоскости

АА кудакуда делсяделся уголугол a  a  ???  ???  



РасслоениеРасслоение ХопфаХопфа сферысферы SS33 :: базабаза –– SS22 , , слойслой –– SS11

ЗамечаниеЗамечание:: SS11 -- этоэто групповоегрупповое

пространствопространство абелевойабелевой группыгруппы U(1)U(1)

Отображение Хопфа ставит в соответствие

каждой петле на сфере SS33 точку на сфере SS22

ГруппаГруппа гомотопиигомотопии отображенияотображения ХопфаХопфа ππ33((SS
22)) == ZZ

ОбратнаяОбратная стереографическаястереографическая проекцияпроекция изиз ��33 нана SS33 ::

φφ−−11((xx,, yy,, zz)) == ((xx33 ,, xx44,, xx22 ,, xx11)) ==

��
22xx

11 ++ rr22
,,

22yy

11 ++ rr22
,,

22zz

11 ++ rr22
,,
11 −− rr22

11 ++ rr22

��

ПроекцияПроекция отображенияотображения

ХопфаХопфа изиз SS33 нана ��33
nn11 ==

44((22yyzz ++ xx((11 −− rr22))))

((11 ++ rr22))22
,,

nn22 ==
44((−−22xxzz ++ yy((11 −− rr22))))

((11 ++ rr22))22
,,

nn33 == 11 −−
88((xx22 ++ yy22))

((11 ++ rr22))22


