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ВекторныеВекторные поляполя нана многообразияхмногообразиях

ϕϕ tt ∈∈ [[00,, 11]]
aa ��→→ ϕϕ((00))

bb ��→→ ϕϕ((11))

КриваяКривая нана nn--мерноммерном пространствепространстве M M -- этоэто отображениеотображение jj: (: (a,ba,b) ) →→ M:M:

ФункцияФункция -- этоэто гладкоегладкое

отображениеотображение ff: : MM →→ �n::

ВекторноеВекторное полеполе нана пространствепространстве MM задаетсязадается касательнымикасательными векторамивекторами

ff

M

a

b

UUii

ϕϕ((tt))

RR
nn

ϕϕ ◦◦ ff

xxii == ff [[ϕϕ((tt))]]

vvii ==
ddxxii
ddtt

==
dd

ddtt
ff [[ϕϕ((tt))]] ∈∈ TTpp((MM ))



ииTTpp((MM )) TT ∗∗pp ((MM ))

Базис касательного пространства

в выбранной локальной карте:TTpp((MM ))

�
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, . . .

∂

∂xn

�

Кокасательное пространство : пространство линейных

отображений
TT ∗∗pp ((MM ))

ЗамечаниеЗамечание 11:: -- этоэто линейноелинейное векторноевекторное пространствопространство VVTTpp((MM ))

ff :: VV ��→→ RR
nn

Базис кокасательного пространства в выбранной локальной

карте:

TT ∗∗pp ((MM ))

{{ddxx11 ,, ddxx22 .. .. .. ddxxnn}}

ЗамечаниеЗамечание 22:: связьсвязь междумежду векторнымивекторными пространствамипространствами ии

требуеттребует дополнительногодополнительного определенияопределения скалярногоскалярного произведенияпроизведения
TTpp((MM)) TT∗∗pp ((MM))

ВекторноеВекторное полеполе нана пространствепространстве M:  M:  V = vi
∂

∂xi
∈ Tp(M)

ЭлементЭлемент кокасательногококасательного пространствапространства: : линейнаялинейная формаформа ωω == ωωiiddxx
ii ∈∈ TT ∗∗pp ((MM ))

(( ,, )) :: VV ⊗⊗ VV ��→→ RR;;

��
ddxxii ,,

∂∂

∂∂xxjj

��
== δδiijj



11--форма в �3
11--форма в �3

22--форма

33--форма

Визуализация дифференциальных форм

εε == εε((xx,, yy,, zz))ddxx ηη == ηη((xx,, yy,, zz))ddyy



ОперацииОперации наднад дифференциальнымидифференциальными формамиформами

Внешнее произведение:

Дифференциальные формы высшего ранга:

Билинейная форма:

rr--форма:

ddxxµµ ∧∧ ddxxνν ≡≡ ddxxµµ ⊗⊗ ddxxνν −− ddxxνν ⊗⊗ ddxxµµ

r 

ЗамечаниеЗамечание:: наборнабор всехвсех rr--формформ вв пространствепространстве размерностиразмерности n n 

задаетзадает векторноевекторное пространствопространство LLrr размерностиразмерности

TT ∗∗pp ((MM ))

ddiimm ΛΛrr ==

��
nn
rr

��
==

nn!!

rr!!((nn −− rr))!!

Внешнее произведение форм:

ωω11 == ff ((xxii))ddxx
ii11 ∧∧ ddxxii22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiipp

ω2 = g(xi)dx
i1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxiq

ωω11 ∧∧ ωω22 == ((−−11))ppqq ωω22 ∧∧ ωω11

Градуированная коммутативность:

ωω ==
11

22

��

µµ,,νν

ωωµµνν ((xx))ddxx
µµ ∧∧ ddxxνν ∈∈ TT ∗∗pp ((MM )) ⊗⊗ TT ∗∗pp ((MM ))

ωω ==
11

rr!!

��

µµ11µµ22 ......µµrr

ωωµµ11µµ22 ......µµrr ((xx))ddxx
µµ11 ∧∧ ddxxµµ22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxµµrr ∈∈ TT ∗∗pp ((MM)) ⊗⊗ ·· ·· ·· ⊗⊗ TT ∗∗pp ((MM))



Внешнее дифференцирование форм:

ωω == ff ((xxii))ddxx
ii11 ∧∧ ddxxii22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiipp dd−−→→ ddωω ==

11

pp!!

∂∂ff

∂∂xxkk
ddxxkk ∧∧ ddxxii11 ∧∧ ddxxii22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiipp

dd :: ΛΛpp ��→→ ΛΛpp++11

Полностью антисимметричный тензор

ранга p: ff ((xxii)) == ffii11,,ii22,,......iipp ((xxii))

Градуированное правило Лейбница: dd((ωω11 ∧∧ ωω22)) == ddωω11 ∧∧ ωω22 ++ ((−−11))ppωω11 ∧∧ ddωω22

pp--форма rr--форма

Внешнее дифференцирование:

• Линейно: 

• Нильпотентно:  dd22ωω ≡≡ 00

ЗамкнутаяЗамкнутая формаформа:: ddωω == 00 ТочнаяТочная формаформа:: ωω == ddαα

Лемма Пуанкаре: любая замкнутая форма локально является точной формой

d(aω1 + bω2) = adω1 + bdω2, ∀a, b ∈ C



Внутреннее произведение r-формы и вектора :ωω ∈∈ ΛΛrr

iivv :: ΛΛ
rr ��→→ ΛΛrr−−11

iivvωω ==
11

((rr −− 11))!!
��

kk,,ii22 ,,......iirr

vvkkωωkk,,ii22,,ii33,,......iirr ddxx
ii22 ∧∧ ddxxii33 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiirr ==

VV == vvkk
∂∂

∂∂xxkk
∈∈ TTpp((MM ))

==
11

rr!!

rr��

aa==11

((−−11))aa−−11vviiaa
��

ii11,,ii22......iirr

ωωii11 ,,ii22 ......iirr ddxx
ii11 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ��ddxxiiaa ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiirr

Внутреннее произведение:

• Линейно по формам: 

• Линейно по векторному полю: 

• Антисимметрично: 

iivv++wwωω == iivvωω ++ iiwwωω,, ∀∀vv,, ww ∈∈ TTpp((MM ))

Градуированное правило Лейбница:

pp--форма rr--форма

iivv((ωω11 ∧∧ ωω22)) == iivvωω11 ∧∧ ωω22 ++ ((−−11))ppωω11 ∧∧ iivvωω22

iivv ◦◦ iiww == −−iiww ◦◦ iivv ;; ii22vv == 00

iivv((ωω11 ++ ωω22)) == iivvωω11 ++ iivvωω22,, ∀∀ωω ∈∈ ΛΛrr



Примеры вычисления внутреннего произведения:

1-форма в  �3 :

Векторное поле, касательное к �3 :

ωω == ωωxxddxx ++ ωωyyddyy ++ ωωzzddyy;;

VV == vvxx
∂∂

∂∂xx
++ vvyy

∂∂

∂∂yy
++ vvzz

∂∂

∂∂zz

iivvωω == vvxxωωxx ++ vvyyωωyy ++ vvzzωωzz == ((VV ,, ωω))

2-форма в  �3 : ωω == ωωxxyyddxx ∧∧ ddyy ++ ωωyyzzddyy ∧∧ ddzz ++ ωωzzxxddzz ∧∧ ddxx

ЗадачаЗадача: : ЧемуЧему равноравно внутреннеевнутреннее произведениепроизведение ии 33--формыформы вв �3?  ?  ??VV

РассмотримРассмотрим 2 2 векторныхвекторных поляполя нана �3 ии 22--формуформу ww::

VV == vvxx
∂∂

∂∂xx
++ vvyy

∂∂

∂∂yy
++ vvzz

∂∂

∂∂zz

UU == uuxx
∂∂

∂∂xx
++ uuyy

∂∂

∂∂yy
++ uuzz

∂∂

∂∂zz
== vvkkuujjωωkkjj == ωω((VV ,, UU ))

iivvωω ==
11

22
ωωkkjj ((vv

kkddxxjj −− vvjjddxxkk))

iiuuiivvωω ==
11

22
ωωkkjj iiuu((vv

kkddxxjj −− vvjjddxxkk)) ==



ИнтегрированиеИнтегрирование формформ

ИнтегрированиеИнтегрирование формформ определяетсяопределяется каккак операцияоперация, , обратнаяобратная кк внешнемувнешнему

дифференцированиюдифференцированию: : d    d    ↔↔ ∫∫
ЭлементЭлемент объемаобъема пространствапространства M, M, 

nn--формаформа

ddiimm MM == nn

ωω ==
11

nn!!
εεii11ii22......iinnddxx

ii11 ∧∧ ddxxii22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiinn == ddxx11 ∧∧ ddxx22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxnn ∈∈ TT ∗∗pp ((MM ))

Пусть f(xf(x)) – произвольная гладкая функция на MM, тогда интеграл от

n-формы f f ww по локальной окрестности UU на MM определяется как
��

UU

ωω ==

��

UU

ff ((xx))ddxx11 ∧∧ ddxx22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxnn == OO((UU ))
��

RRnn

ff ((xx))ddVV

Ориентация O(U) = ±1

ТеоремаТеорема СтоксаСтокса:: пустьпусть MM –– ориентируемоеориентируемое компактноекомпактное пространствопространство

сс непустойнепустой границейграницей ddMM, , ии имеетсяимеется nn--11 формаформаddiimm MM == nn ωω ∈∈ ΛΛnn−−11

ТогдаТогда

�

M

dω =

�

δM

ω



ТеоремаТеорема СтоксаСтокса: : примерыпримеры

��

MM

ddωω ==

��

δδMM

ωω,, ddiimm MM == nn,, ωω ∈∈ ΛΛnn−−11

n=1n=1:: MM == [[aa,, bb]],, δδMM == {{aa,, bb}}
a                         b

ωω == ff ((xx))0-форма �

M

dω =

b�

a

dω

dx
dx = ω(b)− ω(a) =

�

δM

ω

n=2n=2:: M =

�
(x1, x2)

����x21 + x22 ≤ 1
�
, δM = S1

MM

MM

ddMM
1-форма

ωω == ωωii((xx))ddxx
ii,, ddωω == ∂∂jjωωii((xx))ddxx

jj ∧∧ ddxxii ==
��
∂∂ωω22
∂∂xx11

−− ∂∂ωω11
∂∂xx22

��
ddxx11 ∧∧ ddxx22

==
11

22
((∂∂iiωωjj −− ∂∂jjωωii)) ddxxii ∧∧ ddxxjj



ЗамечаниеЗамечание:: сопоставимсопоставим формеформе ww планарныепланарные компонентыкомпоненты векторавектора
потенциалапотенциала ωωii((xx11 ,, xx22)) ==⇒⇒ AAii((xx11 ,, xx22))

МагнитноеМагнитное полеполе:: Bk = εijk∂iAj ; "B = ∇× "A = rot "A

Bk = (0, 0, B(x1, x2)), dSk =
1

2
εijkdxi ∧ dxj

Вектор нормали

x1

x2

ТеоремаТеорема СтоксаСтокса:: ПотокПоток магнитногомагнитного поляполя черезчерез дискдиск равенравен циркуляциициркуляции
потенциалапотенциала нана егоего границегранице

��

MM

ddωω ==

��

DD22

((∇∇ ×× ""AA)) dd""SS ==

��

DD22

""BB dd""SS ==

��

SS11

""AAdd""xx ==

��

δδMM

ωω

11

22
((∂∂iiωωjj −− ∂∂jjωωii)) ddxxii∧∧ddxxjj ==⇒⇒

11

22
((∂∂iiAAjj −− ∂∂jjAAii)) ddxx

ii∧∧ddxxjj == 11

22
εεiijjkkBBkkddxxii∧∧ddxxjj == BBkkddSS

kk



n=3n=3:: MM ==

��
((xx11 ,, xx22,, xx33))

��������xx
22
11 ++ xx

22
22 ++ xx

22
33 ≤≤ 11

��
,, δδMM == SS22

2-форма

ωω == ωω1122ddxx
11 ∧∧ ddxx22 ++ ωω2233ddxx22 ∧∧ ddxx33 ++ ωω3311ddxx33 ∧∧ ddxx11 ==

11

22
ωωiijjddxx

ii ∧∧ ddxxjj

ЗамечаниеЗамечание:: сопоставимсопоставим формеформе ww компонентыкомпоненты векторавектора электрическогоэлектрического
поляполя EE11 →→ ωω2233 ,, EE22 →→ ωω3311 ,, EE33 →→ ωω1122;; ""EE == ((EE11,, EE22,, EE33))

dω =
1

2
∂kωijdx

k ∧ dxi ∧ dxj

ωω ==
11

22
εεiijjkkEEkkddxxii ∧∧ ddxxjj == EEkkddSS

kk == ""EE ·· ""SS

ddωω ==
11

22
εεiijjkk ∂∂ llEEkkddxxll ∧∧ ddxxii ∧∧ ddxxjj ==

11

22
εεiijjkkεεlliijj ∂∂

llEEkk ddxx11 ∧∧ ddxx22 ∧∧ ddxx33

= δkl ∂
lEk dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = ∇ · "E dV

��

MM

ddωω ==

��

BBaallll

((∇∇ ×× ""EE)) ddVV ==

��

SS22

""EE dd""SS ==

��

δδMM

ωω

ТеоремаТеорема СтоксаСтокса = = законзакон ГауссаГаусса



ДуальностьДуальность ХоджаХоджа

Sir William Vallance Douglas Hodge

ωω ∈∈ ΛΛrr - векторное пространство размерности

ddiimm ΛΛrr ==

��
nn
rr

��
==

nn!!

rr!!((nn −− rr))!!
ЗамечаниеЗамечание:: пространствапространства LLrr ии LLnn--rr

имеютимеют однуодну ии туту жеже размерностьразмерность

ОперацияОперация дуальностидуальности ХождаХожда -- этоэто изоморфизмизоморфизм междумежду LLrr ии LLnn--rr

ΛΛrr ⋆⋆−−→→ ΛΛnn−−rr

ddiimm MM == nn

ωω == ddxx11 ∧∧ ddxx22 ·· ·· ·· ∧∧ ddxxrr ==⇒⇒ ⋆⋆ ωω == ddxxrr++11 ∧∧ ddxxrr++22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxnn

!! εεii11ii22 ......iirr iirr++11iirr++22......iinn == gg
ii11kk11ggii22kk22 .. .. .. ggiirrkkrr εεkk11kk22 ......kkrr iirr++11 ......iinn

⋆⋆ddxxii11 ∧∧ ddxxii22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiirr == 11

((nn −− rr))!! εε
ii11ii22......iirr

iirr++11iirr++22 ......iinn
ddxxiirr++11 ∧∧ ddxxiirr++22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiinn



МетрикаМетрика нана пространствепространстве MM: симметричное билинейное отображение

gg :: TTpp((MM )) ⊗⊗ TTpp((MM )) ��→→ RR ∀∀VV ,, UU ∈∈ TTpp((MM )),, ((VV ,, UU )) ��→→ gg((VV ,, UU ))

В локальных координатах на карте U: gg == ggiijjddxx
ii ⊗⊗ ddxxjj ,, ggiijj == ggjjii

ЕвклидоваЕвклидова метрикаметрика нана ��44:: ggµµνν == δδµµνν == ddiiaagg ((11,, 11,, 11,, 11)),, ddeett gg == 11

МетрикаМетрика МиньковскогоМиньковского нана ��44:: ggµµνν == ddiiaagg ((−−11,, 11,, 11,, 11)),, ddeett gg == −−11

ЗамечаниеЗамечание:: εε1122......nn ==
		
||gg||

εε1122......nn ==





11√√
||gg||

iinn RR
nn

−− 11√√
||gg||

iinn MM
nnεεii11ii22 ......iinnεε

ii11ii22 ......iinn ==

��
nn!! iinn RR

nn

−−nn!! iinn MMnn

r-форме дуальна (n-r)-формаω =
1

r!
ωµ1µ2...µrdx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr

⋆⋆ωω ==
11

rr!!((nn−− rr))!!ωωµµ11µµ22......µµrrεε
µµ11µµ22......µµrr

µµrr++11µµrr++22......µµnn ddxx
µµrr++11 ∧∧ ddxxµµrr++22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxµµnn



ДвойноеДвойное применениеприменение операцииоперации дуальностидуальности ХоджаХоджа::

⋆ ⋆ ω =
1

r!(n − r)!ωµ1µ2...µrε
µ1µ2...µr

µr+1µr+2...µn
⋆ dxµr+1 ∧ dxµr+2 ∧ · · · ∧ dxµn

⋆⋆ddxxii11 ∧∧ ddxxii22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiirr == 11

((nn −− rr))!! εε
ii11ii22 ......iirr

iirr++11iirr++22 ......iinn
ddxxiirr++11 ∧∧ ddxxiirr++22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiinn

Напомним: (n-r)-формаr-форма

⋆⋆ddxxµµrr++11 ∧∧ ddxxµµrr++22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxµµnn == 11

rr!!
εεµµrr++11µµrr++22......µµnnνν11νν22......ννrr ddxx

νν11 ∧∧ ddxxνν22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxννrr

ОченьОчень полезнаяполезная формулаформула вв ��nn::

ЗадачаЗадача 1:1: ПроверьтеПроверьте этуэту формулуформулу.. ЗадачаЗадача 2:2: КакКак выглядитвыглядит ееее аналоганалог
вв пространствепространстве МиньковскогоМиньковского ��n n ??

⋆⋆ ⋆⋆ ωω==
11

rr!!rr!!((nn−−rr))!!ωωµµ11 ......µµrr εε
µµ11......µµrr

µµrr++11 ......µµnn
εεµµrr++11 ......µµnnνν11......ννrr ddxx

νν11 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxννrr

εεµµ11......µµrrµµrr++11 ......µµnnεε
µµrr++11......µµnn

νν11 ......ννrr ddxxνν11 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxννrr == rr!!((nn −− rr))!! ddxxµµ11 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxµµrr

r(n-r) перестановок индексов !

(n-r)-форма

⋆⋆ddxxii11 ∧∧ ddxxii22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiirr == 11

((nn −− rr))!! εε
ii11ii22 ......iirr

iirr++11iirr++22 ......iinn
ddxxiirr++11 ∧∧ ddxxiirr++22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiinn

Напомним:

⋆⋆ddxxii11 ∧∧ ddxxii22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiirr == 11

((nn −− rr))!! εε
ii11ii22 ......iirr

iirr++11iirr++22 ......iinn
ddxxiirr++11 ∧∧ ddxxiirr++22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiinn

Напомним: r-форма

⋆⋆ddxxii11 ∧∧ ddxxii22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiirr == 11

((nn −− rr))!! εε
ii11ii22 ......iirr

iirr++11iirr++22 ......iinn
ddxxiirr++11 ∧∧ ddxxiirr++22 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiinn

Напомним:



ωω ==
11

rr!!
ωωµµ11......µµrr ddxx

µµ11 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ddxxµµrr

��nn ⋆⋆ ⋆⋆ ωω == ((−−11))rr((nn−−rr)) 11

rr!!
ωωµµ11 ......µµrr ddxx

µµ11 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxµµrr

⋆ ⋆ ω = (−1)r(n−r)+1 1
r!
ωµ1...µr dx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµr��nn

Примеры вычисления дуальных форм:

��33: ⋆⋆ddxx11 ∧∧ ddxx22 ∧∧ ddxx33 == εε112233 == 11 ⋆⋆ddxxii ∧∧ ddxxjj == εεiijjkkddxxkk

⋆⋆ddxxii ==
11

22!!
εεiijjkkddxx

jj ∧∧ ddxxkk ⋆⋆11 ==
11

33!!
εεiijjkkddxxii ∧∧ ddxxjj ∧∧ ddxxkk

��44:

εε00112233 == −−11

εε112233 == 11

⋆⋆11 == ddxx00 ∧∧ ddxx11 ∧∧ ddxx22 ∧∧ ddxx33 ⋆⋆ddxx00 ∧∧ ddxx11 ∧∧ ddxx22 ∧∧ ddxx33 == ⋆⋆ ⋆⋆ 11 == −−11

⋆⋆ddxx00==
11

33!!
εε00µµ11µµ22µµ33ddxx

µµ11 ∧∧ ddxxµµ22 ∧∧ ddxxµµ33 == 11

33!!
gg00ννεεννµµ11µµ22µµ33ddxx

µµ11 ∧∧ ddxxµµ22 ∧∧ ddxxµµ33

= dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

⋆⋆ddxx11==
11

33!!
εε11µµ11µµ22µµ33ddxx

µµ11 ∧∧ ddxxµµ22 ∧∧ ddxxµµ33 == 11

33!!
gg11ννεεννµµ11µµ22µµ33ddxx

µµ11 ∧∧ ddxxµµ22 ∧∧ ddxxµµ33

= ε1203dx
2 ∧ dx0 ∧ dx3 = dx0 ∧ dx2 ∧ dx3



……ии ещееще нескольконесколько примеровпримеров вв ��44:

⋆dx1 ∧ dx2 =? ⋆⋆ddxx00 ∧∧ ddxx22 ==?? ⋆⋆ddxx00 ∧∧ ddxx11 ∧∧ ddxx33 ==??

ВнутреннееВнутреннее произведениепроизведение формформ::

ααrr ,, ββrr ∈∈ ΛΛrr((MM ))

((ααrr ,, ββrr)) ==

��

MM

ααrr ∧∧ ((⋆⋆ββrr))

Координатное представление (��nn ):

((ααrr ,, ββrr)) ==
11

rr!!rr!!((nn −− rr))!!

��

MM

ααµµ11 ......µµrrββνν11 ......ννrr εε
νν11 ......ννrr

ννrr++11 ......ννnnεε
µµ11......µµrrννrr++11 ......ννnnddxx11∧∧.. .. .. ddxxnn

МодификацияМодификация ОченьОчень ПолезнойПолезной ФормулыФормулы вв ��nn::

ββνν11......ννrr εε
νν11......ννrr

ννrr++11 ......ννnn
εεµµ11 ......µµrrννrr++11 ......ννnn == rr!!((nn −− rr))!!ββµµ11......µµrr

((ααrr ,, ββrr)) ==
11

rr!!

��
ddVV ααµµ11......µµrrββ

µµ11 ......µµrr Замечание: внутреннее произведение
● симметрично:

● положительно:

((αα,, ββ)) == ((ββ,, αα))
((αα,, αα)) ≥≥ 00



CCопряженнаяопряженная производнаяпроизводная

Рассмотрим внутреннее произведение вида ((ddααrr−−11,, ββrr)) ==

��

MM

ddααrr−−11 ∧∧ ((⋆⋆ββrr))

Градуированное правило Лейбница:

== ((−−11))rr
��

MM

ααrr−−11 ∧∧ dd((⋆⋆ββrr)) ++
��

MM

dd ((ααrr−−11 ∧∧ ((⋆⋆ββrr))))

Теорема Стокса:

��

MM

dd ((ααrr−−11 ∧∧ ((⋆⋆ββrr)))) ==
��

δδMM

ααrr−−11 ∧∧ ((⋆⋆ββrr))

Граница ��nn или ��nn ? δδMM == 00

Определим операцию , обратную к дуальности Ходжа:⋆⋆−−11 ⋆⋆⋆⋆−−11 == 11

Напомним - на ��n n , а на ��n n ⋆⋆ ⋆⋆ ωω == ((−−11))rr((nn−−rr))ωω ⋆⋆ ⋆⋆ ωω == ((−−11))rr((nn−−rr))++11ωω

⋆⋆−−11ωω == ((−−11))rr((nn−−rr)) ⋆⋆ ωω ⋆⋆−−11ωω == ((−−11))rr((nn−−rr))++11 ⋆⋆ ωω



((ddααrr−−11,, ββ)) == ((−−11))rr
��

MM

ααrr−−11 ∧∧ dd((⋆⋆ββrr))

ВставкаВставка единицыединицы:                :                ⋆⋆⋆⋆−−11 == 11 Сопряженная производная:

((−−11))rr ⋆⋆−−11 dd ⋆⋆ ≡≡ δδ

==

��

MM

ααrr−−11 ∧∧ ⋆⋆

((−−11))rr ⋆⋆−−11 dd ⋆⋆ ββrr

��

((ddααrr−−11,, ββ)) ==

��

MM

ααrr−−11 ∧∧ ⋆⋆ δδββrr == ((ααrr−−11 ,, δδββrr))

ЗамечаниеЗамечание::

вв ��nn

p - ранг формы dd((⋆⋆ββ))

dd :: ΛΛrr ��→→ ΛΛrr++11 δδ :: ΛΛrr ��→→ ΛΛrr−−11

РангРанг bb:: rr

δδ ::== ((−−11))rr ⋆⋆−−11 dd ⋆⋆ == ((−−11))rr((−−11))pp((nn−−pp)) ⋆⋆ dd ⋆⋆

РангРанг :: nn--rr⋆⋆ββ РангРанг :: nn--r+1 r+1 ≡≡ ppdd((⋆⋆ββ))

((−−11))pp((nn−−pp)) == ((−−11))((rr−−11))((nn−−rr++11)) == ((−−11))nnrr++nn++11

СС точностьюточностью додо четныхчетных членовчленов! ! ВВ частностичастности -- (1(1--rr))r  r  -- четноечетное

вв ��44 δδ == −− ⋆⋆ dd ⋆⋆



ОператорОператор ЛапласаЛапласа::

ОператорОператор ЛапласаЛапласа

∆∆ == ((dd ++ δδ))22 == ddδδ ++ δδdd

1-форма в ��33 2-формаωω == ωωii((xx))ddxx
ii,, ddωω == ∂∂jjωωii((xx))ddxx

jj ∧∧ ddxxii

n=3, r=2

δδddωω == ((−−11))nnrr++nn++11 ⋆⋆ dd ⋆⋆
��
∂∂jjωωiiddxx

jj ∧∧ ddxxii
��
== ⋆⋆ dd

��
εεj
jii
kk∂∂jjωωiiddxx

kk
��
==

== ⋆⋆
��
εεj
jii
kk∂∂nn∂∂jjωωii ddxx

nn ∧∧ ddxxkk
��
== εεj

jii
kkεε

nnkk
mm ∂∂nn∂∂jjωωii ddxx

mm == ((δδjjmmδδiinn−−δδjjnnδδiimm))∂∂nn∂∂jjωωii ddxxmm

== ∂∂ii∂∂mmωωiiddxx
mm −− ∂∂nn∂∂nnωωmmddxxmm

n=3, r=1

ddδδωω == dd

((−−11))nnrr++nn++11 ⋆⋆ dd ⋆⋆ ωωii ddxxii

��
== −−dd

��
⋆⋆ dd

��
11

22
ωωii εε

ii
jjmmddxx

jj ∧∧ ddxxmm
����

== −− 11
22
dd

⋆⋆
��
∂∂nnωωii εε

ii
jjmm ddxxnn ∧∧ ddxxjj ∧∧ ddxxmm

����
== −− 11

22
dd

εεiijjmmεεnnjjmm ∂∂nnωωii

��
== −−dd [[∂∂iiωωii]]

== −−∂∂mm∂∂iiωωiiddxxmm

∆∆ωω == −−∂∂nn∂∂nnωω



⋆⋆ ∆∆ == ∆∆ ⋆⋆;; dd∆∆ == ∆∆dd;; δδ∆∆ == ∆∆δδ

ΛΛrr−−11 ddrr−−11−−→→ ΛΛrr ∆∆rr−−→→ ΛΛrr ddrr−−→→ ΛΛrr++11
←←−−
δδrr−−11

←←−−
δδrr

Оператор Лапласа положительно определен на пространстве rr--формформ::

((ωω,,∆∆ ωω)) == ((ωω,, ddδδ ωω)) ++ ((ωω,, δδdd ωω)) == ((δδ ωω,, δδ ωω)) ++ ((dd ωω,, dd ωω)) ≥≥ 00

Если , то и∆∆ωω == 00 δδωω == 00 ddωω == 00

ГармоническаяГармоническая формаформа:: ∆∆ωω == 00

ФормыФормы нана группахгруппах ЛиЛи: : 

ωω ==
11

rr!!
ωωii11 ......iirr ddxx

ii11 ∧∧ ·· ·· ·· ∧∧ ddxxiirr ;; ωωii11 ......iirr == ωω
aa
ii11 ......iirrTT

aa

ГенераторыГенераторы группыгруппы ЛиЛи: : [[TTaa,, TTbb ]] == ff
aabbccTTcc



ВнешнееВнешнее умножениеумножение формформ: : 

ВнешнееВнешнее дифференцированиедифференцирование формформ: : 

ВнутреннееВнутреннее произведениепроизведение формыформы ww ии векторноговекторного поляполя VV ::

ОперацияОперация дуальностидуальности ХоджаХоджа: : 

ИнтерированиеИнтерирование формформ::

ВнутреннееВнутреннее произведениепроизведение формформ::

СопряженнаяСопряженная производнаяпроизводная формыформы::

ωω11 ∧∧ ωω22 == ((−−11))ppqq ωω22 ∧∧ ωω11

iivv :: ΛΛ
rr ��→→ ΛΛrr−−11

ΛΛrr ⋆⋆−−→→ ΛΛnn−−rr

dd :: ΛΛpp ��→→ ΛΛpp++11

((ααrr ,, ββrr)) ==

��

MM

ααrr ∧∧ ((⋆⋆ββrr))

�

M

dω =

�

δM

ω

δδ :: ΛΛrr ��→→ ΛΛrr−−11 ((ddαα,, ββ)) == ((αα,, δδββ))



ЗадачаЗадача:: СилаСила FF вв классическойклассической механикемеханике НьютонаНьютона
–– этоэто векторвектор илиили 11--формаформа ? ? АА каккак насчетнасчет скоростискорости?? ??

Пример использования дифференциальных форм: 

классическая электродинамика Максвелла в ��44

НапомнимНапомним:  :  тензортензор электромагнитногоэлектромагнитного поляполя

УравненияУравнения МаксвеллаМаксвелла::

FFµµνν ==




00 EE11 EE22 EE33
−−EE11 00 BB33 −−BB22
−−EE22 −−BB33 00 BB11
−−EE33 BB22 −−BB11 00


 ˜̃FFµµνν ==

11

22 µµννρρσσ
FF ρρσσ ==




00 BB11 BB22 BB33
−−BB11 00 −−EE33 EE22
−−BB22 EE33 00 −−EE11
−−BB33 −−EE22 EE11 00




��
∂∂µµFF

µµνν == jjνν

∂∂µµ ˜̃FF
µµνν == 00

44--токток:: jjµµ == ((ρρ,,""jj))

xxµµ == ((cctt,, xx11,, xx22 ,, xx33))

ggµµνν == ddiiaagg ((−−11,, 11,, 11,, 11))

1-форма потенциала в  �4 : AA == AAµµ((xx))ddxx
µµ == AA00ddxx

00 ++ AAiiddxx
ii

2-форма поля в  �4 : F = dA =
1

2
Fµν(x)dx

µ ∧ dxν



Рассмотрим где

ЗамечаниеЗамечание: : ФормаФорма FF замкнутаязамкнутая, , dF=0dF=0 ФизическийФизический смыслсмысл??

EE == EEiiddxx
ii ,, BB ==

11

22
BBiijjddxx

ii ∧∧ ddxxjj ,, BBii ==
11

22
εεiijjkkBB

jjkk

1-форма электрического поля 2-форма магнитного поля

FF == EE ∧∧ ddxx00 ++ BB

ddEE ∧∧ ddxx00 == ∂∂jjEEii ddxx
jj ∧∧ ddxxii ∧∧ ddxx00 == 11

22
((∂∂iiEEjj −− ∂∂jjEEii)) ddxx

00 ∧∧ ddxxii ∧∧ ddxxjj

ddBB ==
11

22
∂∂iiBBjjkk ddxx

ii ∧∧ ddxxjj ∧∧ ddxxkk ++ 11

22
∂∂00BBjjkk ddxx

00 ∧∧ ddxxjj ∧∧ ddxxkk ==

==
11

22
εεiijjkk∂∂iiBBjjkk ddxx

11 ∧∧ ddxx22 ∧∧ ddxx33 ++ 11

22
∂∂00BBjjkk ddxx

00 ∧∧ ddxxjj ∧∧ ddxxkk

== ∂∂iiBBii ddxx
11 ∧∧ ddxx22 ∧∧ ddxx33 ++ εεiijjkk∂∂00BBii ddxx00 ∧∧ ddxxjj ∧∧ ddxxkk

ddFF ==
11

22

��
∂∂iiEEjj −− ∂∂jjEEii ++ εεiijjkk∂∂00BB

ii
��
ddxx00 ∧∧ ddxxii ∧∧ ddxxjj ++ ∂∂iiBBii ddxx

11 ∧∧ ddxx22 ∧∧ ddxx33 == 00

ЭтоЭто выражениевыражение ничегоничего нене напоминаетнапоминает?  ?  



Напомним - в ��44

ПерваяПервая парапара уравненийуравнений МаксвеллаМаксвелла::

F = dA dF = 0




"∇× "E = −∂

"B

dt
"∇ · "B = 0

ЗамечаниеЗамечание:: этиэти уравненияуравнения нене являютсяявляются динамическимидинамическими! ! 

FF == EE∧∧ddxx00++BB == EEii ddxx
ii∧∧ddxx00++11

22
εεiijjkkBB

jjkk ⋆⋆ddxxii∧∧ddxx00 == EEii ddxx
ii∧∧ddxx00++BBii ⋆⋆ddxx

ii∧∧ddxx00

⋆⋆FF ==
11

22
FFµµνν ⋆⋆ ddxx

µµ ∧∧ ddxxνν == EEii ⋆⋆ ddxxii ∧∧ ddxx00 −−BBii ddxx
ii ∧∧ ddxx00 == 11

22
��FFµµνν ddxxµµ ∧∧ ddxxνν

ЭлектромагнитнаяЭлектромагнитная дуальностьдуальность:: , , илиилиFF ⇐⇐⇒⇒ ��FF
��
""EE ==⇒⇒ −− ""BB;;
""BB ==⇒⇒ ""EE

⋆⋆ddxx00 ∧∧ ddxxii == −− 11
22
εεiijjkkddxx

jj ∧∧ ddxxkk ,, ⋆⋆ddxxii ∧∧ ddxxjj == εεiijjkk ddxx00 ∧∧ ddxxkk

d⋆F = εijk∂0Ei dx
0∧dxj∧dxk+εijk∂nEi dx

n∧dxj∧dxk−∂jBi dx
j∧dxi∧dx0

=
1

2

�
∂iBj − ∂jBi − εijk∂0Ei

�
dx0 ∧ dxi ∧ dxj − ∂iEi dx

1 ∧ dx2 ∧ dx3



Произвольная 3 форма:

ЗаметимЗаметим:               :               -- 3 3 формаформаdd ⋆⋆ FF

ВтораяВторая парапара уравненийуравнений МаксвеллаМаксвелла::

3-форма плотности заряда 2-форма тока

dd ⋆⋆ FF == JJ

НапомнимНапомним:: вв ��44 δδ == ⋆⋆ dd ⋆⋆

 == 11
22 iikk ddxx

ii ∧∧ ddxxkk

δδFF == ⋆⋆JJ ≡≡ jj

JJ ==
11

33!!
JJµµννσσ ddxx

µµ ∧∧ ddxxνν ∧∧ ddxxσσ == ρρ −−  ∧∧ ddxx00

δδFF == jj




""∇∇ ×× ""BB == jj ++

∂∂ ""EE

ddtt
""∇∇ ·· ""EE == ρρ

ЗамечаниеЗамечание:                              :                              -- сохранениесохранение токатокаδδ22FF == δδjj == 00

δj = ⋆d ⋆ jdxµ =
1

4!
∂αj

α εµνρσdx
µ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ = 0

ЛагранжианЛагранжиан:: LL == ddAA ∧∧ ⋆⋆ddAA −− AA ∧∧ JJ == 11

22
FF ∧∧ ⋆⋆FF ++ AA ∧∧ ⋆⋆jj

∂∂LL

∂∂AA
== −−JJ,, ∂∂LL

∂∂ddAA
== ⋆⋆ddAAУравненияУравнения поляполя:: dd ⋆⋆ ddAA −− JJ == 00



Задача: Рассмотрим 1-форму потенциала на пространствеAA == AAiiddxx
ii

RR
22//{{00}}

??F = dAAA11 == −−
xx22
rr22
,, AA22 ==

xx11
rr22
,, rr22 == xx2211 ++ xx

22
22

ddAA == ∂∂jjAAiiddxx
jj∧∧ddxxii == ∂∂

∂∂xxii

�� xxii
rr22

��
ddxx11∧∧ddxx22 ==

��
∂∂

∂∂xx11

��xx11
rr22

��
++

∂∂

∂∂xx22

�� xx22
rr22

����
ddxx11∧∧ddxx22 == 00

ФормаФорма A A –– замкнутаязамкнутая, , являетсяявляется лили онаона точнойточной?? AA == ddωω ??

ω = arctg
x2
x1

Не является непрерывной на RR
22//{{00}}

ФизическийФизический смыслсмысл??

ИнтегральнаяИнтегральная формаформа уравненийуравнений МаксвеллаМаксвелла::

�

M4

dF =

�

δM4

F = 0

��

MM44

dd ⋆⋆ FF ==

��

δδMM44

⋆⋆FF == QQ

КалибровочнаяКалибровочная инвариантностьинвариантность:: AA −−→→ AA ++ ddλλ,, FF −−→→ FF

АА каккак насчетнасчет релятивистскойрелятивистской инвариантностиинвариантности??




