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ЗаметимЗаметим: СеверныйСеверный полюсполюс проецируетсяпроецируется нана 2 2 точкиточки::

СтереографическаяСтереографическая проекцияпроекция II

ff :: SS11 ��→→ RR
11

((xx,, yy))

11 −− yy

αα

αα

u

ttaann αα ==
11 −− yy

xx

ttaann αα ==
11

uuxx22 ++ yy22 == 11

uu ==
xx

11 −− yy

ff−−11 :: RR11 ��→→ SS11

NN

ЗадачаЗадача:: НайтиНайти ««ЮжнуюЮжную»» проекциюпроекцию ии обратнуюобратную кк нейней, , 

0

??

NN == ((00,, 11)) ��→→ uu == ±±∞∞

gg−−11 :: RR11 ��→→ SS11gg :: SS11 ��→→ RR
11

((xx,, yy))
u

SS

((xx,, yy)) ==

��
22uu

11 ++ uu22
,,
uu22 −− 11

uu22 ++ 11

��



ПокрытияПокрытия топологическоготопологического пространствапространства

M UU ((11))xx UU ((22))xx

xx

ff11

f2 ◦ f
−1
1

ff22

xx11

xx22
RR
nn
((11))

ff11((xx))

yy11

yy22
RR
nn
((22))

ff22((xx))ff11 ◦◦ ff
−−11
22



ФункцииФункции склейкисклейки

ff :: SS11 ��→→ RR
11

((xx,, yy))

αα

αα

u

uu ==
xx

11 −− yy

NN

0

SS

((xx,, yy)) ==

��
22uu

11 ++ uu22
,,
uu22 −− 11

uu22 ++ 11

��

ββ

vv ==
xx

11 ++ yy

vv

((xx,, yy)) ==

��
22vv

11 ++ vv22
,,
11 −− vv22

11 ++ vv22

��

ВопросВопрос:: ЧтоЧто произойдетпроизойдет припри отображенияхотображениях ии ?  ?  

ff−−11 :: RR11 ��→→ SS11

gg :: SS11 ��→→ RR
11

gg−−11 :: RR11 ��→→ SS11

ff ◦◦ gg−−11 gg ◦◦ ff−−11

xx

11 −− yy

22uu

11 ++ uu22
::

��
11 −−

uu22 −− 11

uu22 ++ 11

��
==
11

uu

xx

11 ++ yy

22vv

11 ++ vv22
::

��
11 −−

11 −− vv22

11 ++ vv22

��
==
11

vv

ФункцииФункции склейкисклейки

двухдвух отображенийотображений



СтереографическаяСтереографическая проекцияпроекция IIII

ff :: SS22 ��→→ RR
22

z

x

y

(x,y,z)

N

(u,w)

u

w

ff−−11 :: RR22 ��→→ SS22

((uu,, ww)) ==

��
xx

11 −− zz
,,
yy

11 −− zz

��

((xx,, yy,, zz)) ==

��
22uu

11 ++ uu22 ++ ww22
,,

22ww

11 ++ uu22 ++ ww22
,,
11 −− uu22 −− ww22

11 ++ uu22 ++ ww22

��



ОдносвязныеОдносвязные пространствапространства

Петля на топологическом пространстве MM: непрерывное отображение

Односвязное пространство:

петля может быть непрерывно

стянута в точку

ff :: [[00,, 11]] ��→→ MM,, ff ((00)) == ff ((11))

ff ((00)) == ff ((11)) == xx00

Базисная точка петли

xx00xx00

xx00



ГомотопияГомотопия

ПустьПусть MM ии N N –– двадва топологическихтопологических пространствапространства, , аа ии -- двадва

отображенияотображения .  .  ЗадающиеЗадающие отображенияотображения

функциифункции ии называютсяназываются гомотопнымигомотопными, , еслиесли

можетможет бытьбыть непрерывнонепрерывно деформированодеформировано вв

БолееБолее строгоестрогое определениеопределение:: ИмеетсяИмеется непрерывноенепрерывное семействосемейство

функцийфункций , , причемпричем

ff11 ff22

ff11 :: MM ��→→ NN,, ff22 :: MM ��→→ NN

ff11((xx)) ff22((xx)) ff11((xx))

ff22((xx))

F (x, 0) = f1(x), F (x, 1) = f2(x) - гомотопияFF ((xx,, tt))

ПространстваПространства MM ии NN называютсяназываются гомотопическигомотопически эквивалентнымиэквивалентными, , 

еслиесли существуютсуществуют 2 2 непрерывныхнепрерывных отображенияотображения ,,

причемпричем ff ◦◦ gg == IINN ,, gg ◦◦ ff == IIMM

ff :: MM ��→→ NN,, gg :: NN ��→→ MM

ЗамечаниеЗамечание:: !!gg ��== ff−−11,, ff ��== gg−−11

FF ((xx,, tt)) :: ((MM ×× II)) ��→→ NN,, II == [[00,, 11]]



Гомотопия:

ГомотопияГомотопия: : примерыпримеры

ОтображенияОтображения окружностейокружностей:: f1 : S
1 �→ R

2, f2 : S
1 �→ R

2

f1 = (sin θ, cos θ) f2 = (2 sin θ, 2 cos θ)

((xx,, yy))
θθ

1

2

21

FF ((θθ,, tt)) ==

��
((11 ++ tt)) ccooss θθ,, ((11 ++ tt)) ssiinn θθ))

��

FF ((θθ,, 00)) == ff11((θθ)),, FF ((θθ,, 11)) == ff22((θθ))

ЗамечаниеЗамечание:: ЛюбойЛюбой интервалинтервал

гомотопенгомотопен точкеточке ::

[[−−aa,, aa]] ∈∈ RR11

{{00}} FF ((xx,, tt)) == xx((11 −− tt))

FF ((xx,, 00)) == xx ∈∈ [[−−aa,, aa]],, FF ((xx,, 11)) == {{00}}

ПространствоПространство сс выколотойвыколотой точкойточкой гомотопногомотопно сфересфере ::{{00}}RR
nn SSnn−−11

FF ((xx,, tt)) == ((11 −− tt))xx ++ tt
xx

||xx|| ff :: RRnn//{{00}} ��→→ SSnn−−11



ГомотопияГомотопия: : соотношениесоотношение эквивалентностиэквивалентности

Рефлективность:

Симметрия: если то

ДоказательствоДоказательство:: пусть , тогда

, причем

Рассмотрим , где

Следовательно, 

Транзитивность: если и то

ДоказательствоДоказательство:: пусть функции и соответствуют

отображениям

Рассмотрим

Следовательно,

ff ∼∼ ff FF ((xx,, tt)) == ff ((xx))
ff ∼∼ gg ,, gg ∼∼ ff

ff ∼∼ gg

∃∃FF ((xx,, tt)) :: ((MM ×× II)) ��→→ NN,, II == [[00,, 11]] FF ((xx,, 00)) == ff ((xx)),, FF ((xx,, 11)) == gg((xx))

GG((xx,, tt))((MM ×× II)) ��→→ NN GG((xx,, tt)) == FF ((xx,, 11 −− tt))

GG((xx,, 00)) == gg((xx)),, GG((xx,, 11)) == ff ((xx)) gg ∼∼ ff
ff ∼∼ gg gg ∼∼ hh ff ∼∼ hh

ff,, gg hh

MM ��→→ NN

HH((xx,, tt)) ==

��
FF ((xx,, 22tt)) tt ∈∈ [[00,, 11//22]]
GG((xx,, 22tt −− 11)) tt ∈∈ [[11//22,, 11]]

HH((xx,, 00)) == FF ((xx,, 22tt)) == ff ((xx)),, HH((xx,, 11//22)) == FF ((xx,, 11)) == GG((xx,, 00)) == gg((xx)),, HH((xx,, 11)) == GG((xx,, 11)) == hh((xx))

ff ∼∼ gg ∼∼ hh



ЗамечаниеЗамечание:: Гомотопия петель FF устанавливает их эквивалентность,

ГомотопияГомотопия петельпетель

РассмотримРассмотрим 2 2 петлипетли нана пространствепространстве M:M:

αα :: II ��→→ MM,, αα((00)) == αα((11)) == xx00 ,, ββ :: II ��→→ MM,, ββ((00)) == ββ((11)) == xx00

MM
xx00

αα
ββ

ПетлиПетли ии гомотопныгомотопны,  ,  еслиесли

существуетсуществует непрерывноенепрерывное отображениеотображение
αα ββ

αα ∼∼ ββ

F : I × I �→M

F (s, 0) = α(s), F (s, 1) = β(s)

FF ((00,, tt)) == FF ((11,, tt)) == xx00

γγ

Классы эквивалентности:  αα ∼∼ ββ ≁≁ γγ

Существование классов эквивалентности

означает возможность задания групповой структуры



КлассыКлассы гомотопиигомотопии

ОтображениеОтображение окружностиокружности::

((xx,, yy))

θθ

ββ
((xx,, yy))

xx ++ iiyy →→ zz == eeiiθθ

zz == eeiiββ == eeii((nnθθ++δδ))

nn--кратнаякратная намотканамотка припри отображенииотображении

Гомотопия: FF ((θθ,, tt)) == eeii((nnθθ++((11−−tt))δδ))

ОтображениеОтображение f f точкиточки нана((xx,, yy)) UU 11

ИндексИндекс отображенияотображения:: n =
1

2π

2π�

0

dθf
d

dθ
f−1

FF :: SS11 ��→→ SS11

FF

F (θ, 0) = f(θ), F (θ, 1) = f(β)

Индекс отображения задает классы гомотопии



Произведение 2 петель:              

ГрупповаяГрупповая операцияоперация вв пространствепространстве петельпетель::

ГомотопическиеГомотопические группыгруппы

xx00

αα

ββ =

αα ◦◦ ββ == γγ

xx00

αα

ββ

~

xx00

γγ

Обратная петля:              αα−−11((tt)) == αα((tt −− 11)),, ∀∀tt ∈∈ II

xx00 xx00

αα αα−−11

Единичный элемент:               xx00

αα ◦◦ αα−−11 == xx00
Ассоциативность:               ((αα ◦◦ ββ)) ◦◦ γγ == αα ◦◦ ((ββ ◦◦ γγ))

αα ◦◦ ββ == γγ ==

��
αα((22tt)) iiff 00 ≤≤ tt ≤≤ 11//22

ββ((22tt −− 11)) iiff 11//22 ≤≤ tt ≤≤ 11



ГомотопическиеГомотопические группыгруппы

Замечание: не только произведение петли и

обратной к ней дает единичный элемент!αα−−11
αα

xx00

αα

[α−1]

Сами по себе петли не образуют

групповую структуру, ее образуют

классыклассы эквивалентостиэквивалентости петельпетель [[αα]]

Произведение классов эквивалентности петель:              [[αα]] ◦◦ [[ββ ]] == [[αα ◦◦ ββ]]

ЭлементЭлемент гомотопическойгомотопической группыгруппы

Обратный класс:              [[αα]]−−11 == [[αα−−11]]

ГомотопическаяГомотопическая группагруппа такжетакже называетсяназывается фундаментальнойфундаментальной

группойгруппой топологическоготопологического пространствапространства M,M, ΠΠ11((MM,, xx00))

Ассоциативность:              (([[αα]] ◦◦ [[ββ ]])) ◦◦ [[γγ ]] == [[αα]] ◦◦ (([[ββ ]] ◦◦ [[γγ ]]))

Замкнутость:               

ΠΠ11((MM,, xx00))

∀∀[[αα]],, [[ββ]] ∈∈ ΠΠ11((MM,, xx00))[[αα]] ◦◦ [[ββ ]] == [[γγ ]] ∈∈ ΠΠ11((MM,, xx00))



Теорема 2: если MM и NN – связные пространства, причем , 

то фундаментальные группы и изоморфны
MM ∼∼ NN ff :: MM ��→→ NN

ΠΠ11((MM,, xx00)) ΠΠ11((NN,, ff ((xx00))))

Следствие:  Фундаментальная группа не меняется при гомеоморфных

преобразованиях, она является топологическим инвариантом

Теорема 1: если M M – связное пространство, то фундаментальные группы

и изоморфны для любыхΠΠ11((MM,, xx00)) ΠΠ11((MM,, xx
′′

00)) xx00,, xx
′′

00 ∈∈ MM

ЗамечаниеЗамечание:: перваяпервая фундаментальнаяфундаментальная группагруппа можетможет бытьбыть ии неабелевойнеабелевой

ΠΠ11((DD
22//{{xx11 ,, xx22}}))

MMxx00
γγ

ββ

α

γγ ◦◦ αα ◦◦ γγ−−11

MMxx00
γγ

α

γγ−−11

∼∼ ββ

γγ ◦◦ αα ≁≁ αα ◦◦ γγ



Примеры фундаментальных групп

ΠΠ11((SS
11)) == ZZ SS11 ΠΠ11((SS

22)) == 00

SS22

ΠΠnn((SS
mm)) == 00 nn << mmΠΠnn((SS

nn)) == ZZ

ЗадачаЗадача: : ЧемуЧему равнаравна фундаментальнаяфундаментальная группагруппа ???? ΠΠ11((TT
22))

Высшие фундаментальные группы

Пусть MM - топологическое пространство и

- единичный n-куб с границей .   

IInn == II ×× II ×× II ×× ·· ·· ·· ×× II

δδIInn

nn--мернаямерная петляпетля вв пространствепространстве M M :: α(n) : In �→M, α(n) : δIn �→ x0 ∈M

ЗамечаниеЗамечание:: αα((nn)) ∼∼ SSnn

ТеоремаТеорема:  :  Высшие фундаментальные группы являются абелевыми:

αα((nn)) ◦◦ ββ((nn)) ∼∼ ββ((nn)) ◦◦ αα((nn))



ГомологияГомология ии гомологическиегомологические группыгруппы

ИндексИндекс ЭйлераЭйлера: χχ((MM )) == VV −− EE ++ FF

ВопросВопрос:  :  аа каккак обобщитьобобщить этотэтот индексиндекс

нана случайслучай произвольныхпроизвольных измеренийизмерений??

СимплексСимплекс:: nn--мерныймерный геометрическийгеометрический объектобъект,  ,  числочисло вершинвершин которогокоторого

минимальноминимально вв nn--мерноммерном пространствепространстве,  ,  V=nV=n--11 ((обобщениеобобщение треугольникатреугольника))

d=1 d=1

pp00 pp11pp00

d=2

pp33

pp22

pp00
pp11

d=3

pp22

pp11

pp00

((pp00 ,, pp11))

((pp00 ,, pp22))

((pp00 ,, pp11))

((pp11 ,, pp22))

((pp00 ,, pp11 ,, pp22,, pp33))

((pp00,, pp11 ,, pp22))



kk--симплекссимплекс вв пространствепространстве

СимплексСимплекс

σσkk == ((pp00,, pp11 ,, .. .. .. ,, ppkk)) RR
nn,, nn ≥≥ kk

σσkk ==

��

xx ∈∈ RRnn || xx ==
kk��

ii==00

CCiippii ,, CCii ≥≥ 00,,
kk��

ii==00

CCii == 11

��

Барицентрические координаты (0,0,1)

(1,0,0)
(0,1,0)

(½, 0, ½)

(½, ½, 0)

(0,½, ½)

(1/3, 1/3, 1/3)

СимплексСимплекс вв ограниченограничен ии замкнутзамкнут,,

тото естьесть компактенкомпактен

RR
nn

qq--граньгрань kk--симплексасимплекса ::σσqq σk

Число q-граней:

��
kk ++ 11
qq ++ 11

��
==

((kk ++ 11))!!

((qq ++ 11))!!((kk −− qq))!!



Основная идея гомологического анализа:

1. Компактное односвязное к-мерное топологическое

пространство MM гомеоморфно k-cимплексу

2.   Граница пространства δδMM гомеоморфна (k-1)-cимплексу

~~MM σσkk ~~
δδMM

σσkk−−11

3. пространство MM с выколотой точкой гомеоморфно границе δδMM

MM
~~ ~~

δδMM

~~ σσkk−−11



:

:

КомплексКомплекс

Комплекс K – набор симплексов в , удовлетворяющий условиям:RR
nn

∀∀σσkk ∈∈ KK,, σσrr ∈∈ KK,, ∀∀rr ≤≤ kk

Если и - два симплекса принадлежащих комплексу KK, то

или и то есть

является общей гранью и .

σσ ∩∩ σσ′′ == 00 σσ ∩∩ σσ′′ ≤≤ σσ σσ ∩∩ σσ′′ ≤≤ σσ′′,,

σσ σσ′′

σσ ∩∩ σσ′′

σσ σσ′′

pp11

pp44

K = {p0, p1, p2, p3, p4, (p0, p1), (p0, p2), (p0, p3), (p0, p4), (p0, p1, p2)}

pp00 pp22

pp33



ТриангуляцияТриангуляция

ПустьM – n-мерное топологическое пространство. Если определен

комплекс K и существует гомеоморфизм , то пара

называется триангуляцией пространстваM . 

ff :: KK ��→→ MM ((ff,, KK))

Триангуляция окружности :SS11

pp00 pp11

pp22

pp00

pp11pp22

KK == {{pp00,, pp11,, pp22,, ((pp00,, pp11)),, ((pp11,, pp22)),, ((pp00,, pp22))}}

Триангуляция диска :D2

pp00 pp11

pp22

pp00

pp11pp22 pp11pp11

KK == {{pp00 ,, pp11 ,, pp22 ,, ((pp00 ,, pp11)),, ((pp11 ,, pp22)),, ((pp00 ,, pp22)),, ((pp00 ,, pp11 ,, pp22))}}



ТриангуляцияТриангуляция

Триангуляция цилиндра :II ×× SS11

pp00

pp11

pp22

pp33

pp00

pp11

pp11 pp11

pp00pp00

pp33

pp22 pp44

pp55

σσ σσ′′

σσ ∩∩ σσ′′ == ((pp00)) ∪∪ ((pp22))

Пересечение симплексов и не является

ни пустым множеством, ни общей гранью

σσ σσ′′

ЗадачаЗадача: : ПостроитьПостроить правильнуюправильную триангуляциютриангуляцию торатора??



ОриентацияОриентация симплексасимплекса::

ФундаментальнаяФундаментальная группагруппа топологическоготопологического пространствапространства MM можетможет бытьбыть

вычисленавычислена каккак фундаментальнаяфундаментальная группагруппа триангуляциитриангуляции

pp00pp11

pp22
pp00 pp11

((pp00,, pp11)) == −−((pp11 ,, pp00))

((pp00 ,, pp11 ,, pp22)) == ((pp11,, pp22 ,, pp00)) == ((pp22 ,, pp11,, pp00))

== −−((pp22,, pp11 ,, pp00)) == −−((pp00,, pp22 ,, pp11)) == −−((pp11 ,, pp00,, pp22))

РассмотримРассмотрим наборнабор произвольнопроизвольно ориентированныхориентированных rr--симплексовсимплексов

нана комплексекомплексе KK :                           .  :                           .  ЦепьюЦепью cc называетсяназывается суммасуммаσσ11rr ,, σσ
22
rr ,, .. .. .. σσ

nn
rr

cc == gg11σσ
11
rr ++ gg22σσ

22
rr ++ ·· ·· ·· ++ ggnnσσ

nn
rr ,, ggii ∈∈ ZZ

pp00

pp11

pp22
cc00 == ((pp11)) ++ ((pp22))

cc11 == 33((pp00,, pp11)) ++ ((pp22,, pp00))

cc22 == 22((pp00 ,, pp11,, pp22))



ОриентированныеОриентированные rr--симплексысимплексы, , образующиеобразующие комплекскомплекс KK, , 

генерируютгенерируют абелевуабелеву группугруппу –– группугруппу цепейцепей CCrr((KK))

ГрупповаяГрупповая операцияоперация вв пространствепространстве цепейцепей::

cc ==
nn��

ii==11

ggiiσσ
ii
rr ,, cc′′ ==

nn��

ii==11

gg′′iiσσ
ii
rr c+ c′ =

n�

i=1

(gi + g
′

i)σ
i
r

ЕдиничныйЕдиничный элементэлемент:: 0 =
n�

i=0

0 · σir

ОбратныйОбратный элементэлемент:: cc ==
nn��

ii==11

ggiiσσ
ii
rr ,, cc−−11 == −−cc ==

nn��

ii==11

((−−ggii))σσ
ii
rr

ЗамкнутостьЗамкнутость:: ∀∀cc,, cc′′ ∈∈ CCrr((KK)),, cc ++ cc
′′ == cc′′′′ ∈∈ CCrr((KK))

АссоциативностьАссоциативность:: ((cc ++ cc′′)) ++ cc′′′′ == cc ++ ((cc′′ ++ cc′′′′))

ГруппаГруппа цепейцепей изоморфнаизоморфна абелевойабелевой группегруппе рангаранга rr относительноотносительно сложениясложения



ОператорОператор границыграницы

ОператорОператор границыграницы действуетдействует нана симплекссимплекс , , задаваязадавая егоего границуграницу

ГраницейГраницей ориентированногоориентированного rr--симплексасимплекса называетсяназывается ((rr--11) ) цепьцепь

δδrr

δ0p0 = 0 Точка не имеет границы

δδ11((pp00,, pp11)) == pp11 −− pp00

pp00

pp22

pp11

pp00 pp11

δδ22((pp00 ,, pp11 ,, pp22)) == ((pp00,, pp11)) ++ ((pp11,, pp22)) ++ ((pp22,, pp00))

δδ22σσrr ≡≡ 00 Граница границы равна 0

δ2(p0, p1, p2) = δ1(p0, p1) + δ1(p1, p2) + δ1(p2, p0)

= p1 − p0 + p2 − p1 + p0 − p2 = 0

σσrr

δδrrσσrr ==
rr��

ii==00

((−−11))ii((pp00,, pp11 ,, .. .. .. ˆ̂ppii,, .. .. .. ,, pprr))



каждая граница – это цикл,

ГруппаГруппа цикловциклов ии группагруппа границыграницы

ЕслиЕсли ии тото цепьцепь c c называютназывают rr -- цикломцикломcc ∈∈ CCrr((KK)) δδrrcc == 00

НаборНабор rr––цикловциклов образуетобразует подгруппуподгруппу группыгруппы цепейцепей

-- группугруппу цикловциклов
ZZrr((KK)) CCrr((KK))

ЕслиЕсли ии , , тото цепьцепь c c называютназывают rr -- границейграницей∃∃dd ∈∈ CCrr++11((KK)),, cc == δδrr++11dd

НаборНабор rr––границграниц образуетобразует подгруппуподгруппу группыгруппы цепейцепей

-- группугруппу границграниц
Br(K) CCrr((KK))

Лемма:

ДоказательствоДоказательство:: рассмотрим .  Тогдаσσ == ((pp00 ,, pp11,, .. .. .. pprr ,, pprr++11)) ∈∈ CCrr++11((KK))

δδrr((δδrr++11σσ)) ==
rr++11��

ii==00

((−−11))iiδδrr((pp00,, pp11 ,, .. .. .. ˆ̂ppii ,, .. .. .. ,, pprr++11))

==
rr++11��

ii==00

((−−11))ii




ii−−11��

jj==00

((−−11))jj ((pp00,, pp11,, .. .. .. ˆ̂ppjj ,, .. .. .. ˆ̂ppii,, .. .. .. ,, pprr++11)) ++
rr++11��

jj==ii++11

((−−11))jj−−11((pp00,, pp11,, .. .. .. ˆ̂ppii,, .. .. .. ˆ̂ppjj ,, .. .. .. ,, pprr++11))





==
rr++11��

jj<<ii

((−−11))ii++jj((pp00,, pp11,, .. .. .. ˆ̂ppjj,, .. .. .. ˆ̂ppii,, .. .. .. ,, pprr++11))−−
rr++11��

jj>>ii

((−−11))ii++jj((pp00,, pp11,, .. .. .. ˆ̂ppii,, .. .. .. ˆ̂ppjj,, .. .. .. ,, pprr++11)) == 00

δδrr ((δδrr++11cc)) == 00,, ∀∀cc ∈∈ CCrr++11((KK)) BBrr((KK)) ⊂⊂ ZZrr((KK))



Группа циклов является ядром гомоморфизма,                            , 

а группа границ – его образом: 

Замечание 1: граница любого симплекса – это цикл.        

Замечание 2: граница комплекса - это r-цикл, гомологически эквивалентный нулю.         

pp00

pp22

pp11

pp33 ((pp00,, pp11 ,, pp22)) ((pp00,, pp11)) ++ ((pp11 ,, pp22)) ++ ((pp22 ,, pp00))

границаσσ22((KK)) δδ22σσ22((KK)) ∈∈ ZZ((KK))

σσ11 == ((pp00,, pp22)) ++ ((pp22,, pp33)) ++ ((pp33,, pp00)) ∈∈ KK ��∈∈ ZZ((KK)) !!

Так как - подгруппа ,то можно определить фактор-группуBBrr((KK))

Оператор границы задает гомоморфизм группы цепейδδrr

δδrr :: CCrr((KK)) ��→→ CCrr−−11((KK))

ZZrr((KK)) == KKeerr δδ
BBrr ((KK)) == IImm δδ

ZZrr((KK))

HHrr == ZZrr//BBrr == KKeerr δδ//IImm δδ Гомологическая группа комплекса K
r – порядок группы



ВычислениеВычисление группыгруппы гомологийгомологий

ЭлементыЭлементы группыгруппы гомологийгомологий:: классыклассы эквивалентностиэквивалентности rr--цикловциклов, , которыекоторые

нене являютсяявляются границейграницей ((rr+1)+1)--цепейцепей

Замечание:  Группа гомологии является конечной абелевой группой

Группа гомологии комплекса K на топологическом пространстве M 

не меняется при его гомеоморфных преобразованиях, она не зависит

от способа триангуляции и является топологическим инвариантом

Группа цепей на K:

Примеры вычисления группы гомологии

ZZ00((KK)) == CC00((KK)) ∼∼ ZZ,, BB00((KK)) == {{00}}

HH00((KK)) == ZZ00//BB00 == CC00((KK)) == ZZ

Группа циклов на K и группа границ:

KK == {{pp00}} CC00((KK)) == {{aapp00 ,, ∀∀aa ∈∈ ZZ}} ∼∼ ZZ



ВычислениеВычисление группыгруппы гомологийгомологий

KK == {{pp00 ,, pp11,, ((pp00 ,, pp11))}}

CC00((KK)) == {{aapp00 ++ bbpp11,, ∀∀aa,, bb ∈∈ ZZ}} ∼∼ ZZ ⊕⊕ ZZ

CC11((KK)) == {{cc((pp00 ,, pp11)),, ∀∀cc ∈∈ ZZ}} ∼∼ ZZ
Группы цепей на K:

Группа циклов на K:
ZZ11((KK)) == 00

zz == nn((pp00 ,, pp11)) ∈∈ ZZ11((KK));; δδ11zz == nnpp11 −− nnpp00 == 00 nn == 00 ZZ11((KK)) == 00

Группа границ K:
BB00((KK)) == {{mm((pp00 −− pp11)),, ∀∀mm ∈∈ ZZ}} ∼∼ ZZ

BB11((KK)) == 00

Гомологические группы K
HH00 == ZZ00//BB00 ∼∼ ZZ

HH11 == ZZ11//BB11 == ZZ11 == 00

pp11pp00

((pp00 ,, pp11))

ZZ00((KK)) == CC00((KK)) ∼∼ ZZ ⊕⊕ ZZ



ГомологическиеГомологические группыгруппы окружностиокружности

pp00

pp11 pp22

KK == {{pp00,, pp11,, pp22,, ((pp00,, pp11)),, ((pp11,, pp22)),, ((pp00,, pp22))}}

Группы цепей на K:

CC00((KK)) == {{aapp00 ++ bbpp11 ++ ccpp22 ,, ∀∀aa,, bb,, cc ∈∈ ZZ}} ∼∼ ZZ ⊕⊕ ZZ ⊕⊕ ZZ

Группа циклов на K:
ZZ00((KK)) == CC00((KK)) ∼∼ ZZ ⊗⊗ ZZ ⊗⊗ ZZ

zz == aa((pp00 ,, pp22)) ++ bb((pp22,, pp11)) ++ cc((pp11,, pp00)) ∈∈ ZZ11((KK))

δδ11zz == aa((pp22 −− pp00)) ++ bb((pp11 −− pp22)) ++ cc((pp00 −− pp11)) == 00,, aa == bb == cc

ZZ11((KK)) == {{aa[[((pp00,, pp22)) ++ ((pp22,, pp11)) ++ ((pp11,, pp00))]],, ∀∀aa ∈∈ ZZ}} ∼∼ ZZ

Группа границ K:

CC11((KK)) == {{aa((pp00,, pp22)) ++ bb((pp22 ,, pp11)) ++ cc((pp11 ,, pp00)),, ∀∀aa,, bb,, cc ∈∈ ZZ}} ∼∼ ZZ ⊕⊕ ZZ ⊕⊕ ZZ

BB11((KK)) == 00

Гомологические группы S1

HH00 == ZZ00//BB00 ∼∼ ZZ

BB00((KK)) == {{mm((pp00−−pp22)) ++ nn((pp22−−pp11)) ++ kk((pp11−−pp00)),, ∀∀mm,, nn,, kk ∈∈ ZZ}} ∼∼ ZZ ⊕⊕ ZZ ⊕⊕ ZZ

HH11 == ZZ11//BB11 == ZZ11 == ZZ



ВычислениеВычисление группыгруппы гомологийгомологий

ТеоремаТеорема:  :  Для любого связного комплекса HH00 == ZZ00//BB00 ∼∼ ZZ

ЗадачаЗадача: : ЧемуЧему равнаравна группыгруппы гомологиигомологии лентыленты МёбиусаМёбиуса?? ??

Несколько результатов:

HH00((TT
22)) == ZZ;; HH11((TT

22)) == ZZ ⊕⊕ ZZ,, HH22((TT
22)) == ZZ

HH00((SS
22)) == ZZ;; HH11((SS

22)) == 00,, HH22((SS
22)) == ZZ

HH00((RRPP
22)) == ZZ;; HH11((RRPP

22)) == ZZ22 ,, HH22((RRPP
22)) == 00

Наиболее общая структура гомологической группы:

АбелеваАбелева группагруппа рангаранга kk ПодгруппаПодгруппа кручениякручения рангаранга qq

HHrr((KK)) ∼∼ ZZ ⊕⊕ ZZ ·· ·· ·· ⊕⊕ ZZ�� 

�� ��
kk

ZZnn11 ⊕⊕ ZZnn22 ⊕⊕ ·· ·· ·· ⊕⊕ ZZnnqq⊕⊕



ЧислаЧисла БеттиБетти

Число Бетти: bbrr((KK)) == ddiimm HHrr((KK))

HH00((SS
22)) == ZZ;; HH11((SS

22)) == 00,, HH22((SS
22)) == ZZ

bb00((SS
22)) == 11,, bb00((SS

22)) == 00,, bb22((SS
22)) == 11

HH00((TT
22)) == ZZ;; HH11((TT

22)) == ZZ ⊕⊕ ZZ,, HH22((TT
22)) == ZZ

bb00((TT
22)) == 11,, bb00((TT

22)) == 22,, bb22((TT
22)) == 11

Теорема Эйлера-Пуанкаре: пусть KK – n-мерный комплекс

и NNrr – число входящих в него r- симплексов. Тогда

χ(K) =
n�

r=0

(−1)rbr(K)



РецептРецепт вычислениявычисления топологическоготопологического индексаиндекса

ВыполнитьВыполнить триангуляциютриангуляцию топологическоготопологического пространствапространства KK

ОпределитьОпределить группыгруппы цикловциклов ии группыгруппы границграниц

ВычислитьВычислить соответствующиесоответствующие гомологическиегомологические

группыгруппы

ОпределитьОпределить числачисла БеттиБетти

ВычислитьВычислить индексиндекс ЭйлераЭйлера, , воспользовавшисьвоспользовавшись теоремойтеоремой

ЭйлераЭйлера--ПуанкареПуанкаре:   :   

HHrr == ZZrr//BBrr

ZZrr((KK)),, BBrr((KK))

bbrr((KK)) == ddiimm HHrr((KK))

χ(K) =
n�

r=0

(−1)rbr(K)




