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План лекций

Топологические пространства и дифференци-
руемые многообразия. 

Дифференциальные формы и их приложения

Векторные поля и группы диффеоморфизмов. 

Элементы теории гомотопических групп.

Расслоенные пространства.

““Mathematics is the part of physics Mathematics is the part of physics 

where experiments are cheapwhere experiments are cheap””

V.I.ArnoldV.I.Arnold
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ЗадачаЗадача дифференциальнойдифференциальной геометриигеометрии:  :  
ОписаниеОписание локальныхлокальных свойствсвойств пространствпространств

безотносительнобезотносительно кк выборувыбору конкретнойконкретной системысистемы координаткоординат

ДифференциальнаяДифференциальная геометриягеометрия ии топологиятопология

ЗадачаЗадача:: описаниеописание ии классификацияклассификация пространствпространств

произвольнойпроизвольной размерностиразмерности

ЗадачаЗадача топологиитопологии:  :  
ОписаниеОписание глобальныхглобальных свойствсвойств пространствпространств ии ихих

классификацияклассификация



КК истокамистокам: : ЭйлерЭйлер ии задачазадача оо мостахмостах КенигсбергаКенигсберга

1736 2019



ИндексИндекс ЭйлераЭйлера

χ(S2) = 2



ИндексИндекс ЭйлераЭйлера

ТорТор::

ПоверхностьПоверхность 22гого классакласса::

χ(Mg=2) = −2
ПоверхностьПоверхность 33гого классакласса::

χ(Mg=3) = −4

χχ == 22 −− 22gg

χ(T 2) = 0
V=16, E=24, F=8



ВысшиеВысшие размерностиразмерности

Гиперкуб в d=4

Гиперсфера S3

ВопросВопрос:: КакаяКакая топологическаятопологическая характеристикахарактеристика уу

гиперповерхностейгиперповерхностей?  ?  



ОсновныеОсновные понятияпонятия топологиитопологии

Точка x: элемент множества M, 

Множество M: пространство, которое локально выглядит как

евклидово пространство .  RR
nn

Окрестность точки x: множество , содержащее эту точку

и близкие к ней

UUxx

Граница множества : множество всех точек, расположенных

как угодно близко как к точкам самого множества M, так и

к точкам за его пределами. 

M

xx

UUxx

δδMM

xx ∈∈ MM

δδMM



ОсновныеОсновные понятияпонятия топологиитопологии

Отображение: правило, сопоставляющее одно множество

другому множеству: 

Открытое множество: Множество M, каждая точка которого

входит в него со своей окрестностью .UUxx

Дополнение к множеству: Множество всех точек x, которые

не входит в M: MM cc == {{∀∀xx //∈∈ MM}}

M

MM cc

Замкнутое (закрытое) множество: Множество M, дополнение

к которому является открытым множеством.

δδMM ⊂⊂ MM M M –– закрытоезакрытое множествомножество

MM ∩∩ δδMM == 00 M M –– открытоеоткрытое множествомножество

ff :: MM ��→→ NN



ОсновныеОсновные понятияпонятия топологиитопологии

Определение топологического пространства

M

UUxx11 UUxx22

UUxx33

ПустьПусть UU -- наборнабор подмножествподмножеств ((окрестностейокрестностей) ) вв множествемножестве ММ

ПараПара задаетзадает топологическоетопологическое пространствопространство, , еслиесли UU

удовлетворяетудовлетворяет условиямусловиям::

((MM,, UU ))

Для любого конечного, или бесконечного набора

выполняется

Для любого конечного набора выполняется

{{00,, MM}} ∈∈ UU

{Uxi}

∪∪ii UUxxii ∈∈ UU

{{UUxx11 ,, UUxx22 ,, .. .. .. UUxxnn}}

∀∀ii,, jj == 11,, 22 .. .. .. nn UUxxii ∩∩ UUxxjj ∈∈ UU

UUxx44В дальнейшем будем полагать, что инфините-

зимальные окрестности точки x всегда

являются евклидовыми пространствами

UUxxii
RR
nn



ТопологическиеТопологические пространствапространства

ДополнительнаяДополнительная аксиомааксиома отдельностиотдельности::

∀∀xx,, xx′′ ∈∈ MM,, ∃∃ UUxx ,, UUxx′′ ,, UUxx ∩∩ UUxx′′ == 00

Хаусдорфово пространство

АксиомаАксиома 1:1: ∀∀xx,, ∈∈ MM,, ∃∃ UUxx,, xx ∈∈ UUxx

M

xx
UUxx

АксиомаАксиома 22:: еслиесли -- дведве окрестностиокрестности точкиточки x, x, тотоU (1)x , U (2)x

∃∃UU ((33))xx ⊂⊂ UU ((11))xx ∩∩ UU ((22))xx

xxUU ((11))xx UU ((22))xx

UU ((33))xx

АксиомаАксиома 33:: пустьпусть

ТогдаТогда

xx ∈∈ UUxx ,, yy ∈∈ UUxx

xx
UUxx

yy

UUyy∃∃UUyy ,, yy ∈∈ UUyy ⊂⊂ UUxx

xx
UUxx

yy
UUyy



ТопологическоеТопологическое пространствопространство являетсяявляется связнымсвязным, , еслиесли онооно нене

можетможет бытьбыть представленопредставлено каккак , гдегде ии -

открытыеоткрытые пространствапространства, , ии

АльтернативноеАльтернативное ((нестрогоенестрогое!) !) определениеопределение: : любыелюбые 2 2 точкиточки

топологическоготопологического пространствапространства могутмогут бытьбыть соединенысоединены непрерывнойнепрерывной

кривойкривой

M =M1 ∪M2

MM11 ∩∩MM22 == 00

MM11 MM22

ТопологическиеТопологические пространствапространства

ТопологическоеТопологическое пространствопространство являетсяявляется компактнымкомпактным, , еслиесли

онооно (i)  (i)  ограниченоограничено ии (ii) (ii) замкнутозамкнуто

АльтернативноеАльтернативное ((нестрогоенестрогое!) !) определениеопределение: : КомпактноеКомпактное

пространствопространство можноможно накрытьнакрыть конечнымконечным наборомнабором локальныхлокальных

покрытийпокрытий {Uxi}

∀∀xx,, yy ∈∈ MM ∃∃ff :: [[00,, 11]] ��→→ MM,, ff ((00)) == xx,, ff ((11)) == yy



Компактификация плоскости :

КомпактификацииКомпактификации ии склейкисклейки

ПримерПример некомпактногонекомпактного пространствапространства::

ОтождествлениеОтождествление преобразуетпреобразует егоего вв компактноекомпактное

пространствопространство

RR
11

xx == −−∞∞,, xx == ∞∞
SS11

ОдноточечнаяОдноточечная компактификациякомпактификация:  :  f : δM �→ x0

xx00

RR
22

xx00

xx00

xx00

xx00

SS22

СклейкаСклейка:: RR
22

RR
11 ×× SS11

II == [[00,, 11]]

Произведение 2 пространств:



ОриентируемыеОриентируемые ии неориентируемыенеориентируемые пространствапространства

ОриентацияОриентация припри склейкесклейке::

RR
22

RR
11 ×× SS11

RR
22

ПопарнаяПопарная идентификацияидентификация::

ЛентаЛента МёбиусаМёбиуса ((неориентируемаянеориентируемая поверхностьповерхность):):

TT 22 == SS11 ×× SS11

II == [[00,, 11]]

ВопросВопрос:: КакойКакой индексиндекс ЭйлераЭйлера уу лентыленты МёбиусаМёбиуса?  ?  



НеориентируемыеНеориентируемые пространствапространства

БутылкаБутылка КлейнаКлейна::

ВопросВопрос:: КакойКакой индексиндекс ЭйлераЭйлера уу бутылкибутылки КлейнаКлейна?  ?  



НеориентируемыеНеориентируемые пространствапространства

ПроективнаяПроективная плоскостьплоскость:: ПространствоПространство, , точкамиточками которогокоторого являютсяявляются

неориентированныенеориентированные прямыепрямые, , проходящиепроходящие черезчерез началоначало координаткоординат

RRPP 22

((xx,, yy))

((−−xx,,−−yy))

Перекрученная сфера



ПроективнаяПроективная плоскостьплоскость

RRPP 22



RRPP 22

Если из

вырезать диск, то

остается лента Мёбиуса

RRPP 22

RRPP 33



a

b

a-1

b-1

a ba b aa--11 bb--11

a-1

a

b

b-1

c

d

c-1

d-1

a ba b aa--11 bb--1 1 c dc d cc--11 dd--11 ??



ПриклейкаПриклейка ручекручек ии вырезаниевырезание дырокдырок

+ =

+ =

Теорема классификации: любая замкнутая поверхность гомеоморфна

•• сфересфере

•• илиили сфересфере сс конечнымконечным числомчислом ручекручек ((тортор + + тортор+ + тортор……))

•• илиили сфересфере сс конечнымконечным числомчислом вырезанныхвырезанных дисковдисков

ии приклеенныхприклеенных полосполос МёбиусаМёбиуса ((проективныепроективные пространствапространства))

Лемма Пуанкаре: Всякое односвязное компактное трёхмерное

многообразие без края гомеоморфно трёхмерной сфере .

Лемма Пуанкаре: Всякое односвязное компактное трёхмерное

многообразие без края гомеоморфно трёхмерной сфере .1900



ГомеоморфизмГомеоморфизм ии диффеоморфизмдиффеоморфизм

ГомеоморфизмГомеоморфизм: : взаимновзаимно однозначноеоднозначное ((11↔↔11)) ии взаимновзаимно

непрерывное отображениеотображение топологическихтопологических пространствпространств ((биекциябиекция)  )  

ff :: MM ��→→ NN ;; ff−−11 :: NN ��→→ MM

ЗамечаниеЗамечание:: гомеоморфизмгомеоморфизм –– этоэто соотношениесоотношение эквивалентностиэквивалентности: : 

Рефлексивность:

Симметрия: если то

Транзитивность: если и то

MM ∼∼ MM
MM ∼∼ NN ,, NN ∼∼ MM

MM ∼∼ NN NN ∼∼ KK,, MM ∼∼ KK

ЕЕслисли функцияфункция , , задающаязадающая биективноебиективное отображениеотображение

топологическихтопологических пространствпространств ии обратнаяобратная кк нейней являютсяявляются

гладкимигладкими,  ,  тото отображениеотображение называетсяназывается диффеоморфизмомдиффеоморфизмом

ff−−11
f

M

xx

UUxx
Nff

ff ((xx))

UUff ((xx))



ПлоскостьПлоскость сс выколотойвыколотой точкойточкой гомеоморфнагомеоморфна окружностиокружности::

ОткрытыйОткрытый дискдиск гомеоморфенгомеоморфен плоскостиплоскости:: DD22 == {{((xx,, yy))||xx22 ++ yy22 << 11}} ∼∼ RR22

ff :: DD22 ��→→ RR
22

ff−−11 :: RR22 ��→→ DD22

ЗадачаЗадача:: ПроверитьПроверить, , чточто f ◦ f−1 = I

RR
22//{{00}} ∼∼ SS11

ff ((xx,, yy)) ==

��
xx

��
11 −− xx22 −− yy22

,,
yy

��
11 −− xx22 −− yy22

��

((xx,, yy)) ��→→

��
xx

��
xx22 ++ yy22

,,
yy

��
xx22 ++ yy22

��

ГомеоморфизмГомеоморфизм:: ПримерыПримеры

ff−−11((xx,, yy)) ==

��
xx

��
11 ++ xx22 ++ yy22

,,
yy

��
11 ++ xx22 ++ yy22

��



ГомеоморфизмГомеоморфизм:: ПримерыПримеры

КружкаКружка гомеоморфнагомеоморфна бубликубублику::

ОткрытыйОткрытый отрезокотрезок гомеоморфенгомеоморфен ::RR
11II == ((−−11,, 11))

∀x ∈ I ∃ f : I �→ R
1, f(x) = tan

πx

2

∀x ∈ R1 ∃f−1 : R1 �→ I, f−1(x) =
2

π
arctanx

ОкружностьОкружность гомеоморфнагомеоморфна квадратуквадрату ::SS11 TT

SS11 ==
��
((xx,, yy)) ∈∈ RR22 || xx22 ++ yy22 == 11

��
TT ==

��
((xx,, yy)) ∈∈ RR22 || ||xx|| ++ ||yy|| == 11

��

ff−−11((xx,, yy)) ==

��
xx

��
xx22 ++ yy22

,,
yy

��
xx22 ++ yy22

��
ff ((xx,, yy)) ==

��
xx

||xx|| ++ ||yy||
,,

yy

||xx|| ++ ||yy||

��

ff :: SS11 ��→→ TT


