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Àñèììåòðè÷íûé ïðîöåññ ñ ïðîñòûìè çàïðåòàìè (ÀÏÇ):
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Êîîðäèíàòû ÷àñòèö â ìîìåíò âðåìåíè t: xn(t)

Âûñîòà ôðîíòà: ht(x+1/2) = h0(x+1/2)+Yt(x),

Yt(x) � èíòåãðàëüíûé òîê èç óçëà x â óçåë (x+1)
çà âðåìÿ t.

Äóáíà, 2019 Îò èíòåãðèðóåìîñòè ê óíèâåðñàëüíîñòè



Íàáëþäàåìûå

12

ht 

n

x

Êîîðäèíàòû ÷àñòèö â ìîìåíò âðåìåíè t: xn(t)

Âûñîòà ôðîíòà: ht(x+1/2) = h0(x+1/2)+Yt(x),

Yt(x) � èíòåãðàëüíûé òîê èç óçëà x â óçåë (x+1)
çà âðåìÿ t.

Äóáíà, 2019 Îò èíòåãðèðóåìîñòè ê óíèâåðñàëüíîñòè



Íàáëþäàåìûå

12

ht 

n

x

Êîîðäèíàòû ÷àñòèö â ìîìåíò âðåìåíè t: xn(t)

Âûñîòà ôðîíòà: ht(x+1/2) = h0(x+1/2)+Yt(x),

Yt(x) � èíòåãðàëüíûé òîê èç óçëà x â óçåë (x+1)
çà âðåìÿ t.

Äóáíà, 2019 Îò èíòåãðèðóåìîñòè ê óíèâåðñàëüíîñòè



Óíèâåðñàëüíîñòü

Ãèäðîäèíàìèêà (Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë):

∂tρ(x , t)+∂x j(ρ(x , t)) = 0

Òèïè÷íàÿ òðàåêòîðèÿ χ(θ) := xtθ (t)/t ïðè t→ ∞∫
∞

χ(θ)
ρ(χt, t)dχ = θ

Ñëó÷àéíûå îòêëîíåíèÿ îò äåòåðìíèñòè÷åñêîé òðàåêòîðèè

èçìåðåííîé â ìàñøòàáå t1/3 ñõîäèòñÿ ê óíèâåðñàëüíûì

ðàñïðåäåëåíèÿì (Johansson 2000; Nagao,Sasamoto 2004)

xn(t)−χ(θ)t

σt1/3
→t→∞ ξTW

Çàâèñèò îò ãëîáàëüíîé ôîðìû íà÷àëüíûõ óñëîâèé
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Óíèâåðñàëüíûå êîððåëÿöèè

Ìíîãîòî÷å÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ Prob(ξ (u1)< a1, . . . ,ξ (un)< an)

n= θt+uσ1t
2/3

xn(t)−χ(n/t)t

σt1/3
→t→∞ ξ (u)

Äóáíà, 2019 Îò èíòåãðèðóåìîñòè ê óíèâåðñàëüíîñòè



Çàäà÷è

Ïîèñê è êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö (Àíçàö Áåòå)

Ïîëó÷åíèå òî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé

Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç (ñêåéëèãîâûé ïðåäåë)

Äóáíà, 2019 Îò èíòåãðèðóåìîñòè ê óíèâåðñàëüíîñòè



Çàäà÷è

Ïîèñê è êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö (Àíçàö Áåòå)

Ïîëó÷åíèå òî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé

Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç (ñêåéëèãîâûé ïðåäåë)

Äóáíà, 2019 Îò èíòåãðèðóåìîñòè ê óíèâåðñàëüíîñòè



Çàäà÷è

Ïîèñê è êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö (Àíçàö Áåòå)

Ïîëó÷åíèå òî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé

Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç (ñêåéëèãîâûé ïðåäåë)

Äóáíà, 2019 Îò èíòåãðèðóåìîñòè ê óíèâåðñàëüíîñòè



Àíçàö Áåòå è ðàñïóòûâàíèå òðàåêòîðèé

Â.Á. Ïðèåçæåâ, Àíçàö Áåòå äëÿ ïîâåðíóòûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,

ÒÌÔ 81 N 3, 1989
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Ñîêðàùåíèå òðàåêòîðèé â ÀÏÇ

1 ÷àñòèöà
(1-dt) + dt

2 ÷àñòèöû (ñâîáîäíûå)
(1-dt)2 + dt(1-dt)( )+ dt2+

2 ÷àñòèöû(âçàèìîäåéñòâ.)
(1-dt) + dt

óñëîâèå ñîêðàùåíèÿ
=

Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè: âñå ìíîãî÷àñòè÷íûå âçàèìîäåéñòâèÿ

ñâîäÿòñÿ ê ñâîáîäíûì ÷àñòèöàì ñ ïîìîùüþ äâóõ÷àñòè÷íûõ

óñëîâèé ñîêðàùåíèÿ.
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Ìàðêîâñêàÿ ýâîëþöèÿ ôóíêöèé:f (x)→ Af (x)

1 ÷àñòèöà: A1f (x) = (1−dt)f (x)+dtf (x+1)

2 ÷àñòèöû (ñâîáîäíûå):
Afree
2

f (x ,x+1) = (1−dt)2f (x ,x+1)+dt(1−dt)(f (x ,x+2)+ f (x+
1,x+1))+dt2f (x+2,x+2)

2 ÷àñòèöû (âçàèìîäåéñòâ.):
Aint
2

f (x ,x+1) = (1−dt)f (x ,x+1)+dtf (x ,x+2)

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: f (x ,x+1) = f (x+1,x+1)
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Àñèììåòðè÷íûé ëàâèííûé ïðîöåññ (Ïðèåçæåâ, Èâàøêåâè÷, ÀÏ, Õó

2001)

Ñâîáîäíûå ÷àñòèöû:
(1-dt)2 + dt(1-dt)( )+ dt2+

Âçàèìîäåéñòâóþùèå :
������ +

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
������ + =

Ëàâèííàÿ äèíàìèêà:

µn = 1− 1−(−µ)n

1+µ
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Äðóãèå ïðèìåðû èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö

ÀÏÇ â äèñêðåòíîì âðåìåíè ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì

îáíîâëåíèåì (Ïðèåçæåâ 2003)

q-áîçîííûé ïðîöåññ ñ áëèçêîäåéñòâèåì â íåïðåðûâíîì

(ÀÏ 2004) è äèñêðåòíîì (ÀÏ, Ìåíäåø 2006) âðåìåíè

ÀÏÇ â äèñêðåòíîì âðåìåíè ñ ïàðàëëåëüíûì îáíîâëåíèåì

(ÀÏ, Ìåíäåø 2006; ÀÏ, Ïðèåçæåâ 2006)

ÀÏÇ ñ îáîáùåííûì îáíîâëåíèåì (Äåðáûøåâ, Ïîãîñÿí, ÀÏ,

Ïðèåçæåâ 2012)
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Îáùàÿ ìîäåëü ìíîãî÷àñòè÷íîãî õîïïèíãà ñ
áëèçêîäåéñòâèåì

Íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ÷àñòèö â óçëå

Ýâîëþöèÿ â äèñòêðåòíîì âðåìåíè

Íà êàæäîì øàãå âñå óçëû îáíîâëÿþòñÿ íåçàâèñèìî è

îäíîâðåìåííî

m ÷àñòèö ïðûãàåò â ñëåäóþùèé óçåë èç óçëà ñ n
÷àñòèöàìè ñ âåðîÿíîñòüþ ϕ(m|n).

Ïðè êàêèõ ϕ(m|n) ìîäåëü ðåøàåòñÿ àíçàöåì Áåòå?
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Êâàíòîâûé áèíîì è âåðîÿòíîñòè ïåðåñêîêîâ.

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùåé è

íåâçàèìîäåéñòâóþùåé äèíàìèêàìè ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å î

êâàíòîâîé áèíîìèàëüíîé ôîðìóëå.

Ïóñòü A,B ãåíåðàòîðû àññîöèàòèâíîé àëãåáðû,

óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîðîäíîìó êâàäðàòè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ

îáùåãî âèäà.

BA= αAA+βAB+ γBB ,

ãäå α,β ,γ - ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ α +β + γ = 1. Íàéòè

êîýôôèöèåíòû áèíîìèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ

(pA+(1−p)B)n =
n

∑
m=0

ϕ(m|n)AmBn−m
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Òåîðåìà (ÀÏ 2013)

ϕ(m|n) = µ
m (ν/µ;q)m(µ;q)n−m

(ν ;q)n

(q;q)n
(q;q)m(q;q)n−m

,

ãäå α = ν(1−q)
1−qν

, β = q−ν

1−qν
, γ = 1−q

1−qν
,µ = p+ν(1−p)

è ν 6= q−k ñ k ∈ N è (a,q)n = (1−a)(1−qa) · · ·(1−qn−1a)-
q-ñèìâîë Ïîõãàììåðà.

Ýòè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ñîäåðæàò âñå óïîìÿíóòûå ìîäåëè êàê
ïðåäåëüíûå ñëó÷àè, à òàêæå è ìíîãèå äðóãèå.

Àíçàö Áåòå ïîçâîëÿåò äèàãîíàëèçîâàòü ìàðêîâñêóþ ìàòðèöó
ìîäåëè è ïîëó÷àòü òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ
ðàñïðåäåëåíèé ïîçèöèé ÷àñòèö è òîêîâ.

Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò
ïîëó÷àòü íîâûå ñêåéëèíãîâûå ôóíêöèè.
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Ñïàñèáî!
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