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Мотивация

До и после открытия бозона Хиггса

До

Основная неопределенность в
массе бозона Хиггса MH

Основная неопределенность:

MH = 125.7± 0.4

Mt = 173.21± 0.51± 0.71

αs(MZ) = 0.1185± 0.0006

120 125 130 135 140

MH , GeV

165

170

175

180

M
t,
G
eV

Absolute stability

Metastability

Instability

После

Пикельнер Андрей (ЛТФ ОИЯИ) РГ функции в СМ 03.06.2015 3 / 37



Мотивация

Бегущие константы
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• αs(Q) измеряется при
Q ≈ 1TeV

• g1(µ), g2(µ), gs(µ),
объединение калибровочных
констант

• λ(µ), стабильность вакуума
Стандартной модели
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Мотивация

Немного истории

QCD O(α2
s)

[Egorian,...’78]

QCD O(α3
s)

[Tarasov,...’80]

QCD O(α4
s)

[Larin,...’97]
QCD O(α5

s)

G1xG2, O(g1g2)
[Jones’82]

βg, O(g1y)
[Machacek,...’83]

βg, O(g1y
2, g1yλ)

[Pickering,...’01]

βy, O(g1g2)
[Machacek,...’84]

βλ, O(λg2)
[Machacek...’85]

SM, O(α2
i )

[Arason,...’92]

βαs,λ,yt , O(α3
i )

[Chetyrkin,...’12]

βλ, O(λ3)
[Brezin,...’73]

βλ, O(λ4)
[Kazakov,...’79]

βλ, O(λ5)
[Gorishnii,...’83]

βλ, O(λ6)

SM, 3-loop
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Мотивация

Стандартная модель
трехпетлевое приближение

• Калибровочные константы g1, g2, gs [Mihaila,Salomon,Steinhauser’12]

[Bednyakov,AP,Velizhanin’12]

• Юкавские константы yt, yb, yτ [Bednyakov,AP,Velizhanin’12]

• Параметры скалярного потенциала λ,m [Chetyrkin,Zoller’13]

[Bednyakov,AP,Velizhanin’13]
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Уравнения ренормгруппы

2 Уравнения ренормгруппы
Техника вычислений
Клибровочные константы
Юкавске константы
Массивные вакуумные диаграммы и константа самодейтвия
Связь величин в OS и MS схемах
Вычисление массивных диаграмм
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Уравнения ренормгруппы Техника вычислений

Схема минимальных вычитаний
Изменение инфракрасной структуры диаграммы

• Голые параметры gB = µ2εZgg РГ ивариантны по определению

dgB
dµ2

= 0 = εZgg +
d lnZg
d lnµ2

Zgg +
dg

d lnµ2
Zg

• Тогда бета-функция в D = 4− 2ε определятся как

β4−2ε ≡
dg

d lnµ2
= −εg − g d lnZg

d lnµ2

• Z - константы для диаграмм с ω = 0

ZΓ = 1−KR′Γ,

• Диференцируем диаграммы с ω > 0 нужное количество раз

Пикельнер Андрей (ЛТФ ОИЯИ) РГ функции в СМ 03.06.2015 8 / 37



Уравнения ренормгруппы Техника вычислений

Сведение к логарифмически расходящимся диаграммам

�Q

[
P +Q

]
Q=0

≡ 2(2− d)

[
P

]
= 2(2− d)

/P

P 4

∂

∂Qα

[
P +Q

]
Q=0

≡

[
P

]
= −

/P

P 2
γα

/P

P 2
.

�Q


p1 +Q p2 +Q

p2p1


Q=0

= 4(2− d)

p1 p2

p2p1

× × + 2

p1 p2

p2p1

× ×
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Уравнения ренормгруппы Техника вычислений

Сведение KR′[GL] к R[GL−1]

G : L петель, γ : 1 петля, Γ : (L− 1) петель
Γ = g1 ∪ g2 ∪ · · · ∪ gn, gi ∩ gj = ∅

γ Γ× ×G =
Если Γ не содержит ИК расходимостей,

вместо KR′[G], вычисляем R[Γ]

R′[G] =1−
∑

Lγ +
∑

Lγ1Lγ2 − · · ·+ (−1)n
∑

Lγ1 . . . Lγn

= (1− Lγ)− LΓ − (1− Lγ)
∑

Lg + (1− Lγ)
∑

Lg1Lg2

+ LγLΓ + · · ·+ (−1)n (1− Lγ)
∑

Lg1 . . . Lgn

= (1− Lγ) (R′[Γ]− LΓ) = (1− Lγ)R[Γ]

Lg = KR′[g] - локальный контрчлен, только поверхностная расходимость
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Уравнения ренормгруппы Техника вычислений

MINCER
Вычисление трехпетлевых интегралов типа собственной энергии

1 Всего 2 нетривиальных мастер интеграла:
NO(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), T1(1, 1, 1, 1, 1 + ε)

2 Остальные выражаются через Γ(z):
G(1, 1), G(1, 1 + ε), G(1 + ε, 1 + ε), G(1, 1 + 2ε)

3 Вычисление высоких моментов структурных функций
4 Полная зависимость от ξ, в пропагаторах калибровочных бозонов
5 Явно разрешена рекурсия соотношений IBP [Chetyrkin,Tkachov’81]

6 Высокая скорость,правило треугольника
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Уравнения ренормгруппы Техника вычислений

Правило треугольника

T1(n1, . . . , n5) =
[n1(5− − 2−)1+ + n4(5− − 3−)4+]

d− 2n5 − n1 − n4
T1(n1, . . . , n5)

n2

n3

n1

n4

n5 =
n1

d − 2n5 − n1 − n4



n2

n3

n1 + 1

n4

n5 − 1 −

n2 − 1

n3

n1 + 1

n4

n5



+
n4

d − 2n5 − n1 − n4



n2

n3

n1

n4 + 1

n5 − 1 −

n2

n3 − 1

n1

n4 + 1

n5


.

Локально,действует только на 5 линий, когда в топологиях LA,BE,NO по 8
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Уравнения ренормгруппы Клибровочные константы

Стандартная модель и калибровка фонового поля

• В ненарушенной фазе калибровочные поля:

Gaµ = G̃aµ + Ĝaµ (a = 1, . . . , 8), W i
µ = W̃ i

µ + Ŵ i
µ, (i = 1, 2, 3), Bµ = B̃µ + B̂µ

• квантовые Ṽ = (G̃, W̃ , B̃), фоновые V̂ = (Ĝ, Ŵ , B̂) поля, V = Ṽ + V̂

• Параметры теории, ξ и константы один набор:

ai =

(
5

3

g2
1

16π2
,
g2

2

16π2
,
g2
s

16π2
,
Y 2
u

16π2
,
Y 2
d

16π2
,
Y 2
l

16π2
,
λ

16π2
, ξB , ξW , ξG

)
,

• В силу тождеств Уорда, соотношения как в КЭД:

Zgi = Z
−1/2

V̂i
, Zξi = ZṼi

• Достаточно вычислить:

ZV̂i для фоновых полей V̂ µi = (B̂µ, Ŵµ, Ĝµ)

ZṼi для квантовых полей Ṽ µi = (B̃µ, W̃µ, G̃µ)
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Уравнения ренормгруппы Клибровочные константы

Вычисление констант перенормировки

• Необходимы новые правила Фейнмана для вершин с V̂i LanHEP
• Задача сводится к вычислению двухточечных функций Грина MINCER
• Фоновые поля V̂i не распространяются, только внешние линии
• Мультипликативная перенормируемость [Larin,Vermaseren’93]

Γ(l)
ren = Z

(l)
Γ

[
1 + Γ

(1)
bare(abare) + Γ

(2)
bare(abare) + · · ·+ Γ

(l)
bare(abare)

]
• Голые константы связаны с перенормированными

abare = Zaaren

• Можно вычислять через вершины [Mihaila,Salomon,Steinhauser’12]

Za =
Z2

vertex∏
k Zk,wf

, Zξi = ZVi
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Уравнения ренормгруппы Клибровочные константы

Обобщение на случай матричных Юкавских констант

• Один или два следа помечены nY

nY ai → Yi nY a
2
i → Yii n2

Y a
2
i → Y2

i n2
Y aiaj → YiYj nY aiaj → Yij

• где введены обозначения для следов произведени матриц

Yi =
trYiY

†
i

16π2
Yii =

trYiY
†
i YiY

†
i

(16π2)2
Yij =

trYiY
†
i YjY

†
j

(16π2)2

• Смешанная комбинация Yij единственна, нет YuY †d YuY
†
d и YuY

†
d YdY

†
u

uR

QL

dR

QL

Yu

Y †u Yd

Y †d
uR

QL

dR

QL

Yu

Y †d
Yu

Y †d
uR

QL

dR

QL

Yu

Y †d
Yd

Y †u
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Уравнения ренормгруппы Юкавске константы

Юкавские константы

• Константы перенормировки из вершин с H и χ

Zyf =
Zffh√

ZfLZfRZh
, Zyf =

Zffχ√
ZfLZfRZχ

• Расходимости повторяют древесный член ∆L = − yf√
2
f̄fh− i yf√

2
f̄γ5fχ

f̄LfRh+ f̄RfLh ∼ 1, f̄LfRχ+ f̄RfLχ ∼ γ5

• В силу калибровочной инвариантности Zχ = Zh, Zffh = Zffχ

Импульс скалярной ноги pH = 0 - сведние к двухточке

lim
pH→0

=
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Уравнения ренормгруппы Юкавске константы

Проблема γ5 в размерной регуляризации

Сумма по всем фермионам в
поколении равна нулю ∼ tr[γαγβγ5]

2n+ 1
γ матриц

∼ εµνρσεαβγδ

• Замена справедлива для D = 4

εµνρσεαβγδ = −T [µνρσ]
[αβγδ], T µνρσαβγδ = δµαδ

ν
βδ
ρ
γδ
σ
δ ,

• Используем в D = 4− 2ε, но для диаграмм без старших полюсов, тогда
ответ для расходимости не меняется.

• Для упрощения цикличность следа и антикомутация
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Уравнения ренормгруппы Массивные вакуумные диаграммы и константа самодейтвия

Вычисление константы самодействия бозона Хиггса

• Фиксированная протечка, ИК расходимости

0 0

q

3 4

1 2

=

q

3 4

1 2

+

q

4 3

1 2

+

q

3 4

1 2

+ . . .

• Результат зависит от протечки

k
p1

p1 + k

p2

p1=0
===⇒

k

k

p2

∼ kµ
(
gµν − kµkν

k2

)
= 0

k
p1

p1 + k

p2

p2=0
===⇒

k
p1

k + p1
k
∼ kµ

(
gµν − (1− ξ)kµkνk2

)
= ξkν
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Уравнения ренормгруппы Массивные вакуумные диаграммы и константа самодейтвия

Инфракрасная перестановка в глобальном виде
сведение к полностью массивным вакуумным диаграммам

k + p1

k

k + p1 + p2 + p3

k + p1 + p2

→ k

k

k

k

+O(ε0)

1

(k + p)2 −M2︸ ︷︷ ︸
ω=−2

=
1

k2 −m2
A︸ ︷︷ ︸

ω=−2

+
M2 − p2 − 2kp−m2

A

k2 −m2
A

1

(k + p)2 −M2︸ ︷︷ ︸
ω=−3

• k - петлевые, p - внешние импульсы [Chetyrkin,Misiak,Munz’97]

• Раскладываем до тех пор, пока не станет конечной
• Во всех пропагаторах появлется вспомогательная масса mA
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Уравнения ренормгруппы Массивные вакуумные диаграммы и константа самодейтвия

Константа перенормировки глюонного поля Z3
Двухпетлевой пример

Появляется не поперечная часть ΠM , из которой можно извлечь δZm

Πµν(q2) = q2

(
gµν −

qµqν
q2

)
ΠT (q2) + gµνm

2
AΠM (q2)

В одной петле:

Π
(1)
M (q2) =

qµqν

q2m2
A

Π(1)
µν = as

(
4TFnf + 4CA −

9

4
ξCA

)
= δZ(1)

m

Z3 = 1−KR′ΠT (q2) = Z3 +
as
ε
δZ(1)

m CA

(
11

6
+

1

2
ξ

)

+
a2
s

ε

(
−22

3
TFnfCA − 2TFnfCAξ −

22

3
C2
A +

17

8
C2
Aξ

)
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Уравнения ренормгруппы Массивные вакуумные диаграммы и константа самодейтвия

Какие структуры в РГ функциях и интегралах?

= · · ·+ D6 +O(ε), = · · ·+ εT1ep +O(ε2)

S2 =
4

9
√

3
Cl2
(π

3

)
T1ep = −45

2
− π
√

3 log2 3

8
− 35π3

√
3

216
− 9

2
ζ2 + ζ3

+ 6
√

3Cl2
(π

3

)
− 6
√

3Im
(
Li3

(
e−i

π
6

√
3

))
D6 = 6ζ3 − 17ζ4 − 4ζ2 log2 2 +

2

3
log4 2 + 16Li4

(
1

2

)
− 4

(
Cl2
(π

3

))2

• КХД, 3 петли: γ1, γ2, γ3, γ
c
3 ∼ ζ3 βg ∼ Q [Tarasov,Vladimirov,Zharkov’1980]

• КХД, 4 петли: γ1, γ2, γ3, γ
c
3 ∼ ζ3, ζ4, ζ5 βg ∼ ζ3 [Czakon’2004]
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Уравнения ренормгруппы Массивные вакуумные диаграммы и константа самодейтвия

ζ-функции в безмассовых диаграммах

1 Zig-zag conjecture [Broadhurst,Kreimer’95][Brown,Schnetz’12]

Z5 = = 441
8 ζ7 [Kazakov’85]

IZn = 4
(2n− 2)!

n!(n− 1)!

(
1− 1− (−1)n

22n−3

)
ζ(2n− 3), n ≥ 2

2 все приводимые интегралы представимы через HPL и 6
√

1 [Brown’08]

3 четырехпетлевые пропагаторы содержат только MZV до трансцедентного
веса 12(PSLQ): ζ2,1,1,8, ζ2ζ3ζ7, . . . [Lee,Smirnov,Smirnov’11]

4 интегралы четырехпетлевых пропагаторов линейно-приводимы, сводятся
к GPL и MZV [Panzer’13]
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Уравнения ренормгруппы Массивные вакуумные диаграммы и константа самодейтвия

ε - конечный базис массивных вакуумных интегралов
Вычисление расходимостей L-петлевых вакуумных интегралов при помощи L− 1 петлевых

• Три петли, полностью массивные интегралы [Chetyrkin,Misiak,Munz’97]

• Четыре для интегралов КЭД типа [Chetyrkin,Faisst,Sturm,Tentyukov’06]

• Необходима редукция (IBP) без 1/ε перед мастер-интегралами
• Тогда достаточно лишь расходимостей мастер-интегралов

K

 L

 = K

∫ dk

k2 +m2 L− 1


=

∞∫
Λ

dk

k2 +m2
lim
k2→∞

R

 L− 1


+ K

 L− 1 + . . .


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Начальные условия

Техника вычислений
Клибровочные константы
Юкавске константы
Массивные вакуумные диаграммы и константа самодейтвия

3 Начальные условия
Связь величин в OS и MS схемах
Вычисление массивных диаграмм
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Начальные условия Связь величин в OS и MS схемах

• Все бегущие параметры перенормируются в MS схеме

21/2GF =
1 + ∆r(µ)

v2(µ)

• Древесные соотношения для необходимых констант модифицируются

g2(µ) = 25/2GFM
2
W [1 + δW (µ)]

g2(µ) + g′2(µ) = 25/2GFM
2
Z [1 + δZ(µ)]

λ(µ) = 2−1/2GFM
2
H [1 + δH(µ)]

yf (µ) = 23/4G
1/2
F Mf [1 + δf (µ)]

• Связь с бегущими масами

m2
x(µ) = M2

x [1 + ∆r(µ)][1 + δx(µ)] x = W,Z,H

mx(µ) = Mx[1 + ∆r(µ)]1/2[1 + δx(µ)] x = t, b
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Начальные условия Связь величин в OS и MS схемах

Калибровочно инвариантные собственные энергии

Π = = 1PI + H +
H

H
+

1PI
+ · · ·

• Π сумма всех одночастично-неприводимых, за исключением линий с H -
вкладов головастиков

D(p) = + + · · · = 1
p2−m2

0−Π(p)

• Можно решить пертурбативно используя анзац

M2 = p2 = (1 +X1 +X2 + · · · )m2
0
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Начальные условия Связь величин в OS и MS схемах

Перенормировка в MS схеме

• Перенормируя m0 в MS схеме получим связь между бегущей и
полюсной массой

• ∆r - жесткая часть распада мюона, сводится к вычислению вакуумных
диаграмм

• Xi - связаны с собственными энергиями на массовой поверхности

• Вычисление X1,0, X1,1, X2,0 для масс B = W,Z,H, f = t, b

m2
B(µ)

M2
B

= 1 +
α(µ)

4π
X1,0
B +

α(µ)

4π

αs(µ)

4π
X1,1
B +

(
α(µ)

4π

)2

X2,0
B + · · ·

mf (µ)

Mf
= 1 +

α(µ)

4π
X1,0
f +

α(µ)

4π

αs(µ)

4π
X1,1
f +

(
α(µ)

4π

)2

X2,0
f + . . .

• Вычисление Y1,0, Y1,1, Y2,0 для констант

1 + δx(µ) = 1 +
α(µ)

4π
Y 1,0
x +

α(µ)

4π

αs(µ)

4π
Y 1,1
x +

(
α(µ)

4π

)2

Y 2,0
x + · · ·
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Начальные условия Связь величин в OS и MS схемах

Вклады головастиков

1

H

2

H HH

1 1

H

1 1
1

1
H

• Поправки к константам g, g′, yt, yb свободны от головастиков в силу
сокращений между вкладами в ∆r и MS массы в выражениях для δW ,
δZ , δt и δb сингулярными в пределе MH → 0

• Поправки к MS-массам t, b,W,Z пропорциональны 1/M2
H в порядках

O(α),O(ααs) и 1/M4
H в порядке O(α2), головастики доминируют

λ(µ) = 2−1/2GFM
2
H [1 + δH(µ)]

• поправка к константе самодействия δH(µ) пропорцинальна 1/M2
H

• Поправки в массу H тоже пропорциональны 1/M2
H
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Начальные условия Связь величин в OS и MS схемах

Связь α(MZ) и GF

1 Вклад легких кварков извлекается из R(s) [Eidelman, Jegerlehner’95]

α(µ) =
α

1−∆αl −∆α
(5)
had −∆αtop

2 α(mτ ), затем эволюция до µ = MZ , используется в PDG [Erler’98]

3 Неявно из уравнения, δW (µ), δZ(µ) зависят от α(µ)

α(µ) =

√
2GFM

2
W

π
[1 + δW (µ)]

[
1− M2

W

M2
Z

1 + δW (µ)

1 + δZ(µ)

]
α−1(MZ) = 132.233− 4.741︸ ︷︷ ︸

α

+ 0.512︸ ︷︷ ︸
ααs

+ 0.203︸ ︷︷ ︸
α2

= 128.208

4 Так же можно переразложить:

α(µ) = αF (1 + αFX10(µ) + αFαs(µ)X11(µ) + α2
FX20(µ) + . . . )

α−1(MZ) = 132.233− 4.648︸ ︷︷ ︸
α

+ 0.641︸ ︷︷ ︸
ααs

+ 0.127︸ ︷︷ ︸
α2

= 128.354 .
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Начальные условия Вычисление массивных диаграмм

Редукция двухпетлевых собственных энергий

Пример топологиии с пятью пропагаторами
21

3 4

5

Известны рекурентные соотношения для произвольного q2 вне массовой
поверхности [Tarasov’97]

2ν1∆1+F (d)
ν1ν2ν3ν4ν5 ={

(d− 2ν1 − ν3 − ν5) ∆1 + ∆345[ν55
+(2− − 1−)− ν33

+1−]

+ ∆2[ν11
+(5− − 2−) + ν33

+(5− − 4−) + ν5 − ν1]

+∆6[ν11
+3− + ν55

+(3− − 4−) + ν3 − ν1]
}
F (d)
ν1ν2ν3ν4ν5
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Начальные условия Вычисление массивных диаграмм

Редукция двухпетлевых собственных энергий

Пример топологиии с пятью пропагаторами
21

3 4

5

• В случае диаграмм Стандартной модели на массовой поверхности:
∆ = ∆2 = ∆6 = 0,∆1 = ∆345 - кинематические детерминанты

F (d)
ν1ν2ν3ν4ν5 = − [ν55

+(2− − 1−)− ν33
+1−]

(d− 2ν1 − ν3 − ν5)

• Нежелательные соотношения с J/(d− 4)

• Отсутствие редукции для JMmm

• Использование пакета TARCER
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Начальные условия Вычисление массивных диаграмм

TSIL,Вычисление мастер-интегралов
①

❆

①

②

❇

①

②

③

■

①

②

③

❙

①

②

③

❚

①

② ③
✉

❯

①

② ③
✉

❱

① ②

③ ✉

✈

▼

✷

• A(x),B(x, y; s), I(x, y, z) известны аналитически, s = Q2, ∂sf = ∂f
∂Q2

∂sS
∂sT
∂sU
∂sV
∂sM

=


cSS cTS 0 0 0
cST cTT 0 0 0
cSU cTU cUU cVU 0
cSV cTV cUV cVV 0
cSM cTM cUM cVM cMM

 ·


S
T
U
V
M

+

bS(A,B, I)
bT(A,B, I)
bU(A,B, I)
bV(A,B, I)
bM(A,B, I)

• Часть уравнений отщепляется для более простых топологий
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Анализ стабильности вакуума СМ

0 50 100 150 200 250

ÈFclÈ�GeV

V
HÈ
F

cl
ÈL

• Поправки изменяют форму классического
потенциала

• При больших значениях поля, вдали от v

Veff ∼ λeff(µ)Φ4, λeff(µ) ∼ λMS(µ)

ÈFclÈ

V
ef

fH
ÈF

cl
ÈL Условие стабильности переходит с minVeff в

minλMS(µ)

1 λ(µ) > 0 для всех µ < Λ

2 λ(µ) = βλ(µ) = 0 - граница стабильности

ÈFclÈ

V
ef

fH
ÈF

cl
ÈL

1 Мета-стабильность βλ(µ) = 0, λ(µ) > λmin(µ)

2 Нестабильность τ < τU ≈ 0.96/H0 ∼ 13.7× 109

лет
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Анализ стабильности вакуума СМ

Фазовая диаграмма Стандартной модели. MH −Mt

120 125 130 135 140

MH , GeV

165

170

175

180

M
t,
G
eV

Absolute stability

Metastability

Instability

107

108

109

1010

1011

1012

1013

1015

1019

1017

1018

Mpl

• PDG:
MH = 125.7(4)GeV
Mt = 173.21(87)GeV
αs(MZ) = 0.1185(6)

• λ(µfixed) = 0

• βλ(µfixed) = 0

• Стабильность
λ(µ) = βλ(µ) = 0

• Мета-стабильность
βλ(µ) = 0, λ(µ) = λmin
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Анализ стабильности вакуума СМ

Относительные вклады при µ =Mt

• Увеличивает λ, когда MH растет

β
(1)
λ = 12λ2 − 3a2

t +O(g1, g2)

• Уменьшает λ, когда Mt растет

λ(µ) = 2−1/2GFM
2
H [1 + δλ(µ)]

at(µ) = 23/2GFM
2
f [1 + δat(µ)]

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
log10(µ/GeV )

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

g 1
,g

2
,g

s,
y t
,y

b,
λ
,µ

0
/T
eV

Mpl

g1

g2

gs

yt

yb

λ

µ0

O(αs) O(α2
s) O(α3

s) O(α4
s) O(α) O(ααs) O(α2)

δλ · 104 - - - - -114.1 -103.5 -26.2
δat · 104 -917 -195 -55.5 -20 25.96 -9.67 5.44
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Заключение

Положения выносимые на защиту

1 Вычислены все бета-функции констант связи и аномальные размерности
полей в Стандартной модели

2 Развит эффективный аппарат автоматизированных вычислений
функций ренормгруппы в трехпетлевом приближении

3 Получены двухпетлевые соотношения для начальных условий всех
бегущих констант Стандартной модели в терминах параметров
извлекаемых из эксперимента

4 Получен полный набор инструментов для NNLO анализа поведения
Стандартной модели в области высоких энергий и определения границ
стабильности

5 Все полученные результаты доступны в виде программных кодов
находищихся в свободном доступе
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