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В представлении Ванье получена система уравнений сверхпроводи
мости для сильно связанных электронов в переходном металле, который 
описывается гамильтонианом Хаббарда. Электрон-фононное взаимодей
ствие записано с учетом модели «жестких ионов». Замкнутая система 
уравнений получена в пренебрежении перенормировкой вершины в мас
совом операторе. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

В последние годы большой интерес вызывает исследование сверхпро
водящих свойств переходных металлов, их сплавов и соединений [1]. 
В отличие от простых металлов, в переходных металлах помимо широкой 
s-зоны имеется частично заполненная относительная узкая d-зона. В ряде 
работ [2—5] было показано, что сильно связанные d-электроны в значи
тельной степени ответственны за сверхпроводящие свойства переходных 
металлов. Даже в случае сильной корреляции кулоыовское взаимодействие 
между сильно связанными электронами может приводить к возникнове
нию куперовских пар в полупроводнике Мотта — Хаббарда [6]. 

Простейшей моделью, описывающей корреляцию сильно связанных 
электронов в переходных металлах и их соединениях, является модель 
Хаббарда [7], с помощью которой удается объяснить целый ряд электри
ческих и магнцтных свойств переходных металлов, их сплавов и соедине
ний [8, 9]. Необходимо отметить, что гамильтониан Хаббарда представляет 
собой сильно упрощенный вариант полярной модели металла Шубина — 
Врнсовского — Боголюбова [10] и в этом смысле является начальным ша
гом к построению последовательной микроскопической теории переходных 
металлов и их соединений. 

В настоящей работе выводится система уравнений сверхпроводимости 
для сильно связанных электронов переходного металла, взаимодействую
щих с фононами. Уравнения сверхпроводимости записаны в базисе лока
лизованных волновых функций Ванье. Такое представление подчеркивает 
сильно связанный характер d-электрояов, и, кроме того, оно необходимо 
при описании сверхпроводящих свойств неупорядоченных сплавов пере
ходных металлов [1, 11—14] и аморфных сверхпроводников [14, 15]. 

При выводе уравнений сверхпроводимости используется метод уравне
ний движения для двухвременных функций Грина [16], в котором проце-
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дура расцепления проводится только для приближенного вычисления мас
сового оператора матричной электронной функции Грина. При этом замк
нутая система уравнений получается в пренебрежении перенормировкой 
вершины в электрон-ионном взаимодействии, как и в работах [17, 18]. 
Найденная система уравнений сверхпроводимости для сильно связанных 
электронов в локализованном базисе аналогична уравнениям Элиашберга 
[18] для блоховских электронов и позволяет изучать сверхпроводящие 
свойства переходных металлов и их сплавов в рамках единой системы 
уравнений. 

2. ГАМИЛЬТОНИАН ЭЛЕКТРОН-ИОННОЙ МОДЕЛИ 
УЗКОЗОННОГО МЕТАЛЛА 

Полный гамильтониан электрон-ионной системы представим в виде 
суммы 

(1) H^He+Hi+He^ 

где Не — электронная часть гамильтониана, представляющая собой опера
тор Хаббарда [7] 

U 
(2) Не = У ^ tijaia

+a5a + — У {ЩдП1-.а. 
ijo 

Операторы ai0
+ и aia — ферми-операторы рождения и уничтожения элект

ронов в узле £; U — энергия кулоновского отталкивания электронов с про
тивоположными спинами на одном узле, ^^/V"1 \ 8k ехр[гк(Кг— R,) ] — 

к 
интеграл перескока, 8к — зонная энергия. 

Ионная подсистема описывается оператором 

<3) *'-f£lr+T£*---w-
где Рп — оператор импульса, Мп — масса иона, un — смещение атома из 
равновесного положения в узле решетки Rn. 

Оператор электрон-ионного взаимодействия имеет вид 

(4) #,-< = £ £ ^ 
где 

(5): . ^У^(Ми^=ди^ (Ц<-и,). 
п г] 

Удобно переписать операторы (2) и (4) с помощью операторов Намб\ 
и матриц Паули: 

(7) Я е . г = V ^Jnfi+T3%ttn, 
п, %Ф] 
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где 

(8) * - ( £ ) ' *+-^+,«н); *.~(J-°i)' ^(Ц). 
Заметим, что в рассматриваемой здесь модели металла s-электроны 

явно не учитываются. Вместо двух зон s- и d-электронов, как и в модели 
Хаббарда, рассматривается одна «эффективная» зона электронов, взаимо
действующих с фононами. Однако косвенно влияние s-электронов учтено. 
Считается, что все три нормальных частоты фононов без учета d-электро-
нов со0 (gv) соответствуют акустическим частотам, а величина кулонов-
ского отталкивания U перенормирована за счет экранировки s-электро-
нами [3, 19]. 

3. УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ЭЛЕКТРОННЫХ ФУНКЦИЙ ГРИНА 

Рассмотрим уравнения движения для функций Грина электронов, ко
торые представим в виде матрицы 

(9) G « ( » ) - Г Ca<tl,^+>- ' < a **'^ > -1 
K a n

+ l a i t
+ K «a4

+ la j ;»eJ 
Дифференцирование Ga(t-t') по первому времени дает для фурье-компо-
нент следующее уравнение движения: 

(10) / , ((РТрбц— ̂ •Т3)«'фз1г|)г, + ))со = 6гггТо + 
j 

+ V 7«п«ИпТз^1'ф*'+»ш,+ С/« ( V 1 ^ ) T3i|>«l,i|v+»fi>. 
nj 

Так же как и в [17], отделим перенормировку энергии электронов в при
ближении среднего поля Хартри — Фока — Боголюбова [20] (с учетом 
аномальных средних) от перенормировки в высших порядках, обусловлен
ной неупругим рассеянием. Для этого введем далее неприводимые (ir) 
части функций Грина согласно следующему определению (для примера 
возьмем две функции Грина из четырех): 

(11) <<aitan
+aiJan

+>>ca:==<<(^t^4)irUi4 ^»+" 

+(пцУ€ац\аг'^<>>—(а{^ацУ€ац\аг'^+^и, 
(12) iaHail

+a4\air^0i^i(aHni[)iT\ai'l}o>+ 
+<rcn>«an|ai4»co—<ацацУ€ач

+\агг^&. 
Выбор неприводимых частей функций Грина в (И) и (12) задается сле
дующими условиями: 
(13) <[(ацпц)1г, ^ + ] + > = 0 . 

Соотношение (13) позволяет однозначно ввести неприводимые части и об
ратить в нуль неоднородные члены в уравнениях для них. С учетом (11) 
и (12) уравнение (10) примет вид 

(14) V (©T06<i—*(jT8—Efa) «^|l|V + » = Su'To + 
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+ £|«(p«T3%)lrlt|V+», 
3 

где введены следующие обозначения: 

(15) р«=г/р<б«+ V VijnUnil-dij), рг=г|>г+т3г|)г= V aia
+aio= V тг* 

Величина 2гас представляет собой массовый оператор в приближении сред
него поля 

— ((LioCLi-аУ \ 
<16) 2U-I7( . + " - + Л 

\ — <а+ ага
+/ 

г—а 
В представлении операторов Намбу 

массовый оператор (16) можно записать в виде 

(17) Ег
С

а=-^Тз<г|5г>-аЯ|?г%>Тз + — ( Т о + Тз). 

Для вычисления неприводимой матричной функции Грина в (14) за
пишем для нее уравнение движения по отношению ко второму времени t' 
(см., например, [17]). Для фурье-компоненты функции Грина получаем 
уравнение 

(18) ^ ( ( (р^Тз^ГЧ^+^Лсотоб^г -^ч^з ) -

= V Vyi'mi(pkjX3^3)lT\^3,+X3Uw}<o+. 

+ -^-« (Pktfsb) i rl (^i '+T3pt'+pi'l |)i '+T3) »*>. 

Процедуру выделения неприводимой части относительно операторов в пра
вой части функции Грина в (17) можно провести аналогично тому, как 
это было проделано в (14). В результате получим 

(19) V ^ (Р^Т3%) 1Г|Я|У+ » (юТобгУ-^'г 'Тз-Е/ 'а) = 

=Yi(< (pwT3%) ir| (* , + T»ft f* r) i r ) >-
з' 

Для того чтобы решить систему уравнений (14), (19), введем нулевую 
функцию Грина 

(20) \ ((DToS — Ц%ъ—2<0) < ? / ( « ) =бгг'. 
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Использование (20) в (14) и (18) приводит к уравнению 

(21) Gi/((ii)=GirOM+YiGih
l>(a)Tkh'((o)Gl'A<o). 

Матрица рассеяния определяется неприводимой частью многочастичнож 
функции Грина в (19) : 

(22) Тш> (со) = £ «(pAjT3%) Ч (%+T3Pjv) i r»«. 
33' 

Если ввести массовый оператор A/fê , который является связанной частью 
матрицы рассеяния 

(23) T^v(co) = Ж ^ (о) + ^ Mftm (со) Gmri° (со) 
> • • тп 

то уравнение (21) можно представить в виде уравнения Дайсона 

(24) G ^ c o ) = G ^ ^ 

Массовый оператор Mhkr={TMi'}v не содержит частей, которые можно раз
резать по линии Go, что указывается индексом «р» (собстведная часть) 

(25) ^ ' = J j <<(р^з%)1г1(Фг+т3рг&01г>>сор. 
зУ 

Таким образом, наиболее общее выражение для электронной функции 
Грина в локализованном базисе с учетом электрон-фононного взаимодей
ствия в виде (4) можно записать в следующем матричном виде: 

(26) G-^Go^-M. 

Вычисление полной функции Грина G сведено к нахождению GQ и . £ 

4 ПРИБЛИЖЕННЫЙ РАСЧЕТ МАССОВОГО ОПЕРАТОРА 

Явное выражение для массового оператора в (26) имеет вид 

(27) 1 (,(<») = У [ ^ • ' + l ) ( - r i - ' ' X 
4Н «> со—(о J 2n 

ЗУ — оо — оо 

Х Г <pyiAt)ah(t)aHPmyp,lT -<^4(0pr r i (0^ tP i i t> p ' i r ] 
l-<9yi^(t)a^(t)pj4an

+y^ <an(t)Pi>y\(t)pi4an
+>p>lT J v 

Для получения замкнутой самосогласованной системы уравнений для мас
сового оператора (27) необходимо использовать то или иное приближение 
с тем, чтобы выразить его через функцию Грина (9). Массовый оператор 
(27) описывает неупругое рассеяние электронов (упругая часть содержит
ся в 2*/ (16)) на флуктуациях плотности полного электрон-ионного за
ряда в решетке. По аналогии с работой [17] (см. также [19, 21]) найдем , 
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аналитическое выражение для массового оператора в приближении «двух 
взаимодействующих мод». Это приближение состоит в пренебрежении 
перенормировкой вершины, т. е. корреляцией в распространении выде
ленного электрона (дырки) и распространении флуктуации плотности за
ряда. Этому приближению отвечает следующее представление в (27) выс
ших корреляционных функций через низшие: 

(28) <Pi44(0aJft+(0aitP«t>P,ir^<Pi'*4(0P«t><ai4+(3t)ait>-
Заметим, что одновременные средние уже учтены в массовом операторе 

>а С (16). 
Записывая далее спектральные представления для корреляционных 

функций в (28), массовый оператор (27) представим с учетом определе
ния (15) в виде суммы 

(29) Ми>(®)=МЪ{®)+мЪ{<й)1 
г Д е 

,(30, Mb-ZZv^fiiiS&rH**?^)* 
пп' ij' _оо 

X ——rIm«ttnl»n'»<D2+<e ( ) т31т«^1г|)/+»(01+г8Тз. 

Массовый оператор (30) имеет вид, характерный для взаимодействую
щей электрон-фононной системы [18, 19, 21]. Вклад M\v имеет более 
сложную структуру: 

, N 2 -off d(Oidco2 1 / , Bcoi , л В с о 2 \ Г ^ В Л 

<м) Д"=^_Я'Ю-(Ш,+М.) H t h V + c t h B r ) [ C в \ • . 
где 

А= —— 1т«71ц|л*'|»ва — —-Im«aitla?t))(fli| Г 

В=\ —^Im«tti|Ui' t»ei Im4[a<tlai'^«ij ; 

С=\—Imiibitlrii'^o, II -1т«агЧ
+1аг-|^(01| ; 

Z)= [ - — Iminif b* ' t>». | j - — 1т«ап
+кгЧ»о>1 • 

Из соотношений (30) и (31) видно, что, в отличие от электрон-ионной 
модели простого металла, учитывающей прямое кулоновское взаимодейст
вие электронов [17], эффективное электрон-электронное взаимодействие, 
.определяемое в (3.1) функцией Грина флуктуации плотности заряда, 
не может быть в простых приближениях выражено через полную диэлек
трическую проницаемость электрон-ионной системы для модели Хаббар-
да. Это является отражением одного из недостатков модели Хаббарда — 
пренебрежением обменным взаимодействием на разных узлах. Диэлек-
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трическую функцию для модели Хаббарда можно формально записать 
для к, ю= 0̂ через продольную динамическую проводимость [22]. Однако 
при к и со->0 получаемое таким образом выражение для диэлектрической 
проницаемости не определено. В полярной модели металла [10] элек
тронная система описывается более последовательным образом. Поэтому 
вывод уравнений сверхпроводимости для полярной модели металла 
(с учетом электрон-фононного взаимодействия) представляет особый 
интерес. 

С этим обстоятельством связаны известные трудности вычисления час~ 
тотной зависимости корреляционной функции inia{t)ni0,y для модели 
Хаббарда. По существу, трудности эти аналогичны тем, которые возни
кают при вычислении корреляционной функции <£/(£)£/> в изотропном 
гейзенберговском ферромагнетике [23, 24]. При вычислении функции 
Грина «&+ |й~» возникает функция Грина i8SzS+\SSzS~)) (здесь 8SZ= 
=SZ—<SZ>). Обычно при расцеплении <6iS?(£)65/><<Sr+|iSr~>> для корреля
ционной функции <8Siz8Sjz} используется статическое приближение [24у 
25]. Приближенный метод расчета корреляционной функции {ПгоЩо'У в 
статическом пределе обсуждается, например, в [26]. Дальнейший анализ 
полученной системы уравнений (26) и (29) для сильно связанных элек
тронов в переходном металле может быть проведен известными методами 
(см., например, [27, 28]). 

В заключение заметим, что для сильно связанных электронов пере
ходного металла оператор электрон-фононного взаимодействия может 
быть выражен через небольшое число характерных параметров переход
ного металла [3, 19, 21]: 

3*(R,-Rj) Ri-Ri 
d(R,-R,) * o t ' | R , - R , r 

Здесь q0 — слейтеровский коэффициент, характеризующий экспонен
циальное убывание d-функций [З]. Интеграл перескока Ц для ближай
ших соседей z выражается через ширину зоны W=2tz. Таким образом, 
полученная в настоящей работе самосогласованная система уравнений 
сверхпроводимости (26) и (29) в представлении Ванье позволяет с единой 
точки зрения исследовать реальные переходные металлы, их сплавы и 
соединения. 
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EQUATIONS OF SUPERCONDUCTIVITY FOR TRANSITION METALS 
IN THE WANNIER REPRESENTATION 

Vujicic G. M., Kuzemsky A. L., Plakida N. M. 

System of equations of superconductivity for the tight-binding electrons in the 
transition metal described by the Hubbard Hamiltonian is derived. The electron-phonon 
interaction is written down for the «rigid ion model». Neglecting the vertex corrections 
in the self-energy operator the closed system of equations is obtained. 
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