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УДК 531.19:530.145 М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я Ф И З И К А 

© АЛ. КУЗЕМСКИЙ 

МЕТОД НЕПРИВОДИМЫХ ФУНКЦИЙ ГРИНА 
В ТЕОРИИ КОНДЕНСИРОВАННЫХ СРЕД 

(Представлено академиком H.H. Боголюбовым 6IX1988) 

Опережающие и запаздывающие двухвременные температурные функции 
Грина (ФГ) в статистической механике квантовых систем были введены H.H. Бого­
любовым и C.B. Тябликовым [1] • В отличие от причинных ФГ, они могут быть про­
должены в комплексную плоскость. Эти удобные аналитические свойства способст­
вовали тому, что метод двухвременных температурных ФГ получил широкое рас­
пространение в статистической механике [2—4]. Для нахождения запаздьшающих 
и опережающих ФГ используют систему зацепляющихся уравнений вместе с соответ­
ствующими спектральными представлениями. Как указано в [1—3], при рассмотре­
нии этой системы уравнений основной проблемой является разработка приемов эф­
фективного расцепления системы уравнений с целью получения замкнутых уравне­
ний для определения ФГ. То, что такое приближение должно выбираться весьма 
индивидуально, в зависимости от характера задачи [1], иногда критикуют в рабо­
тах, использующих причинные ФГ и диаграммную технику, за несистематичность. 
Однако при диаграммном подходе также имеет место неоднозначность при получе­
нии требуемого приближения, и решение вопроса о том, какие диаграммы надо про­
суммировать, очевидно только для небольшого круга относительно простых задач. 

В настоящей работе мы покажем, что для широкого круга разных задач ста­
тистической механики и теории конденсированных сред можно наметить достаточ­
но систематический способ построения приближенных решений в рамках метода 
неприводимых ФГ [4—15]. В нашем подходе мы обсудим с единой точки зрения 
основные принципиальные вопросы, возникающие при построении приближенных 
решений в рамках метода неприводимых ФГ. Мы будем иметь дело с ФГ вида 
(1) Gr(t,t') = «A(t),B(t'))) = -ie(t-t')([A(t)B(t')]n), т? = ±. 

В работе [1] отмечено, что получающаяся цепочка уравнений для (1.) одинакова 
не только для запаздьшающих и опережающих, но и для причинных ФГ. Метод непри­
водимых ФГ [4—7] является полезной переформулировкой обычного метода уравне­
ний движения Боголюбова—Тябликова. Конструктивная идея состояла в том* что 
при расчете одночастичных характеристик системы удобно сначала представить ФГ 
(1) в виде формального решения уравнения Дайсона с тем, чтобы производить 
необходимые расцепления многочастичных корреляционных функций в массовом 
операторе, поскольку при этом можно условно проконтролировать процедуру рас­
цепления по аналогии с диаграммным подходом. Метод неприводимых ФГ [4—15] 
находится в тесной связи с методом проектирования Мори—Цванцига [8], который 
по существу является следствием идеи H.H. Боголюбова о "сокращенном описании" 
системы [2, 3] . В этом подходе бесконечная цепочка зацепляющихся уравнений для 
корреляционных функций сводится к нескольким относительно простым уравне­
ниям, в которых "эффективно" учитывается та существенная информация о системе, 
которая определяет специфику данной задачи. Существенно подчеркнуть, что при 
использовании метода неприводимых ФГ структура получаемого решения сущест­
венно зависит от порядка уравнений для ФГ, в которых производится выделение 
неприводимых частей. Это, в свою очередь, определяет характер тех приближенных 
решений, которые мы строим на основе точного представления. 
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Для того чтобы пояснить сказанное выше, рассмотрим запаздывающую ФГ 
G = « А (г), A *{t ' ) ». В уравнение движения 
(2) ù>G(u) = ([A,A+]+) + «[A,H]_\A*y> 

введем по определению неприводимую (ir) ФГ 
(3) Ч[А,Н]_\А+))ш = (([А,Н]_-аА\А+))ы, 
где величина а определяется из условия 
(4) <[[А,Н]Ч,А*]+> = 0-
Из уравнения (4) найдем 
(5) а = ([[А,Н]_А+)+)({[А,А*]+)Г1 =М1(М0у1. 
Здесь MQ, Mi — нулевой и первый моменты спектральной плотности [2, 3]. Непри­
водимой назьшается такая ФГ, которая не может быть сведена путем расцепления 
к ФГ более низкого порядка. В статистической физике хорошо известны неприводи­
мые корреляционные функции; в диаграммной технике неприводимые вершины 
являются совокупностью графиков, неразрезаемых по одной линии. Определе­
ние (3) переводит эти понятия на язык запаздывающих и опережающих функций 
Грина. Все ренормировки среднего поля, которые отделяются с помощью (3), отно­
сим к ФГ в обобщенном приближении среднего поля (ОПСП) 
(6) G°=<H,^ + ] + >(co-a)- 1 . 
Для расчета ФГ (3) используем прием дифференцирования по второму вре­
мени t' [5]. В полученном уравнении выделяем неприводимую часть по аналогии 
с (3). В результате найдем 
(7) G(co) = G°(co) + G°(cj)/'(a;)G0(co). 
Здесь введен оператор рассеяния 
(8) Р = (Mo)"1 " « И , Я ] _ | (И ,Я] _)+»1г(Мо)"1 • 
Структура уравнения (7) позволяет в полной аналогии с диаграммной техникой 
определить массовый оператор М: 
(9) P=M+MG°P. 
В результате получим точное уравнение Дайсона (никаких расцеплений пока не сде­
лано) для двухвременных температурных ФГ 
(10) G = G°+G°MG; M={P)P. 
Массовый оператор M выражается, согласно (9), через "собственную" (в диаграм­
мной технике — связанную) часть многочастичной неприводимой ФГ и описывает 
возможные процессы неупругого рассеяния, приводящие к затуханию и дополнитель­
ной перенормировке частоты самосогласованных квазичастичных возбуждений. 
Если говорить совершенно строго, определение- (9) носит символический характер; 
подразумевается, что благодаря одинаковому виду уравнений для ФГ всех трех ти­
пов можно на каждом этапе вычислений перейти к причинным ФГ и подтвердить 
обоснованность определения (9). Поэтому следовало бы говорить об аналоге уравне­
ния Дайсона. В дальнейшем эту оговорку будем опускать, поскольку это не приве­
дет к недоразумению. Подчеркнем, что приведенный выше способ введения неприво­
димых ФГ является лишь общей схемой. Конкретный способ введения неприводи­
мых частей (можно с равным правом говорить о неприводимых операторах) зависит 
от вида операторов А, типа гамильтониана и условий задачи. В [9—15] показана 
эффективность данного подхода для описания нормальных и сверхпроводящих 
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свойств систем с сильным взаимодействием и сложным характером электронного 
спектра; Проиллюстрируем сказанное некоторыми примерами. В качестве первого 
примера рассмотрим модель Хаббарда. Запишем для нее гамильтониан в виде 

(11) Я = 2 tijalaja + - UZ п,оЩ_ а, 
ijo l io 

который зависит от двух параметров : эффективной ширины зоны w и энергии оттал­
кивания электронов U. С изменением их отношения в системе происходят радикаль­
ные изменения типа перехода металл—диэлектрик и т.п. Наибольшую трудность 
представляет случай очень сильной, но конечной корреляции электронов. Вводя 
вспомогательные операторы [9] 

diva = "Г_ aaia (<* = ±), nia =nio, n'io = Ç1 ~ nlo) > 

представим одночастичную ФГ в виде 

fy«(w) = « (Но I «/„ »« s S « diaa I djßa » ы = S G$(CS). 
aß aß 

Далее, согласно (2) —(10), вьшодится точное уравнение Дайсона, массовый оператор 
которого имеет вид 

(12) МЧСТ(Ы) = Ф-М2 tietmj»«Die\D*m])r„\q$-1. 
em 

В нашем подходе для (6) имеем нелокальное выражение уже в ОПСП: 
п-о (1-И-а) (13) Goa(<7,")~ — _ w_ п , ш + 

Впервые в наиболее полном виде получен явный вид средних полей, которые описы­
ваются следующими корреляторами: 
(14) W±~ К в / . Х « / - « >+<«/-a«?a«/-a> + 

+ <«/_„ и *_ „> + < aia a-_ aaj_0 a*ja У - < aia at_ a aj_ a aja > j . 
Решение (13) более общее, чем решение "Хаббард III" и решение методом Рот [9]. 
Решение "Хаббард I" есть частный случай (14), отвечающий приближению W ~ 
~ {п^_ащ_а) « пг_а. Интересно отметить, что в нашем подходе точно показана 
несводимость средних полей (14) к функционалам от средней плотности электро­
нов в атомном пределе. Вообще говоря, средние поля могут иметь весьма нетриви­
альную структуру, которую трудно установить из каких-либо независимых сообра­
жений. Так, в теории сверхпроводимости H.H. Боголюбова [2] средние поля должны 
включать аномальные спаривания. Например, для модели (11) [10] имеем 
(15) ir« aio щ_а\ а]а » = « aia щ_9\ а?а » - < и,_ в > « aia \ aja » + 

+ <e / ee /_ e>«^*_ 0 | e / e». 

Определение (15) позволило провести последовательный вывод уравнений сверхпро­
водимости в приближении сильной связи для переходных металлов [10, 11] и сильно 
разупорядоченных бинарных сплавов [12]. Чтобы яснее представить себе это фунда­
ментальное положение о сложной структуре средних полей, исследуем задачу о маг­
нитном поляроне. Рассмотрим обычную s—d-обменную модель магнитного полу­
проводника [13]. В отличие от режима рассеяния [13], при расчете одноэлектрон-
ной ФГ с помощью уравнений (2) —(10) учтем возможность образования связанно-
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го магнитополярного состояния при конечных температурах [14] . Выражение для 
спектра магнитного полярона имеет вид 

(16) Eka = €°ko+lf_dN-^ka(Eka), 

4/ fca(co)= 2 \ Î - 2 + 
я {[l-rAka(ü>)](u, + zab>q-ek+q_a) 

+ [ i t M t o ( M ) ] ( ( s i , f ( s ; f ) | 

[l-M fce(co)](«-e»+< ,>0)J' 
При нулевой температуре полученное решение сводится к классическому результа­
ту Шастри—Маттиса [14]. 

Развитый здесь подход тесно связан с фундаментальными идеями H.H. Бого­
любова о нарушенной симметрии и квазисредних [2, 3]. По существу тот или иной 
способ введения средних полей должен соответствовать характеру нарушенной сим­
метрии системы. Ярким примером этого является нерешенная проблема микроско­
пического описания антиферромагнетизма [15], для которой в рамках данного 
подхода удается наметить путь построения последовательной теории. Кроме того, 
как видно из (12) — (16), развитый подход позволяет естественным образом вычис­
лять спектры квазичастичных возбуждений и их затухание в случае, когда система 
имеет сложный многоветвевой спектр. 
Объединенный институт ядерных исследований 
Дубна Московской обл. 
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