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главные логарифмы младший логарифм

Ренормгруппа в квантовой теории поля
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Ренормгруппа в квантовой теории поля
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Перенормировка зависящая от кинематики 
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Kazakov,19



R-операция и локальные контрчлены
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• R-операция гарантирует локальность контрчленов после 
вычитания расходимостей в подграфах в любой локальной КТП
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Теорема Боголюбова-Парасюка



Лидирующие и подлидирующие расходимости 
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• В неперенормируемых теориях, как и в перенормируемых, 
лидирующие расходимости определяются 1-петлевыми графами, 
а подлидирующие - 2-х петлевыми
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Лидирующие и подлидирующие расходимости 
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лидирующие расходимости определяются 1-петлевыми графами, 
а подлидирующие - 2-х петлевыми
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•  Локальность контрчленов позволяет написать рекуррентные 
полюсные соотношения в любых теориях



Лидирующие расходимости 
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четверные вершины

тройные вершины
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Рекуррентные соотношения 
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четверные вершины

• В неперенормируемых теориях, как и в перенормируемых, лидирующие 
расходимости определяются 1-петлевыми графами и могут быть 
рекуррентно вычислены, стартуя с однопетлевой расходимости

Bork,Kazakov,Kompaneets,Vlasenko, 13

Borlakov,,Kazakov,Tolkachev,Vlasenko, 15



Рекуррентные соотношения 
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четверные вершины

• В неперенормируемых теориях, как и в перенормируемых, лидирующие 
расходимости определяются 1-петлевыми графами и могут быть 
рекуррентно вычислены, стартуя с однопетлевой расходимости

• В неперенормируемых теориях, в отличие от перенормируемых, 
расходящиеся члены являются полиномами от кинематических 
переменных  и вместо простого умножения имеет место интегрирование 
по оставшейся однопетлевой диаграмме 

Bork,Kazakov,Kompaneets,Vlasenko, 13

Borlakov,,Kazakov,Tolkachev,Vlasenko, 15



Рекуррентные соотношения 
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четверные вершины

• В неперенормируемых теориях, как и в перенормируемых, лидирующие 
расходимости определяются 1-петлевыми графами и могут быть 
рекуррентно вычислены, стартуя с однопетлевой расходимости

• В неперенормируемых теориях, в отличие от перенормируемых, 
расходящиеся члены являются полиномами от кинематических 
переменных  и вместо простого умножения имеет место интегрирование 
по оставшейся однопетлевой диаграмме 

•  В результате в общем случае  имеем интегральные соотношения 

Bork,Kazakov,Kompaneets,Vlasenko, 13

Borlakov,,Kazakov,Tolkachev,Vlasenko, 15
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Пример I: Скалярная теория
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Пример II: суперсимметричная теория 
Янга-Миллса  

A4/A
tree
4 1

2

4

15

60

Нет простых петель 
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Универсальное разложение для всех D в максимально суперсимметричных теориях в силу 
дуальной конформной инвариантности

Первые УФ 
расходимости в 

L=[6/(D-4)] петлях

12

Т. Dennen Yu-yin Huang 10 ,
S.Caron-Huot D.O'Connell 10 

ИК конечно на 
массовой 

поверхности
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SYM_D

13

s-канал

D=6 N=2
Sn(s, t) Tn(s, t) Tn(s, t) = Sn(t, s)

t0 = t(x� y)� sy

S3 = �s/3, T3 = �t/3

t-канал

nSn(s, t) = �2s

Z 1

0
dx

Z x

0
dy (Sn�1(s, t

0) + Tn�1(s, t
0))

n � 4

Точное всепетлевое рекуррентное соотношение

D=8 N=1
Sn(s, t) Tn(s, t) Tn(s, t) = Sn(t, s)

S1 =
1

12
, T1 =

1

12

nSn(s, t) = �2s2
Z 1

0
dx

Z x

0
dy y(1� x) (Sn�1(s, t

0) + Tn�1(s, t
0))|t0=tx+yu

+ s4
Z 1

0
dx x2(1� x)2

n�2X

k=1

2k�2X

p=0

1

p!(p+ 2)!

dp

dt0p
(Sk(s, t

0) + Tk(s, t
0))⇥

⇥ dp

dt0p
(Sn�1�k(s, t

0) + Tn�1�k(s, t
0))|t0=�sx (tsx(1� x))p

s-канал t-канал
Точное всепетлевое рекуррентное соотношение

Bork,Kazakov,Kompaneets,Vlasenko, 13

Borlakov,,Kazakov,Tolkachev,Vlasenko, 15



• Рекуррентные соотношения могут быть превращены в дифференциальные 
уравнения, которые являются обобщением уравнений РГ на произвольную 
теорию.

Это уравнение справедливо в любой, даже неперенормируемой, теории!

Определяя сумму  можно преобразовать рекуррентные

соотношения в интегро-дифференциальное уравнение
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• Уравнения РГ являются следствием локальности, имеют общий характер и не содержат 
«бегущих зарядов», но суммируют все старшие (и последую-щие) логарифмы, как и в 
перенормируемых теорях
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Иллюстрация - РГ уравнение
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линейное уравнение

нелинейное уравнение



Решение уравнения РГ
D = 4

Общее решение для произвольного D

является символом упорядочения в смысле рекуррентного соотношения

d�̄4

d logµ2
= ��

3

2
�̄2
4, �̄4(log µ

2 = 0) = 1 �̄4 =
1

1 + 3
2� log(µ2/E2)

s ⇠ t ⇠ u ⇠ E2

�̄4(s, t, u) = P 1

1 + 1
2
�(D/2�1)
�(D�2) �(sD/2�2 + tD/2�2 + uD/2�2) log(µ2/E2)

�4(s, t, u) = P �

1 + �A(1)
1 log(µ2/E2)

P
1X

n=0

(��)n logn(µ2/E2)(A(1)
1 )n

P(A(1)
1 )n =

Z 1

0
dx

n�1X

k=0

������!
P(A(1)

1 )k A(1)
1

 ����������
P(A(1)

1 )n�1�k,

=

�4
D



D = 4

�4(s, t, u) = P �

1 + 1
2
�(D/2�1)
�(D�2) �(sD/2�2 + tD/2�2 + uD/2�2) log(µ2/E2)

D = 6

D = 8

D = 10

E ! 1

s+ t+ u = 0

s2 + t2 + u2 > 0

s3 + t3 + u3 = 3stu > 0 s > 0, t, u < 0

Высокоэнергетическое поведение амплитуд 
рассеяния в теории �4

D

3/2 > 0 Имеется полюс Ландау при 

Все лидирующие расходимости (логарифмы) сокращаются 
во всех петлях

E ! 1

Conclusion: �4
D

s ⇠ t ⇠ u ⇠ E2

E ! 1

E ! 1Имеется полюс Ландау при 

Имеется полюс Ландау при 

Имеется полюс Ландау при 



Лестничные диаграммы
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Горизонтальная лестница D=8 N=1

nAn = � 2

4!
An�1 +

2

5!

n�2X

k=1

AkAn�1�k, n � 3

⌃m(z) =
1X

n=m

An(�z)n

� d

dz
⌃3 = � 2

4!
⌃2 +

2

5!
⌃1⌃1.

z = g2s2/✏

⌃(z) = �(z/6 + z2/144 + z3/2880 + 7z4/414720 + . . . )

⌃3 = ⌃1 +A1z �A2z
2, ⌃2 = ⌃1 +A1z, A1 =

1

3!
, A2 = � 1

3!4!

A1 = 1/6 1 петлевой квадрат

⌃A ⌘ ⌃1

⌃A(z) = �
p
5/3

4 tan(z/(8
p
15))

1� tan(z/(8
p
15))

p
5/3

=
p
10

sin(z/(8
p
15))

sin(z/(8
p
15)� z0)

d

dz
⌃A = � 1

3!
+

2

4!
⌃A � 2

5!
⌃2

A

z0 = arcsin(
p

3/8)

A(n)
n = sn�1An

Суммирование

Дифф ур-е



Решение уравнений  РГ - Общий случай
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<latexit sha1_base64="97z0bUmD+ptBEW3xN+pW8kdYoMo="></latexit>

d

dz
A(z) = b0{�1� 2

Z

�
A(z)�

Z

�
A2(z)}

В правой части полином второго порядка:
• два действительных корня  - решение в виде экспоненты (растущей или 
падающей в зависимости от теории и кинематики)                                  SYM_6

• вырожденный действительный корень  -  решение с полюсом при низких (АС) 

или высоких энергиях (НЗ) в зависимости от кинематики                          

• два комплексных корня - решение с бесконечным числом периодических 
полюсов в обоих направлениях                                                                SYM_8

�4
D
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