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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ñîäåðæàíèå:

• Ââåäåíèå

• Îáîáù¼ííûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ è ìåòîäèíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

• �åêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ è èõïðèìåíåíèå äëÿ îäíî- è äâóõ- ïåòëåâûõ èíòåãðàëîâ

• Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ: îáùèé ìåòîä è êîíêðåòíûåïðèìåðû

• Çàêëþ÷åíèå
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Äëÿ ñðàâíåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñêàçàíèé ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìèäaííûìè, êîòîðûå ïëàíèðóåòñÿ ïîëó÷èòü íà LHC è äðóãèõ óñêîðèòåëÿõ,òðåáóåòñÿ çíàíèå ïðåöèçèîííûõ ðàäèàöèîííûõ ïîïðàâîê.

Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè âû÷èñëåíèÿ òàêèõ ïîïðàâîê:
• äîëæíû áûòü ó÷òåíû ìàññû ìíîãèõ ÷àñòèö.
• äîëæíû áûòü ïîñ÷èòàíû äèàãðàììû ñ áîëüøèì ÷èñëîì âíåøíèõ ëèíèé- ò.å. ñ áîëüøèì ÷èñëîì êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõÒàêèì îáðàçîì íóæíî óìåòü âû÷èñëÿòü àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî ñâûñîêîé òî÷íîñòüþ �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, íóæíî çíàòü èõàíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â ðàçëè÷íûå êèíåìàòè÷åñêèå îáëàñòè.Ýêñïåðèìåíòàòîðû ñ LHC ïîäãîòîâèëè ”wishlist“ � ñïèñîê ïðîöåññîâ äëÿêîòîðûõ íóæíû NLO ðàäèàöèîííûå ïîïðàâêè. Ïðàêòè÷åñêè âñå ýòèïîïðàâêè òðåáóþò âû÷èñëåíèÿ äèàãðàìì ñ 5-þ, 6-þ è ò.ä. âíåøíèìèëèíèÿìè.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .
2009 status of NLO wishlist for LHC

pp→ W W jet Denner/Dittmaier/Kallweit/Uwer,

Ellis/Campbell/Zanderighi

pp→ Z Z jet Binoth/Guillet/Karg/Kauer/Sanguinetti

pp→ tt̄ bb̄ Bredenstein/Denner/Dittmaier/Pozzorini

pp → tt̄ + 2 jets

pp→ Z Z Z Lazopoulos/Melnikov/Petriello, Hankele/Zeppenfeld

pp→ V V V Binoth/Ossola/Papadopoulos/Pittau, Zeppenfeld et al.

pp → V V bb̄

pp → V V + 2 jets VBF: Bozzi/Jäger/Oleari/Zeppenfeld, VBFNLO coll.

pp→ W + 3 jets BlackHat coll.; Ellis/Giele/Kunszt/Melnikov/Zanderighi
∗

pp→ bb̄bb̄ Binoth/Guffanti/Guillet/Reiter/Reuter

pp→ t t̄ jet Dittmaier/Uwer/Weinzierl

pp→ t t̄ Z Lazopoulos/McElmurry/Melnikov/Petriello

pp→ b b̄ Z , b b̄ W Febres Cordero/Reina/Wackeroth

• done • partial results ∗ leading colour only

Towards LHC Phenomenologybeyond Leading Order – p.13Î.Â. Òàðàñîâ ËÈÒ, ÎÈßÈ, Äóáíà � 4 äåêàáðÿ 2009 ã.� 4



Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåäñòàâèòü íàäåæíûå òåîðåòè÷åñêèå ïðåäñêàçàíèÿ äëÿñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè âåñüìà äîðîãîñòîÿùèõ ýêñïåðèìåíòîâ,íåîáõîäèìî ðàçâèâàòü ðàçëè÷íûå ý��åêòèâíûå íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿÔåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì.Îñíîâíûå ýòàïû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì1. �åíåðàöèÿ äèàãðàìì äëÿ çàäàííîãî ïðîöåññà (äëÿ LHC îáû÷íî -
102 − 106 äèàãðàìì). Ïðîáëåìà ðåøåíà ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ íóæíûõñåé÷àñ ïðîöåññîâ � Qgraf, FeyArt.2. Ïîñòðîåíèå ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé, ðåäóêöèÿ òåíçîðíûõèíòåãðàëîâ, ñâåäåíèå áîëüøîãî ÷èñëà ñêàëÿðíûõ èíòåãðàëîâ êíåáîëüøîìó ÷èñëó áàçèñíûõ èíòåãðàëîâ .3. Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, âû÷èñëåíèå ðàäèàöèîííîéïîïðàâêè, èíòåãðèðîâàíèå ïî �àçîâîìó îáú¼ìó.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .�åêóðñèâíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ �åéíìàíîâñêèõ äèàãðàììÂïåðâûå ðåêóðñèâûé àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí Òêà÷åâûì è ×åòûðêèíûì(Nu
l.Phys. B192 (1981) 159) . Èçâåñòåí êàê IBP - ìåòîä. �åêóððåíòíûåñîîòíîøåíèÿ ñëåäóþò èç óðàâíåíèÿ
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé èíòåãðàëû ñ öåëûìè ñòåïåíÿìè νjñâîäÿòñÿ ê íåáîëüøîìó íàáîðó áàçèñíûõ èíòåãðàëîâ:

Gν,......νN
(d, {mj}, {pipk}) =

nb∑

k

Rk(νj , d, {mj}, {pipk})Bk(d, {mj}, {pipk})Òðóäíîñòè âû÷èñëåíèÿ äèãðàìì ìåòîäîì ×åòûðêèíà - Òêà÷åâà:
• îòñóòñòâèå ðåãóëÿðíîãî àëãîðèòìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåíçîðíûõ èíòåãðàëîâ.

• äëÿ ðåäóêöèè ñêàëÿðíûõ èíòåãðàëîâ ñ òàê íàçûâàåìûìè íåïðèâîäèìûìè÷èñëèòåëÿìè íåîáõîäèìî ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå �èêòèâíûå ïðîïàãàòîðû,÷òî óñëîæíÿåò âû÷èñëåíèÿ.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ìåòîä îáîáù¼ííûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé.O.T., Phys.Rev. D.54(1996) 6479 Àíàëîãè÷íî IBP ìåòîäó, èñïîëüçóåìñîîòíîøåíèå:
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T (q, ∂,d+) áûëà äàíà â ðàáîòå O.T., Phys.Rev. D.54(1996) 6479.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Îáîáù¼ííûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçûâàþò íå òîëüêî èíòåãðàëû ñðàçëè÷íûìè ñòåïåíÿìè ïðîïàãàòîðîâ, íî è èíòåãðàëû ñ ðàçëè÷íûìè ñäâèãàìèðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè d. Tåíçîðíûå èíòåãðàëû âñåãäà ìîãóò áûòüâûðàæåíû ÷åðåç ñêàëÿðíûå èíòåãðàëû ñ ðàçëè÷íûìè ñäâèãàìè ïàðàìåòðà d.

Âàæíûå îòëè÷èÿ îáîáù¼ííûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé îò ìåòîäà IBP:1 êîý��èöèåíòû (îòíîøåíèÿ ïîëèíîìîâ) âî ìíîãèõ îîáîáù¼ííûõðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ êîðî÷å ÷åì â IBP ðåêóðñèÿõ, ñëåäîâàòåëüíîìîæíî ïîñòðîèòü áîëåå îïòèìàëüíûé àëãîðèòì ðåäóêöèè ñêàëÿðíûõèíòåãðàëîâ ê áàçèñíûì.2 îáîáù¼ííûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ñîäåðæàò äîïîëíèòåëüíûåóðàâíåíèÿ, à èìåííî óðàâíåíèÿ íà áàçèñíûå èíòåãðàëû (ðàçìåðíûåðåêóðñèè):

∑

r
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ïðèìåð: îäíîïåòëåâûå ïðîïàãàòîðíûå èíòåãðàëûIBP ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä:
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Îäíàêî, àëãîðèòì ïîñòðîåííûé íà îáîáù¼ííûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿõíàìíîãî ý��åêòèâíåå, ÷åì IBP àëãîðèòì, òàê êàê íà ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïàõâû÷èñëåíèé â ïåðâîì ñëó÷àå �îðìóëû íàìíîãî êîðî÷å!!!Â IBP ìåòîäå óæå ñ ñàìîãî íà÷àëà â çíàìåíàòåëå ïîÿâëÿåòñÿ �ðàìîâñêèéäåòåðìèíàíò ∆, ÷òî ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì âûðàæåíèÿì.Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ ìíãîïåòëåâûõ èíòåãðàëîâ.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .�åøåíèå ðàçìåðíûõ ðåêóðñèé ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:
Mk(d, {mj}, {pipk}) =

∑

s

Φs(d, {mj}, {pipk}) ws(d, {mj}, {pipk})ãäå Φs �óíêöèè îáðàçóþùèå �óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé ðàçìåðíûõðåêóðñèé, à ws òàê íàçûâàåìûå ïåðèîäèêè - �óíêöèè íå èçìåíÿþùèå ñâîèõçíà÷åíèé ïðè èçìåíåíèè äèñêðåòíûõ ïàðàìåòðîâ ðåêóðñèè:
ws(d + 2, {mj}, {pipk}) = ws(d, {mj}, {pipk})Îíè ìîãóò áûòü íàéäåíû, íàïðèìåð, èç ñðàâíåíèÿ ðåøåíèÿ ñ àñèìïòîòè÷åñêèìçíà÷åíèåì èíòåãðàëà ïðè d → ∞.Äëÿ îäíîïåòëåâûõ èíòåãðàëîâ ïðîïàãàòîðíîãî òèïà ñ ïðîïàãàòîðàìè èìåþùèìèîäèíàêîâûå ìàññû ðàçìåðíûå ðåêóðñèè è èõ ÿâíîå ðåøåíèå áûëî ïðèâåäåíî âðàáîòå O.T., Phys.Rev. D.54(1996) 6479).
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ôåéíìàíîâñêèå èíòåãðàëû ïîä÷èíÿþòñÿ äâóì òèïàì óðàâíåíèé:äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïî íåïðåðûâíûì ïàðàìåòðàì (ìàññàì,ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèÿì) è ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì ïî ðàçìåðíîñòèïðîñòðàíñòâà - âðåìåíè è ñòåïåíÿì ïðîïàãàòîðîâ. Ýòî ñâîéñòâî èìååò àíàëîãèþñî ìíîãèìè ñïåöèàëüíûìè �óíêöèÿìè â ìàòåìàòèêå. Òàê íàïðèìåð, äëÿïîëèíîìîâ �åãåíáàóýðà èìååò ìåñòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïî äèñêðåòíîìóïàðàìåòðó n:

nC(λ)
n (x) = 2(n + λ − 1)xC

(λ)
n−1(x) − (n + 2λ − 2)C

(λ)
n−2(x)à òàêæå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïî äðóãîé ïåðåìåííîé x

(x2 − 1)
d2

dx2
C(λ)

n (x) + (1 + 2λ)x
d

dx
C(λ)

n (x) − n(n + 2λ)C(λ)
n (x) = 0Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ äàííûõ óðàâíåíèé îäèíàêîâà. Ìàòåìàòèêè íå âûäåëÿþòïðåèìóùåñòâà íè îäíîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé.Äëÿ Ôåéíìàíîâñêèõ èíòåãðàëîâ ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî äðóãàÿ !!!
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .�àçíîñòíîå è äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèÿ äëÿ "ñàíðàéç"èíòåãðàëà
J

(d)
3

Òàêîé èíòåãðàë ïîÿâëÿåòñÿ â âû÷èñëåíèÿõ ðàäèàöèîííûõ ïîïðàâîê â ÿäåðíîé�èçèêå, ÊÝÄ, ñòàíäàðòíîé ìîäåëè, ... Â ëèòåðàòóðå åãî èíîãäà íàçûâàþò"ñàíðàéç"èíòåãðàë. Ñòåïåíè ïðîïàãàòîðîâ ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçíûå öåëûåçíà÷åíèÿ. Äëÿ äàííîãî òèïà d ìåðíûõ èíòåãðàëîâ ââåä¼ì ñëåäóþùååîáîçíà÷åíèå:

J
(d)
3 (ν1, ν2, ν3) ≡

∫ ∫
ddk1d

dk2

(iπd/2)2
1

(k2
1 − m2)ν1((k1 − k2)2 − m2)ν2((k2 − q)2 − m2)ν3

.Äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé νj èíòåãðàëû (14) ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ òð¼õáàçèñíûõ èíòåãðàëîâ J
(d)
3 (1, 1, 1), J

(d)
3 (2, 1, 1) è J

(d)
3 (0, 1, 1) = (T

(d)
1 (m2))2 ãäå

T
(d)
1 (m2) =

∫
ddk

[iπ
d
2 ]

1

k2 − m2
= −Γ

(
1 − d

2

)
md−2.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàþùåå d − 2 è d ìåðíûå èíòåãðàëû J
(d)
3 èìååò âèä:

J
(d−2)
3 (ν1, ν2, ν3) = ν1ν2J

(d)
3 (ν1 + 1, ν2 + 1, ν3)

+ ν1ν3J
(d)
3 (ν1 + 1, ν2, ν3 + 1) + ν2ν3J

(d)
3 (ν1, ν2 + 1, ν3 + 1).Ïîëàãàÿ ν1 = ν2 = ν3 = 1 è ν1 = 2, ν2 = ν3 = 1, ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ.Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ óïðîùàåì ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé.Ñäâèãàÿ â äàííûõ óðàâíåíèÿõ d → d + 2 ïîëó÷àåì åù¼ 2 óðàâíåíèÿ. Ñ èõïîìîùüþ èñêëþ÷àåì J

(d)
3 (2, 1, 1) è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ èíòåãðàëà

J
(d)
3 (1, 1, 1) ≡ J

(d)
3

12z3(d + 1)(d − 1)(3d + 4)(3d + 2) J
(d+4)
3

−4m4(1 − 3z)(1 − 42z + 9z2)z(d − 1)d J
(d+2)
3

−4m8(1 − z)2(1 − 9z)2 J
(d)
3

= 3z[(z + 1)(27z2 + 18z − 1)d2 − 4z(1 + 9z)d − 48z2]m2d+2 Γ

(
−d

2

)2

,

ãäå z =
m2

q2
.Î.Â. Òàðàñîâ ËÈÒ, ÎÈßÈ, Äóáíà � 4 äåêàáðÿ 2009 ã.� 15



Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Èíòåãðàë J
(d)
3 ïîä÷èíÿåòñÿ òàêæå äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãîïîðÿäêà. Äè��åðåíöèðóÿ äâà ðàçà J

(d)
3 ïî ìàññå ïîëó÷àåì:

d2

dm2 dm2
J

(d)
3 (1, 1, 1) = 6J

(d)
3 (2, 2, 1) + 6J

(d)
3 (3, 1, 1).Ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ïðàâóþ ÷àñòü â ýòîì óðàâíåíèè ìîæíîñâåñòè ê êîìáèíàöèè òð¼õ áàçèñíûõ �óíêöèé. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

J
(d)
3 (2, 1, 1) =

1

3

d

dm2
J

(d)
3 (1, 1, 1)ìû ïîëó÷àåì:

2(1 − z)(1 − 9z)z2 d2J
(d)
3

dz2
− z[9z2(d − 4) + 10z(d − 2) + 8 − 3d]

dJ
(d)
3

dz

+(d − 3)[z(d + 4) + d − 4]J
(d)
3 = 12zm(2d−6)Γ2

(
2 − d

2

)
.Ýòî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå áûëî èñïîëüçîâàíî äëÿ íàõîæäåíèÿèìïóëüñíîé çàâèñèìîñòè ïðîèçâîëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîíñòàíò, âîçíèêàþùèõ âðåøåíèè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ.Î.Â. Òàðàñîâ ËÈÒ, ÎÈßÈ, Äóáíà � 4 äåêàáðÿ 2009 ã.� 16



Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .�åøåíèå ðàçìåðíîé ðåêóðñèèÏîëó÷åííîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì ðàçíîñòíûìóðàâíåíèåì 2-ãî ïîðÿäêà ñ êîý��èöèåíòàìè ÿâëÿþùèìèñÿ ïîëèíîìàìè ïî d.Ïîëíîå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:
J

(d)
3 = J

(d)
3p + w̃a(d)J

(d)
3a + w̃b(d)J

(d)
3b ,ãäå J

(d)
3p ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ, J

(d)
3a , J

(d)
3b îáðàçóþò�óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à

w̃a(d), w̃b(d) - ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè d ïîä÷èíÿþùèåñÿ óðàâíåíèþ:

w̃a(d + 2) = w̃a(d), w̃b(d + 2) = w̃b(d).Ïåðåîïðåäåëèâ �óíêöèþ J
(d)
3 ñëåäóþùèì îáðàçîì

J
(d)
3 =

Γ
(

d−2
2

)

Γ
(

3d
2 − 3

)
Γ

(
d−1
2

)J
(d)
3 .â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñêîý��èöèåíòàìè áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà ïî d â ñðàâíåíèè ñ îäíîðîäíûìóðàâíåíèåì äëÿ èçíà÷àëüíîé �óíêöèè.Î.Â. Òàðàñîâ ËÈÒ, ÎÈßÈ, Äóáíà � 4 äåêàáðÿ 2009 ã.� 17



Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .ßâíîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ J
(d)
3�åøåíèå àññîöèèðîâàííîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè q2 >> m2èìååò âèä

J
(d)
3,h = w1(z)

Γ
(

d
2 − 1

3

)
Γ

(
d
2 − 2

3

)
Γ

(
d−2
2

)

Γ
(

d
2

)
Γ

(
3d
2 − 3

)
Γ

(
d−1
2

) ρ
d
2 eiπ d

2 2F1




d
2 − 1

3 , d
2 − 2

3 ;

d
2 ;

1 − x




+ w2(z)
Γ2

(
d−2
2

)

Γ
(

3d
2 − 3

)
Γ

(
d−1
2

) ρ
d
2

(1 − x)
d
2

2F1




1
3 , 2

3 ;

2 − d
2 ;

1 − x


 .

ãäå x =
(1 − 9z)2

(1 + 3z)3
=

q2(q2 − 9m2)2

(q2 + 3m2)3
,Ïðîèçâîëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè w1(z) è w2(z) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èçñðàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïðè d → ∞ ñàñèìïòîòèêîé èíòåãðàëà ïîëó÷åííîé, íàïðèìåð, èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.Â äàííîì ñëó÷àå ìû âîñïîëüçóåìñÿ äðóãèì ìåòîäîì, âîñïîëüçîâàâøèñüäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ â äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå, ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîý��èöèåíòû ïðè äâóõ íåçâèñèìûõãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèÿõ íóëþ ïîëó÷èì 2 ïðîñòûõ óðàâíåíèÿ:
z(1 − z)(1 + 3z)(1 − 9z)

dw1(z)

dz
− 2(1 + 6z − 39z2)w1(z) = 0,

z(1 + 3z)(1 − 9z)
dw2(z)

dz
+ 3(1 − z)w2(z) = 0.�åøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé èìåþò ïðîñòîé âèä:

w1(z) =
κ1z

2(1 + 3z)2

(1 − 9z)2(1 − z)2
, w2(z) =

κ2z
3

(1 + 3z)(1 − 9z)2
.Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ κ1, κ2 ìû �èêñèðóåì èç ñðàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãîçíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîëó÷åííûìè âûøå w1(z), w2(z) ñàñèìïòîòè÷åñêèì çíà÷åíèåì èíòåãðàëà J

(d)
3 ïðèâåäåííûì â ðàáîòå (Broadhurst,Fleis
her, Tarasov)

J
(d)
3 = m2−4εΓ2(1 + ε)

[
Γ(−1 + 2ε)Γ3(1 − ε)

zΓ2(1 + ε)Γ(3 − 3ε)
(−z)2ε +

6Γ2(−ε)

Γ(3 − 2ε)
(−z)ε

]
+ O(z).
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåíèì ìåòîäËàãðàíæà. Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìåòîä Ëàãðàíæà äà¼òñëåäóþùåå ÷àñòíîå ðåøåíèå

J
(d)
3p =

3zm2d−6

(1 +
√

z)2
Γ2

(
1 − d

2

)
F2

(
1,

1

2
,
d − 1

2
,
d

2
, d − 1;

√
zR, R

)
,

ãäå

R =
4
√

z

(1 +
√

z)2
,and F2 is the Appell fun
tion:

F2(α, β, β′, γ, γ′; x, y) =
∞∑

k,l=0

(α)k+l(β)k(β
′)l

(γ)k(γ′)l

xk yl

k! l!
, |x| + |y| < 1.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ñóììèðóÿ âñå âêëàäû, ïîëàãàÿ d = 4 − 2ε, ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ýéëåðà êïåðâîé 2F1 �óíêöèè ìû ïîëó÷àåì

J
(d)
3 =

6Γ2(−ε)Γ2(1 + ε)(−z)ε(1 − z)2−2ε

m4ε−2 Γ(3 − 2ε)(1 + 3z)
2F1




1
3 , 2

3 ;

2 − ε ;

27(1 − z)2z

(1 + 3z)3




+
Γ(−1 + 2ε)Γ3(1 − ε)(−z)2ε(1 − 9z)2−2ε

m4ε−2 Γ(3 − 3ε)z(1 + 3z)
2F1




1
3 , 2

3 ;

ε ;

27(1 − z)2z

(1 + 3z)3




+
3zm2−4ε

(1 +
√

z)2
Γ2 (−1 + ε)F2

(
1,

1

2
,
3

2
− ε, 2 − ε, 3 − 2ε;

√
zR, R

)
.�àçìåðíûå ðåêóðñèè ñûãðàëè ðåøàþùóþ ðîëü â ïîëó÷åíèè äàííîãî ðåçóëüòàòà!
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå óäîáíîå äëÿ ε ðàçëîæåíèÿ 2F1 :
2F1




1
3 , 2

3 ;

2 − ε ;

27(1 − z)2z

(1 + 3z)3




=
(1 + 3z)

(1 − z)

Γ(2 − ε)

Γ
(

1
2

)
Γ

(
3
2 − ε

)
∫ 1

0

du√
u

[(1 − u)(1 − wu)(1 − zu)]
1

2
−εÈíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèè Àïïåëÿ F2

F2

(
1,

3

2
− ε,

1

2
, 3 − 2ε, 2 − ε, R,

√
zR

)

=
2Γ(3 − 2ε)

Γ2
(

3
2 − ε

) (1 +
√

z)2
∫ 1

0

dt [t(1 − t)]
1

2
−ε

(4zt + 1 − z + L)
2F1


 1, ε ;

2 − ε ;

4tz + 1 − z − L

4tz + 1 − z + L


ãäå

L =
√

(4zt − 1 − z)2 − 4z.Äàííîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ε ðàçëîæåíèÿ�óíêöèè F2.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Íà ðàçðåçå J
(d)
3 èìååò ìíèìóþ ÷àñòü, âêëàä â êîòîðóþ ïðîèñõîäèò îò äâóõãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé 2F1 :

ImJ
(d)
3 =

−4z π2
√

3πm2−4ε

Γ
(

3
2
− ε

)
Γ (2 − ε) (1 + 3z)

[
(1 − 9z)2

108z2

]1−ε

2F1

[
1
3
, 2

3
;

2 − ε ;

(1 − 9z)2

(1 + 3z)3

]
.Ïðè d = 4 ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì â ëèòåðàòóðåðåçóëüòàòîì.

Çàìå÷àíèå :Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ïî εèìåþò îäíîêðàòíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ôóíêöèè 2F1 è F2õîðîøî èçó÷åíû ìàòåìàòèêàìè.Â òî æå âðåìÿ, åñëè áû ìû ïîëó÷àëè êîý��èöèåíòû ε ðàçëîæåíèÿ äëÿ J3ðåøàÿ èòåðàòèâíî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, òî íà ïåðâîì øàãå ìûïîëó÷èëè áû ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë, à ñëåäóþùèå èòåðàöèè äàâàëè áûìíîãîêðàòíûå èíòåãðàëû îò ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà. Â îòëè÷èå îòïîâòîðÿþùèõñÿ èíòåãðàëîâ ñâîäÿùèõñÿ ê ïîëèëîãàðè�ìàì, äàííûåÎ.Â. Òàðàñîâ ËÈÒ, ÎÈßÈ, Äóáíà � 4 äåêàáðÿ 2009 ã.� 23



Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .èíòåãðàëû íå èçó÷åíû è íå êëàññè�èöèðîâàíû ìàòåìàòèêàìè. Ñâåäåíèåòàêèõ ìíîãîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ ê îäíîêðàòíîìó èíòåãðàëó äàëåêî íåïðîñòàÿ çàäà÷à.Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåíèå ε ðàçëîæåíèÿ èòåðàòèâíûì ðåøåíèåìäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò ê áîëåå ñëîæíîìó ðåçóëüòàòó, ÷åì

ε ðàçëîæåíèå âûðàæåíèÿ ïîëó÷åííîãî èçíà÷àëüíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d!!!Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìåëà ìåñòî äëÿ äâóõïåòëåâûõ áåçìàññîâûõèíòåãðàëîâ ñ 3-ìÿ âíåøíèìè ëèíèÿìè.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î ðåøåíèè ðàçìåðíûõ ðåêóðñèé :
• âïåðâûå áûëî ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ"ñàíðàéç"èíòåãðàëà

• Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò äàííûéèíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Õåóíà, èìåþùèì ÷åòûðå ðåãóëÿðíûåñèíãóëÿðíîñòè, ðàñïîëîæåííûå â òî÷êàõ q2 = 0, m2, 9m2,∞. Â îáùåìñëó÷àå ðåäóêöèÿ óðàâíåíèÿ Õåóíà ê óðàâíåíèþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãîòèïà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîáëåìîé.
• Àññîöèèðîâàííîå îäíîðîäíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëà J

(d)
3 èìååòïðîñòîé âèä, è ëåãêî ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà ñëèíåéíûìè êîý��èöèåíòàìè.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .
• Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå ýòî äîâîëüíî îáùàÿ ñèòóàöèÿ. Êèíåìàòè÷åñêèåñèíãóëÿðíîñòè Ôåéíìàíîâñêèõ èíòåãðàëîâ ðàñïîëàãàþòñÿ íà ñëîæíûõìíîãîîáðàçèÿõ. Ýòè ñèíãóëÿðíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíîñòÿìèñîîòâåòñòâóþùèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â òåõ ñëó÷àÿõ êîãäàâîçíèêàþò óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðîáëåì ñ èõ ðåøåíèåì íåñóùåñòâóåò. Îäíàêî óæå äëÿ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà â îáùåì ñëó÷àå,âñëåäñòâèå ñëîæíîé ñòðóêòóðû êèíåìàòè÷åñêèõ ñèíãóëÿðíîñòåé, íàäàííîì ýòàïå íàõîæäåíèå ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêèíåïðåîäîëèìîé ïðîáëåìîé.

• Ñèòóàöèÿ æå ñ ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîîòëè÷íîé. Ñèíãóëÿðíîñòè Ôåéíìàíîâñêèõ èíòåãðàëîâ ïî ðàçìåðíîñòèïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè d ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè âèäà 1/(d − q)r , ãäå qðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.Äàííîå ñâîéñòâî áûëî èñïîëüçîâàíî äëÿ î÷åâèäíîãî ïåðåîïðåäåëåíèÿèíòåãðàëà, ñóùåñòâåííî óïðîùàþùåãî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå.Óìîæåíèåì íà �àêòîð ÿâëÿþùèéñÿ îòíîøåíèåì Γ �óíêöèé, ïðèâåëîíàñ ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûìè êîý��èöèåíòàìè.Î.Â. Òàðàñîâ ËÈÒ, ÎÈßÈ, Äóáíà � 4 äåêàáðÿ 2009 ã.� 26



Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .
• Èñïîëüçîâàíèå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âðåìåíè

d äàåò íàì íîâûé ý��åêòèâíûé ìåòîä äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿÔåéíìàíîâñêèõ èíòåãðàëîâ.

• �àçìåðíûå ðåêóðñèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê äëÿ ÷èñëåííîãî, òàê èàíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ìàñòåðñêèõ èíòåãðàëîâ.
• Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ìàòåìàòèêå äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå ñóùåñòâóåòðàçâèòîé òåõíèêè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèéãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà. Ïî ìîåìó ìíåíèþ ìàòåìàòèêè ïîêà íå îáðàùàëèâíèìàíèÿ íà âàæíîñòü äàííîé ïðîáëåìû, õîòÿ ðàçðàáîòàòü òàêóþ òåõíèêó íåñëîæíî.

• Áûëî áû âåñìà ïîëåçíî êëàññè�èöèðîâàòü ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ òàêîãî òèïàïî àíàëîãèè êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âõîðîøî èçâåñòíîé êíèãå Êàìêå.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ Ôåéíìàíîâñêèõ èíòåãðàëîâÔåéíìàíîâñêèå èíòåãðàëû ïîä÷èíÿþòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì
∑

j

QjIj,n =
∑

k,r<n

Rk,rIk,rãäå Qj , Rk ïîëèíîìû ïî ìàññàì, ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäâíèÿì èìïóëüñîâ d,ñòåïåíåé ïðîïàãàòîðîâ. Ik,r - èíòåãðàëû ñ r âíåøíèìè ëèíèÿìè,Â ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìîæíî âûäåëèòü èíòåãðàëû áîëåå ñëîæíûå(áîëüøå âíåøíèõ ëèíèé) è ìåíåå ñëîæíûå.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Îáùèé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé:Âûáîðîì êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ìàññ, èíäåêñîâ ïðîïàãàòîðîâ óáðàòüíàèáîëåå ñëîæíûå èíòåãðàëû, ò.å. âûïîëíèòü óñëîâèÿ:
Qj = 0òàê, ÷òîáû îñòàëèñü íåíóëåâûìè êîý��èöèåíòû ïðè ïðîñòûõ èíòåãðàëàõ
Rk 6= 0
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ïðèìeð: îäíîïåòëåâûå n-òî÷å÷íûå èíòåãðàëû

q − p2

q − p3q − p1

q − pn

q − pn−1

I(d)
n =

∫
ddq

iπd/2

n∏

j=1

1

c
νj

j

, cj = (q − pj)
2 − m2

j + iǫ.

pj âíåøíèå ëèíèè ïðîòåêàþùèå ÷åðåç j-òûé ïðîïàãàòîð ñ ìàññîé mj .Èíòåãðàëû I
(d)
n ïîä÷èíÿþòñÿ îáîáù¼ííûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿìO.T. in Phys.Rev.D54 (1996) p.6479

Gn−1νjj
+I(d+2)

n − (∂j∆n)I(d)
n =

n∑

k=1

(∂j∂k∆n)k−I(d)
n ,
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .ãäå j± ñäâèãàåò èíäåêñû νj → νj ± 1,

∂j ≡
∂

∂m2
j

,

Gn−1 = −2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p1p1 p1p2 . . . p1pn−1... ... . . . ...
p1pn−1 p2pn−1 . . . pn−1pn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Y11 Y12 . . . Y1n... ... . . . ...
Y1n Y2n . . . Ynn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

Yij = m2
i + m2

j − pij , pij = (pi − pj )
2 ,
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Äëÿ n = 3, j = 1 èìååì óðàâíåíèå:

G21
+I

(d+2)
3 (m2

1, m
2
2, m

2
3, p23, p13, p12)

−(∂1∆3)I
(d)
3 (m2

1, m
2
2, m

2
3, p23, p13, p12)

= 2(p12 + p23 − p13)I
(d)
2 (m2

1, m
2
2, p12)

+2(p13 + p23 − p12)I
(d)
2 (m2

1, m
2
3, p13) − 4p23I

(d)
2 (m2

2, m
2
3, p23).ãäå

G2 = 2p2
12 + 2p2

13 + 2p2
23 − 4p13p23 − 4p12p13 − 4p23p12,

∆3 = 2(m2
2 − m2

3)[(m
2
1 − m2

2)p13 − (m2
1 − m2

3)p12] − 2m2
1p

2
23 − 2m2

3p
2
12

−2m2
2p

2
13 − 2(m2

1 − m2
3)(m

2
1 − m2

2)p23 + 2(m2
2 + m2

3)p12p13

+2(m2
3 + m2

1)p23p12 + 2(m2
2 + m2

1)p13p23 − 2p12p13p23
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Êîý��èöèåíòû ïåðåä I3 çàâèñÿò îò 6 ïåðåìåííûõ p12, p13, p23, m2
1, m

2
2, m

2
3. ×òîáûèñêëþ÷èòü I3 ìû äîëæíû ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

G2 = 2p2
12 + 2p2

13 + 2p2
23 − 4p13p23 − 4p12p13 − 4p23p12 = 0,

∂1∆3 = −2p2
23 − 4m2

1p23 + 2m2
2p23 + 2m2

3p23 + 2p12m
2
3

+2m2
2p13 − 2m2

3p13 + 2p13p23 − 2m2
2p12 + 2p23p12 = 0Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî p13, p23. Èìååòñÿ íåòðèâèàëüíîåðåøåíèå

p13 = s13(m
2
1, m

2
2, m

2
3, p12) =

∆12 + 2p12(m
2
1 + m2

3) − (p12 + m2
1 − m2

2)λ

2p12
,

p23 = s23(m
2
1, m

2
2, m

2
3, p12) =

∆12 + 2p12(m
2
2 + m2

3) + (p12 − m2
1 + m2

2)λ

2p12
.ãäå

λ = ±
√

∆12 + 4p12m
2
3.

∆ij = p2
ij + m4

i + m4
j − 2pijm

2
i − 2pijm

2
j − 2m2

i m
2
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ýòî ðåøåíèå ïðèâîäèò ê �óíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

I
(d)
2 (m2

1, m
2
2, p12) =

p12 + m2
1 − m2

2 − λ

2p12
I
(d)
2 (m2

1, m
2
3, s13(m

2
1, m

2
2, m

2
3, p12))

+
p12 − m2

1 + m2
2 + λ

2p12
I
(d)
2 (m2

2, m
2
3, s23(m

2
1, m

2
2, m

2
3, p12)).
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ïîäñòàâëÿÿ m2
3 = 0 â �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå èìååì:

I
(d)
2 (m2

1, m
2
2, p12) =

p12 + m2
1 − m2

2 − α12

2p12
I
(d)
2 (m2

1, 0, s13)

+
p12 − m2

1 + m2
2 + α12

2p12
I
(d)
2 (0, m2

2, s23)ãäå

s13 =
∆12 + 2p12m

2
1 − (p12 + m2

1 − m2
2)α12

2p12
,

s23 =
∆12 + 2p12m

2
2 + (p12 − m2

1 + m2
2)α12

2p12
,

α12 = ±
√

∆12.Èíòåãðàë ñ ïðîèçâîëüíûìè ìàññàìè è èìïóëüñîì ìîæåò áûòü âûðàæåí âòåðìèíàõ èíòåãðàëîâ ñ áåçìàññîâûìè ïðîïàãàòîðàìè !!!
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Àíàëèòè÷åñêèé ðåçóëüòàò äëÿ I
(d)
2 (0, m2, p2) èçâåñòåíBollini and Giambiagi (1972b), Boos and Davydy
hev (1990rg):

I
(d)
2 (0, m2, p2) = I

(d)
2 (0, m2, 0) 2F1


 1, 2 − d

2 ;

d
2 ;

q2

m2


 .ãäå

I
(d)
2 (0, m2, 0) = −Γ

(
1 − d

2

)
md−4.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ I

(d)
2 (0, m2, p2) â �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèåïîëó÷àåì ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå ñ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì äëÿ I

(d)
2 (m2

1, m
2
2, p12)
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ïîëàãàÿ m2 = 0 â ïðåäûäóùåì �óíêöèîíàëüíîì óðàâíåíèè èìååì:
I
(d)
2 (m2

1, 0, p12) =
m2

1

p12
I
(d)
2

(
m2

1, 0,
m4

1

p12

)
+

(p12 − m2
1)

p12
I
(d)
2

(
0, 0,

(p12 − m2
1)

2

p12

)
.ãäå

I
(d)
2 (0, 0, p2) =

Γ
(
2 − d

2

)
Γ2

(
d
2 − 1

)

Γ(d − 2)
(−p2)

d
2
−2.Èíòåãðàë I

(d)
2 â ïðàâîé ÷àñòè èìååò îáðàòíûé àðãóìåíò . Â äåéñòâèòåëüíîñòèäàííîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò õîðîøî èçâåñòíîé �îðìóëå äëÿ àíàëèòè÷åñêîãîïðîäîëæåíèÿ:

2F1


 1, 2 − d

2 ;

d
2 ;

z


 =

1

z
2F1


 1, 2 − d

2 ;

d
2 ;

1

z




+
Γ

(
d
2

)
Γ

(
d
2 − 1

)

Γ(d − 2)
(−z)

d
2
−2

(
1 − 1

z

)d−3

.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .�àññìîòðèì èñõîäíîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ n = 4 è j = 1

G3 1+I
(d+2)
4 (m2

1, m
2
2, m

2
3, m

2
4, {pij})

−(∂1∆4)I
(d)
4 (m2

1, m
2
2, m

2
3, m

2
4, {pij}) =

(∂2
1∆3) I

(d)
3 (m2

2, m
2
3, m

2
4, p34, p24, p23)

+(∂1∂2∆3) I
(d)
3 (m2

1, m
2
3, m

2
4, p34, p14, p13)

+(∂1∂3∆3) I
(d)
3 (m2

1, m
2
2, m

2
4, p24, p14, p12)

+(∂1∂4∆3) I
(d)
3 (m2

1, m
2
2, m

2
3, p23, p13, p12),ãäå

{pij} = {p12, p13, p14, p23, p24, p34}Èíòåãðàëû I
(d)
4 çàâèñÿò îò 10 ïåðåìåííûõ à èíòåãðàëû I

(d)
3 òîëüêî îò 6 ïåðåìåííûõ.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Êîý��èöèåíòû â óðàâíåíèè ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ïî pij è ìàññàì:
∂2
1∆3 = 2[(p23 − p24)

2 − 2(p24 + p23)p34 + p2
34],

∂1∂2∆3 = 2[(p23 − p24)(p14 − p13) + (p24 + p23 + p13 − 2p12)p34

−p2
34 + p14p34],

∂1∂3∆3 = 2[(p12 − p24 − 2p13)p24 + p23(p24 − p12)

+(p23 + p24 − p34)p14 + (p24 + p12)p34],

∂1∂4∆3 = 2[p13(p24 + p23) + p23(p12 + p24 − p23 − 2p14) − p12p24

+(p23 + p12 − p13)p34].
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .×òîáû ïîëó÷èòü �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ I3(m
2
1, m

2
2, m

,
3p23, p13, p12) ìû äîëæíûðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

G3 = 0, ∂1∆4 = 0.Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðàçðåøåíà îòíîñèòåëüíî p14, p34. �åøåíèÿ ÿâëÿþòñÿãðîìîçäêèìè âûðàæåíèÿìè ïîýòîìó ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé m2
4 = 0 èäîïîëíèòåëüíî íàëîæèì ñëîâèå ∂1∂2∆4.

G3 = 0, ∂1∆4 = 0, ∂1∂2∆4 = 0,Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðåøèòü îòíîñèòåëüíî p14, p34, p24
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .
p14 = s

(13)
14 , p34 = s

(13)
34 ,

p24 = s24(m
2
1, m

2
3, p23, p13, p12)

=
1

2
(p12 + p23 − m2

1 − m2
3)

+
(p12 − p23 − m2

1 + m2
3)(m

2
3 − m2

1 + α13)

2p13
,ãäå

s
(ij)
14 =

∆ij + 2m2
i pij − (pij + m2

i − m2
j)αij

2pij

,

s
(ij)
34 =

∆ij + 2m2
jpij + (pij + m2

j − m2
i )αij

2pij

,

αij = ±
√

∆ij ,
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ïîäñòàâÿÿ ýòî ðåøåíèå â èçíà÷àëüíîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåì:

I
(d)
3 (m2

1, m
2
2, m

2
3, p23, p13, p12) =

p13 + m2
3 − m2

1 + α13

2p13

×I
(d)
3 (m2

2, m
2
3, 0, s

(13)
34 , s24(m

2
1, m

2
3, p23, p13, p12), p23)

+
p13 − m2

3 + m2
1 − α13

2p13

×I
(d)
3 (m2

1, m
2
2, 0, s24(m

2
1, m

2
3, p23, p13, p12), s

(13)
14 , p12)Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå äëÿ èíòåãðàëà I

(d)
2 èíòåãðàë I

(d)
3 ñ ïðîèçâîëüíûìèàðãóìåíòàìè ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç èíòåãðàëû ñ îäíèì áåçìàññîâûì ïðîïàãàòîðîì!!!
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Ïîëàãàÿ â äàííîì óðàâíåíèè m2 = 0 ïîëó÷àåì:

I
(d)
3 (m2

1, 0, m2
3, p23, p13, p12) =

p13 − m2
1 + m2

3 + α13

2p13

×I
(d)
3 (0, m2

3, 0, s
(13)
34 , s24(m

2
1, m

2
3, p23, p13, p12), p23)

+
p13 + m2

1 − m2
3 − α13

2p13

×I
(d)
3 (m2

1, 0, 0, s24(m
2
1, m

2
3, p23, p13, p12), s

(13)
14 , p12)Ñëåäîâàòåëüíî åñëè pij 6= 0 òî I

(d)
3 ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç èíòåãðàëû ñ äâóìÿáåçìàññîâûìè ïðîïàãàòîðàìè !!!
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Áîëåå òîãî, ïîëîæèâ â èçíà÷àëüíîì óðàâíåíèè m1 = m3 = m4 = 0 è p24 = 0 ïîëó÷àåì�óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå:

I
(d)
3 (0, m2

2, 0, p23, p13, p12) =

+
m2

2p13 − p12m
2
2 + p12p23 − (p12 + m2

2)β

Λ2
I
(d)
3 (0, m2

2, 0, 0, κ14, p12)

+
m2

2p23 − p2
23 + (p23 + m2

2)β

Λ2
I
(d)
3 (0, m2

2, 0, 0, α, p23)

+
p13p23 + (p12 − p23)β

Λ2
I
(d)
3 (0, 0, 0, α, κ14, p13),ãäå Λ2, κ14, κ34, β ïîëèíîìû ïî ppij è ðàäêàëîâ îò ïîëèíîìîâ .Èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòèèìåþò íå òîëüêî íóëåâûå ìàññû â ïðîïàãàòîðàõ, íî è íóëåâîé êâàäðàò âíåøíåãîèìïóëüñà!!!
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Êàê ìû âèäèì èíòåãðàëû I
(d)
3 (m2

1, m
2
2, m

,
3p23, p13, p12) ìîãóò áûòü æûðàæåíû â òåðìèíàõèíòåãðàëîâ ñ äâóìÿ íóëåâûìè ìàññàìè è îäíèì êâàäðàòîì èìïóëüñà ðàâíûì íóëþ.Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå èìååò âèä:

I
(d)
3 (0, m2, 0, 0, p13, p12) =

= I
(d)
2 (0, m2, 0)F1

(
1, 1, 2 − d

2
,
d

2
;
p12 − p13

m2
,
p12

m2

)

+
I
(d)
2 (0, 0, p13)

m2 2F11,
d − 2

2
d − 2ãäå F1 �óíêöèÿ Àïïåëÿ.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå I
(d)
3 ñ ïðîèçâîëüíûìèàðãóìåíòàìè ìû äîëæíû çíàòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå áîëåå ïðîñòûõ èíòåãðàëîâÄëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü �óíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ Åëè

p12 ≥ m2, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå:

I
(d)
3 (0, m2, 0; 0, p13, p12) =

m2

p12
I
(d)
3

(
0, m2, 0; 0,

m2(p13 − p12 + m2)

p12
,
m4

p12

)

+
(p12 − m2)

p12
I
(d)
3

(
0, 0, 0;

m2(p13 − p12 + m2)

p12
,
(p12 − m2)2

p12
, p13

)
.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Åñëè p12 − p13 ≥ m2 è p12 ≤ m2, ìîæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå

I
(d)
3 (0, m2, 0; 0, p13, p12) =

p12m
2

m2p13 + p12p13 − p2
12

I
(d)
3

(
0, m2, 0; 0,

p2
12(p13 − p12 + m2)

m2p13 + p12p13 − p2
12

, p12

)

+
p12(p13 − p12)

m2p13 + p12p13 − p2
12

×I
(d)
3

(
0, 0, 0;

m2(p13 − p12)
2

m2p13 + p12p13 − p2
12

,
p2
12(p13 − p12 + m2)

m2p13 + p12p13 − p2
12

, p13

)

+
m2(p13 − p12)

m2p13 + p12p13 − p2
12

I
(d)
3

(
0, m2, 0; 0,

m2(p13 − p12)
2

m2p13 + p12p13 − p2
12

, 0

)
.Ïðåäïîñëåäíèé àðãóìåíò â ïåðâîì èíòåãðàëå ïðàâîé ÷àñòè êîíå÷åí ïðè |p13| ≥ m2.2-é è 3-é èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ 2F1.
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Íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ Ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì . . .Çàêëþ÷åíèå:

• Íàéäåí íîâûé òèï ñîîòíîøåíèé ìåæäó Ôåéíìàíîâñêèìè èíòåãðàëàìè
• Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ñâîäèòü ñëîæíûå èíòåãðàëû ê áîëååïðîñòûì, ñ ìåíüøèì ÷èñëîì àðãóìåíòîâ.

• Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèòè÷åñêîãîïðîäîëæåíèâ ñëîæíûõ èíòåãðàëîâ.
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