
Гамильтониан одной частицы Координатное представление
Импульсное представление

Pассматривается гамильтониан ĥµλ описывающий движение
одной частицы на d (d = 1,2,3)- мерной решетке, где µ
(соотв. λ) энергия взаимодействия частиц, находящихся на
одном узле (соотв. соседних узлах) решетки.
Пусть `2

e(Zd)− пространство кв.сум-х ф-й.на Zd .
В кооpд. пpедставлениии свободный гамильтониан одной
частицы, движущейся на Zd , асс-я с ограниченным
самосопряженным оператором, действующим `2(Zd) :

(ĥ0ϕ̂)(x) =
∑

s∈Zd

ε̂(x − s)ϕ̂(s), ϕ̂ ∈ `2(Zd).
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Здесь функция ε̂(·) определена на Zd по формуле

ε̂(s) =





d , пpи |s| = 0
−1

2 , пpи |s| = 1
0, пpи |s| > 1,

s = (s(1), . . . , s(d)) ∈ Zd , |s| = |s(1)|+ · · ·+ |s(d)|.
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В кооpдинатном пpедставлении (полный) гамильтониан
одной частицы в потенциальном поле v̂µλ определяется как
ограниченное возмущение свободного гамильтониана ĥ0:

ĥµλ = ĥ0 − v̂µλ.

Здесь v̂µλ оператор умножения на функцию v̂µλ(·) в `2(Zd),
т.е.

(v̂µλϕ̂)(x) = v̂µλ(x)ϕ̂(x), ϕ̂ ∈ `2(Zd).
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Функция v̂µλ(·) определена на Zd следующим образом

v̂µλ(s) =





µ, пpи |s| = 0
λ
2 , пpи |s| = 1 ,

0, пpи |s| > 1

где числа µ ≥ 0 и λ ≥ 0 одновременно не равны нулю. ĥµλ

яв-ся огр-ым с-ным оп-ом в `2(Zd).
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Пусть L2(Td)− гильбертово пpостранство
квадратично-интегрируемых функций на Td , и
L2

e(Td) ⊂ L2(Td)− подпpостранство четных функций.
В импульсном представлении гамильтониан hµλ является
ограниченным самосопряженным оператором в L2

e(Td)

hµλ = h0 − vµλ,
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где h0− оператор умножения на функцию ε:

(h0f )(p) = ε(p)f (p), ε(p) =
d∑

i=1

(1 − cos p(i)),

p = (p(1),p(2), . . . , p(d)) ∈ Td , f ∈ L2
e(Td)

vµλ− ин-ный оп-р рангa не больше d + 1:

(vµλf )(p) =
1

(2π)d

∫

Td

(
µ+ λ

d∑

i=1

cos p(i) cos t(i)
)

f (t)dt .

Так как возмущенный оператор vµλ есть интегральный
оператор и его ранг не больше d + 1, согласно теореме Вейля

σcont(hµλ) = σ(h0) = [0, 2d ].

Saidakhmat N. Lakaev, Samarkand University



Гамильтониан одной частицы Координатное представление
Импульсное представление

Рассмотрим следующую ортгональную систему в L2
e(Td):

α0 =
1

(2π)
d
2

, αi(p) =
√

2

(2π)
d
2

cos p(i), i = 1,d .

Оператор vµλ представляется в виде:

vµλf = µα0(f , α0) +
λ

2

d∑

i=1

(f , αi)αi ,

где (·, ·)− скалярное произ-е в L2
e(Td).
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Пусть r0(z), z ∈ C\[0,2d ]− резольвента h0.
Положим

a(z) = (α0, r0(z)α0) =
1

(2π)d

∫

Td

dq
ε(q)− z

,

b(z) = (α0, r0(z)αi) =

√
2

(2π)d

∫

Td

cos q(i)dq
ε(q)− z

,

c(z) = (αi , r0(z)αi) =
2

(2π)d

∫

Td

cos2 q(i)dq
ε(q)− z

, (1)

d(z) = (αi , r0(z)αj) =
2

(2π)d

∫

Td

cos q(i) cos q(j)dq
ε(q)− z

,

z < 0, i , j = 1,d , i 6= j .
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Для любых фиксированных µ, λ ≥ 0 и z ∈ C\[0, 2d ]
определим конечномерный интегральный оператор
Бирмана-Швингера Gµλ(z), действующий в L2

e(Td)

Gµλ(z) = v
1
2
µλr0(z)v

1
2
µλ.

Для любых µ, λ ≥ 0 определим определитель оператора
hµλ − zI как определитель Фредгольма оператора I − Gµλ(z)

∆(µ, λ; z) := det(hµλ − zI) := det(I − Gµλ(z)). (2)
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Очевидно, что функция ∆(µ, λ; ·) является аналитической в
C\[0, 2d ].

Lemma
∀ µ, λ ≥ 0 и z ∈ C\[0, 2d ] верны

∆d(µ, λ; z) = ∆
(1)
d (µ, λ; z)

(
∆

(22)
d (λ; z)

)d−1
,

∆d(0, λ; z) = ∆
(21)
d (λ; z)

(
∆

(22)
d (λ; z)

)d−1
,

∆
(1)
d (µ, λ; z) = (1 − µa(z))∆(21)

d (λ; z)− µλd
2

b2(z),

∆
(21)
d (λ; z) = 1 − λ

2
(
c(z) + (d − 1)d(z)

)
,

∆
(22)
d (λ; z) = 1 − λ

2
(
c(z)− d(z)

)
,d = 1,2,3.
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Замечание
Оператор vµλ отображает гильбертово пространство L2

e(Td)
в подпространство Ld+1 натянутое на векторы 1 и
cos p(i) i = 1,d . .

Замечание
hµλ не имеет собственных значений, лежащих правее
непрерывного спектра [0, 2d ].

Lemma
Для любых µ, λ ≥ 0 число z < 0 является собственным
значением оператора hµλ тогда и только тогда, когда число 1
является собственным значением самосопряженного
оператора Gµλ(z).
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Lemma
(Принцип Бирмана-Швингера). Для любых µ, λ ≥ 0 число
собственных значений оператора hµλ, лежащих левее точки
z < 0, совпадает с числом собственных значений оператора
Gµλ(z), лежащих правее точки 1.

Lemma
Для любых µ, λ ≥ 0 число z ∈ C\[0, 2d ] яв-ся m− кратным
с. з-ем hµλ тогда и только тогда, когда оно я-ся m− кратным
нулем ф-и ∆(µ, λ; z) = 0.
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Пусть d = 1. Тогда

σcont(hµλ) = σ(h0) = [0, 2].

Theorem
a). Пусть µ > 0. Тогда hµ0 имеет един-ное соб-ное з-е
ζ
(1)
1 (µ) < 0;

b). Пусть λ > 0. Тогда h0λ имеет един-ное соб-ное з-е
ζ
(1)
2 (λ) < 0.
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Положим

ζ
(1)
min(µ, λ) = min{ζ(1)1 (µ), ζ

(1)
2 (λ)},

ζ
(1)
max(µ, λ) = max{ζ(1)1 (µ), ζ

(1)
2 (λ)};

G(0)
12 = {(µ, λ) ∈ R2

+ : µλ = µ+ λ}.

Saidakhmat N. Lakaev, Samarkand University



Гамильтониан одной частицы Координатное представление
Импульсное представление

Theorem
a). Пусть (µ, λ) ∈ G11. Тогда оператор hµλ имеет ед-ное
соб-ное зн-ие z(11)(µ, λ) < ζ

(1)
min(µ, λ) < 0.

b) Пусть (µ, λ) ∈ G12. Тогда hµλ им-т двух собст-х зн-й
z(11)(µ, λ) и z(12)(µ, λ);

z(11)(µ, λ) < ζ
(1)
min(µ, λ) ≤ ζ

(1)
max(µ, λ) < z(12)(µ, λ) < 0.

Lemma
∀µ, λ ≥ 0 им. место асимп. разл.

∆1(µ, λ; z) = C− 1
2
(µ, λ)(−z)−

1
2 + C0(µ, λ)

+ O((−z)
1
2 ), z → 0−,

C− 1
2
(µ, λ) =

µλ− (µ+ λ)√
2

, C0(µ, λ) = 1 − λ(µ− 1).
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Пусть d = 2. Тогда

σcont(hµλ) = σ(h0) = [0, 4].

Положим λ0 = 2(c(0)− d(0))−1.

Lemma
∀µ, λ ≥ 0 им. место асимп. разл.

∆2(µ, λ; z) =
(

1 − λ

2
(
c(0)− d(0)

))[
C(µ, λ) ln(−z)

+ C0(µ, λ)
]
+ O(−z), z → 0−;

C(µ, λ) =
1

2π2

(
(µ+ 2λ)π − 2µλ

)
,

C0 =
1
π2

(
(π + 2λ)π − 2µλ

)

Saidakhmat N. Lakaev, Samarkand University



Гамильтониан одной частицы Координатное представление
Импульсное представление

Theorem
a). ∀µ > 0 hµ0 им.ед. с.зн.ζ(2)1 (µ) < 0;
b). Пусть 0 < λ ≤ λ0. Тогда h0λ им.ед. с.зн. ζ(2)2 (λ) < 0;
c). Пусть λ > λ0. То h0λ им.двух с.з. . ζ(2)2 (λ) < z(23)(λ) < 0.
Положим

ζ
(2)
min(µ, λ) = min{ζ(2)1 (µ), ζ

(2)
2 (λ)},

ζ
(2)
max(µ, λ) = max{ζ(2)1 (µ), ζ

(2)
2 (λ)}.

Пусть

G21 = {(µ, λ) ∈ R2
+ : µλ ≤ (µ+ 2λ)π

2
},

G22 = {(µ, λ) ∈ R2
+ : µλ >

(µ+ 2λ)π
2

}.
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Theorem
a). Пусть 0 < λ ≤ λ0 и (µ, λ) ∈ G21. Тогда оператор hµλ

имеет единственное собственное значение
z(21)(µ, λ) < ζ

(2)
min(µ, λ) < 0.

b). Пусть 0 < λ ≤ λ0 и (µ, λ) ∈ G22. Тогда оператор hµλ

имеет двух соб-ных зн-й z(21)(µ, λ) и z(22)(µ, λ),

z(21)(µ, λ) < ζ
(2)
min(µ, λ) ≤ ζ

(2)
max(µ, λ) < z(22)(µ, λ) < 0;

c). Пусть λ > λ0 и (µ, λ) ∈ G21. Тогда hµλ имеет двух
соб-ных зн-й z(21)(µ, λ) и z(23)(λ); z(21)(µ, λ) < z(23)(λ) < 0.
d). Пусть λ > λ0 и (µ, λ) ∈ G22.То hµλ имеет трех соб-ных
зн-й z(21)(µ, λ), z(22)(µ, λ), и z(23)(λ) < 0. При этом
z(21)(µ, λ) < z(22)(µ, λ) < 0 и z(21)(µ, λ) < z(23)(λ) < 0.
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Пусть d = 3. Тогда

σcont(hµλ) = σ(h0) = [0, 6].

Пусть r0(z), z ∈ C\[0, 6]− резольвента оператора h0.
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Замечание
По определению виртуальный уровень z = 0 являются
ОТНС hµλ. ОТНС может быть соб-м зн-м (см. утверждения
c1) и c3) теоремы 15) оп-а hµλ. Более того, ОТНС может
быть одновременно вирт-м ур-м и собственным значением
(см. утверждение c2) теоремы 15) оп-а hµλ.
Пусть

µ0 = (a(0))−1, λ0
1 = (3

√
2b(0)/2)−1, λ0

2 = 2(c(0)− d(0))−1.

Заметим, что λ0
2 > λ0

1.
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Theorem
a1). Пусть 0 < µ < µ0. Тогда оператор hµ0 не имеет
собственных значений в (−∞,0) и точка z = 0 является
РТНС оператора hµ0;
a2). Пусть µ = µ0. Тогда число z = 0 является виртуальным
уровнем оператора hµ0, и оператор hµ0 не имеет собственных
значений в (−∞,0);
a3). Пусть µ > µ0. Тогда оператор hµ0 имеет единственное
собственное значение ζ

(3)
1 (µ) < 0, и точка z = 0 является

РТНС оператора hµ0;
b1). Пусть 0 < λ < λ0

1. Тогда оператор h0λ не имеет
собственных значений в (−∞,0) и точка z = 0 является
РТНС оператора h0λ;
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b2). Пусть λ = λ0
1. Тогда число z = 0 является виртуальным

уровнем оператора h0λ, и оператор h0λ не имеет собственных
значений в (−∞,0);
b3). Пусть λ0

1 < λ < λ0
2. Тогда оператор h0λ имеет

единственное собственное значение ζ
(3)
2 (λ) < 0 и точка z = 0

является РТНС оператора h0λ;
b4). Пусть λ = λ0

2. Тогда число z = 0 является двукратным
собственным значением оператора h0λ. Кроме того, оператор
h0λ имеет единственное собственное значение ζ

(3)
2 (λ) < 0;

b5). Пусть λ > λ0
2. То h0λ имеет три соб-х зн-й (с уч. крат.)

ζ
(3)
2 (λ) < z(32)(λ) = z(33)(λ) < 0 и z = 0 яв-я РТНС оп-а h0λ.
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Положим

ζ
(3)
min(µ, λ) = min{ζ(3)1 (µ), ζ

(3)
2 (λ)}, ζ(3)max(µ, λ) = max{ζ(3)1 (µ), ζ

(3)
2 (λ)}.

Theorem
a1) Пусть 0 < λ ≤ λ0

1 и (µ, λ) ∈ G30. Тогда hµλ не имеет с.з. в
(−∞,0) и z = 0 я-ся РТНС hµλ;
a2) Пусть 0 < λ ≤ λ0

1 и (µ, λ) ∈ G(0)
31 . Тогда z = 0 я-ся вирт.

ур. hµλ и hµλ не имеет с.зн. в (−∞,0);
a3) Пусть 0 < λ < λ0

2 и (µ, λ) ∈ G31. Тогда hµλ им. ед. с.зн.
При этом z(31)(µ, λ) < ζ

(3)
min(µ, λ) < 0 и z = 0 я-ся РТНС.

b1) Пусть λ0
1 < λ < λ0

2 и (µ, λ) ∈ G(0)
32 . Тогда z = 0 яв-ся вирт.

ур-ем hµλ. Кроме того hµλ им. ед-ное с. зн. z(31)(µ, λ) < 0;
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b2) Пусть λ0
1 < λ < λ0

2 и (µ, λ) ∈ G32. Тогда hµλ им. два соб-х
зн-й z(31)(µ, λ) < 0 и z(34)(µ, λ) < 0. При этом

z(31)(µ, λ) < ζ
(3)
min(µ, λ) ≤ ζ

(3)
max(µ, λ) < z(34)(µ, λ)

и z = 0 яв-я РТНС оп-а hµλ;
c1) Пусть λ = λ0

2 и (µ, λ) ∈ G31. Т-да hµλ им.ед-е с. зн-е
z(31)(µ, λ) < 0, и z = 0 яв-я двукр-м с-ым зн-м оп-а hµλ;
c2) Пусть λ = λ0

2 и (µ, λ) ∈ G(0)
32 . Тогда z = 0 яв-ся вирт.м

уров. и двукр-м соб-ным зн-ем hµλ. Кроме того hµλ им-т
ед-ное соб-е зн-е z(31)(µ, λ) < 0;
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c3) Пусть λ = λ0
2 и (µ, λ) ∈ G32. Тогда z = 0 яв-ся двук-ным

соб-м зн-ем hµλ. Кроме того, hµλ им-т два соб-ных зн-й
z(31)(µ, λ) < 0 и z(34)(µ, λ) < 0. При этом

z(31)(µ, λ) < ζ
(3)
min(µ, λ) ≤ ζ

(3)
max(µ, λ) < z(34)(µ, λ);

d1) Пусть λ > λ0
2 и (µ, λ) ∈ G31. Тогда оператор hµλ им-т три

соб-ных зн-й (с учетом кратности) z(31)(µ, λ) < 0 и
z(32)(λ) = z(33)(λ) < 0. При этом
z(31)(µ, λ) < z(32)(λ) = z(33)(λ) и z = 0 яв-ся РТНС оп-а hµλ;
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d2) Пусть λ > λ0
2 и (µ, λ) ∈ G(0)

32 . Тогда z = 0 яв-я вирт.
уровн. hµλ. Кроме того hµλ им-т три соб-х зн-й (с учетом
кратности) z(31)(µ, λ) < 0 и z(32)(λ) = z(33)(λ) < 0. При этом
z(31)(µ, λ) < z(32)(λ) = z(33)(λ);
d3) Пусть λ > λ0

2 и (µ, λ) ∈ G32. Тогда hµλ им-т четыре
собс-х зн-й (с учетом кратности)
z(31)(µ, λ), z(32)(λ) = z(33)(λ), z(34)(µ, λ). При этом

z(31)(µ, λ) < z(32)(λ) = z(33)(λ),

z(31)(µ, λ) < z(34)(µ, λ) < 0 и z = 0 яв-ся РТНС оп-а hµλ.
Следующая лемма важна для доказательства существования
виртуальных уровней оператора hµλ.
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Theorem
Собственные ф-ии f1, f2, f3 и f4 оп-а hµλ, соот-щие соб-ным
зн-ям z(31), z(32), z(33) и z(34) (z(32) = z(33)), соотв-но
имеют вид

f1(p) =

(√
µα0 +

√
λ
2 k(z(31))

3∑
i=1

αi(p)
)

C

ε(p)− z(31) ,

f2(p) =
(α1(p)− α2(p))C

ε(p)− z(32) , f3(p) =
(α2(p)− α3(p))C

ε(p)− z(32)

f4(p) =

(√
µα0 +

√
λ
2 k(z(34))

3∑
i=1

αi(p)
)

C

ε(p)− z(34) , C = const 6= 0,

k(z) =
∆(µ,0; z)

3
√

µλ
2 b(z)

.
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Импульсное представление

Замечание
Пункт a2) теоремы 15 утверждает, что порог z = 0 является
виртуальным уровнем оператора hµλ при некоторых µ, λ ≥ 0.
Пункт c1) показывает, что порог z = 0 является
двукратным собственным значением, а пункт c2)
показывает, что порог z = 0 является одновременно и
виртуальным уровнем и собственным значением.
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Импульсное представление

Замечание
Ут-я a2) и a3) т-ы вместе означают, что первое
отрицательное собственное значение оператора hµλ

рождается только из порогового виртуального уровня при
изменении µ, λ ≥ 0. Пункты b1) и b2) вместе утверждают,
что второе отрицательное собственное значение оператора
hµλ также рождается из порогового виртуального уровня.
Утверждения c3) и d1) показывают, что отрицательные
собственные значения оператора hµλ возникают из кратного
порогового собственного значения z = 0 при изменении
µ, λ ≥ 0. Утверждения c2), d2) и d3) вместе указывают, что
отрицательные собственные значения оператора hµλ

появляются как из порогового виртуального уровня так из
пороговых и собственных значений z = 0.
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Гамильтониан одной частицы Координатное представление
Импульсное представление

Замечание
Теорема показывает, что мн-во значений параметров
µ, λ ≥ 0, где порог z = 0 является либо вирт. ур-ем, либо с.
зн. есть некоторая кривая. Множество значений параметров
µ, λ ≥ 0, где порог z = 0 является и вирт. ур-ем и с. зн. hµλ

есть единственная точка.
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Цели работы

Главная цель — выяснение причины появления из
непрерывного спектра или поглощения в непрерывном
спектре собственных значений гамильтониана Hγµλ(k)
ассоцированного системе состоящей из не более чем двух
частиц движущиxся на d−мерной решетке в зависимости от
значений квазиимпульса k ∈ Td , где Td− d−мерный тор.
Другой целью работы является нахождение числа
собственных значений в зависимости как от параметров
взаимодействий γ, µ, λ ≥ 0 так и от квазиимпульса системы
k ∈ Td .
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Предварительные сведения

Рассмотрим двух-канальное гильбертово пространство
H = H0 ⊕H1 состоящие из одномерного гильбертова
пространства H0 = C1 (канал 1) и "ядерного"гильбертова
пространства H1 = L2

e(Td)-пространство
квадpатично-интегpиpуемых (комплекснозначных) чҷтных
функций, на торе Td .
Элементы H пред-ся как векторы u = (f0, f1), где
f0 ∈ H0, f1 ∈ H1. Скалярное произведение
〈f ,g〉 = (f0,g0) + (f1,g1) в H естественно определяется через
скалярные произведения

(f0,g0)H0 = f0 · ḡ0, (f1,g1)H1 =

∫
f1(t)g1(t)dt

.
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Предварительные сведения

Пусть E(k), k ∈ Td− скалярный оператор действующий в
гильбертовом пространстве H0, т.е.,

E(k)f0 = ε(k)f0, ε(k) =
d∑

i=1

(1 − cos k (i)), f0 ∈ H0,

и hµλ(k), k ∈ Td− оператор Шредингера ассоциированный с
гамильтонианом системы двух одинаковых бозонов с
контактным взаимодействием µ > 0 и взаимодействием на
соседних узлах λ > 0.
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Предварительные сведения

Оператор hµλ(k), k ∈ Td действует в гильбертовом
пространстве H1 по формуле

hµλ(k) = h0(k)− vµλ.

Здесь h0(k)− оператор умножения на функцию εk (·) :

(h0(k)f1)(q) = εk (q)f1(q), εk (q) = ε(
k
2
−q)+ε(

k
2
+q), f1 ∈ H1,

и vµλ− неотрицательный интегральный оператор и его ранг
не больше d + 1:

(vµλf1)(q) =
1

(2π)d

∫

Td

(
µ+λ

d∑

i=1

(cos(q(i)−s(i))
)

f1(s)ds, f1 ∈ H1,
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Предварительные сведения

Рассматриваемый гамильтониан (обобщенная модель
Фридрихса) Hγµλ(k), γ, µ, λ ∈ [0,+∞), (они одновременно не
равны нулю) k ∈ Td , действует в гильбертовом пространстве
H по формуле

Hγµλ(k)
(

f0
f1(q)

)
=




ε(k)f0 +
γ

(2π)
d
2

∫
Td

f1(s)ds

γ

(2π)
d
2

f0 + (hµλ(k)f1)(q)


 . (3)

Легко можно проверить, что оператор Hγµλ(k), k ∈ Td ,
γ, µ, λ ∈ [0,+∞) является ограниченным и
самосопряженным.
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Предварительные сведения

Заметим, что оператор H000(k), k ∈ Td является прямой
суммой операторов E(k) и h0(k), т.е. действует в H по
формуле

H000(k)
(

f0
f1(q)

)
=

(
ε(k)f0

εk (q)f1(q)

)
.

Легко видеть, что для любого k ∈ Td имеют место
неравенства εmin(k) ≤ ε(k) < εmax(k), где

εmin(k) = min
q∈Td

εk (q) = 2
d∑

i=1

(1 − cos
k (i)

2
), (4)

εmax(k) = max
q∈Td

εk (q) = 2
d∑

i=1

(1 + cos
k (i)

2
). (5)
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Предварительные сведения

Поэтому оператор H000(k) имеет существенный спектр
[εmin(k), εmax(k)] и вложенное собственное значение
ε(k) ∈ [εmin(k), εmax(k)].
При этом это вложенное собственное значение меняется при
изменении квазиимпульса k ∈ Td и это изменение влияет на
число собственных значений лежащих левее существенного
спектра возмущенного оператора Hγµλ(k), k ∈ Td .
Так как разность операторов Hγµλ(k) и H000(k) есть
компактный оператор, в силу известной теоремы Г.Вейля
[11] о сохранении существенного спектра при возмущениях
конечнего ранга, существенный спектр оператора Hγµλ(k),
k∈ Td совпадает со спектром оператора H000(k), k ∈ Td .
Поэтому

σess(Hγµλ(k)) = [εmin(k), εmax(k)].
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Предварительные сведения

Замечание
В случае γ = 0 оператор H0µλ(k), k ∈ Td является прямой
суммой операторов E(k) и hµλ(k), т.е. изучение
спектральных свойств H0µλ(k) сводится к изучению
спектральных свойств оператора hµλ(k). Заметим также, что
оператор H0µλ(k) имеет вложенное в существенный спектр
σess(Hγµλ(k)) собственное значение ε(k), k ∈ Td .
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Предварительные сведения

Рассмотрим следующую ортонормированную систему в H1 :

α0 =
1

(2π)
d
2

, αi(q) =
√

2

(2π)
d
2

cos q(i), i = 1,2, . . . ,d .

Оператор vµλ представляется в виде:

vµλf1(q) = µα0(f1, α0) + λαi(q)
d∑

i=1

(f1, αi),
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Предварительные сведения

Для любых фиксированных γ, µ, λ ≥ 0 и
z ∈ C\[εmin(k), εmax(k)] определим конечномерный
интегральный оператор Бирмана-Швингера Gγµλ(z),
действующий в H1 по формуле

Gγµλ(k , z) = V
1
2
γµλ(k , z)r0(k , z)V

1
2
γµλ(k , z),

где r0(k ; z)− резольвента оператора h0(k) и

V
1
2
γµλ(k , z)f1(q) =

( γ2

ε(k)− z
+µ

) 1
2
α0(f1, α0)+

√
λαi(q)

d∑

i=1

(f1, αi)

неотрицательный квадратный корень оператора

Vγµλ(k , z)f1(q) =
( γ2

ε(k)− z
+ µ

)
α0(f1, α0) + λαi(q)

d∑

i=1

(f1, αi)

действующего в гильбертовом пространстве H1.
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Предварительные сведения

a(k , z) = (α0, r0(k , z)α0) =
1

(2π)d

∫

Td

dq
εk (q)− z

,

bi(k , z) = (α0, r0(k , z)αi) =

√
2

(2π)d

∫

Td

cos q(i)dq
εk (q)− z

,

ci(k , z) = (αi , r0(k , z)αi) =
2

(2π)d

∫

Td

cos2 q(i)dq
εk (q)− z

, (6)

dij(k , z) = (αi , r0(k , z)αj) =
2

(2π)d

∫

Td

cos q(i) cos q(j)dq
εk (q)− z

,

z < εmin(k), i , j = 1,2, . . . ,d i 6= j .
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Предварительные сведения

Для любых фиксированных γ, µ, λ ∈ [0,+∞) определим
функцию ∆γµλ(k ; z) (определитель Фредгольма оператора
I − Gγµλ(k , z)) по формуле

∆γµλ(k ; z) = det(I − Gγµλ(k , z)),

где I− единичный оператор в H1.
Очевидно, что для любых γ, µ, λ ∈ (0,+∞) функция
∆γµλ(k ; ·) является аналитической в области
C\[εmin(k), εmax(k)].
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Формулировка основных результатов

Связь между собственными значениями самосопряженного
оператора Hγµλ(k) и нулями функции ∆γµλ(k ; z)
устанавливается следующей леммой.

Lemma
Для любых γ, µ, λ ∈ (0,+∞) число z ∈ C \ [εmin(k), εmax(k)]
является собственным значением оператора Hγµλ(k), k ∈ Td ,
тогда и только тогда, когда ∆γµλ(k ; z) = 0.
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Формулировка основных результатов

Lemma
Число z ∈ C \ [εmin(k), εmax(k)] является n-кратным
собственным значением оператора Hγµλ(k) тогда и только
тогда, когда число z ∈ C \ [εmin(k), εmax(k)] является
n−кратным собственным значением оператора

Hγµλ(k , z)f1(q) = εk (q)f1(q)−
( γ2

ε(k)− z
+ µ

)
α0(f1, α0)−

−λ
d∑

i=1

αi(q)(f1, αi).
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Формулировка основных результатов

Lemma
Число z ∈ C \ [εmin(k), εmax(k)] является собственным
значением оператора Hγµλ(k , z) тогда и только тогда, когда
число ”1” является собственным значением оператора
Gγµλ(k , z).
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Формулировка основных результатов

Lemma
Число собственных значений оператора Hγµλ(k) лежащих
левее z < εmin(k) совпадает с числом собственных значений
оператора Gγµλ(k , z) лежащих правее ”1”.
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Пусть d = 1. Тогда

∆γµλ(k ; z) = ∆γµ0(k ; z)∆00λ(k ; z)− λ

2
(

γ2

ε(k)− z
+ µ)b2(k , z),

где

∆γµ0(k ; z) = 1 − (
γ2

ε(k)− z
+ µ)a(k , z),

∆00λ(k ; z) = 1 − λ

2
c(k , z).

Положим
∆̃γµλ(k ; z) = (ε(k)− z)∆γµλ(k ; z).

Hули функции ∆̃γµλ(k ; ·) и ∆γµλ(k ; ·) в (−∞, εmin(k)) сов-т.
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Формулировка основных результатов

Предложение
∀γ, µ, λ ∈ (0,+∞) и k ∈ (−π, π),

∆̃γµλ(k ; z) = C− 1
2
(γ, µ, λ, k)(εmin(k)− z)−

1
2

+ C0(γ, µ, λ, k) + O(εmin(k)− z)
1
2 , z → εmin(k)− .

Здесь

C− 1
2
(γ, µ, λ, k) =

Fγµλ(k)

4 cos
3
2 k

2

,

Fγµλ(k) = γ2(λ− 2 cos
k
2
) + 2 cos

k
2
(1 − cos

k
2
)[µλ− 2 cos

k
2
(µ+ λ)],

C0(γ, µ, λ, k) =
1

4 cos2 k
2

[
4 cos2 k

2
(1 − cos

k
2
)][2 cos

k
2
+ λ]

− λ(γ2 + 2µ cos
k
2
(1 − cos

k
2
)
]
.
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Формулировка основных результатов

Пусть F>
γµλ = {k ∈ T1 : Fγµλ(k) > 0}.

Так как Fγµλ(·) четная вещественно-аналитическая функция
на T1, множество F>

γµλ является открытым.

Theorem
a) Пусть k ∈ F>

γµλ. Тогда оператор Hγµλ(k) имеет два
собственных значения на полуоси (−∞, εmin(k)).
b) Пусть k ∈ T1\F>

γµλ. Тогда оператор Hγµλ(k) имеет
единственное собственное значение на полуоси (−∞, εmin(k)).
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Формулировка основных результатов

Предложение
a1) Пусть min

k∈T1
Fγµλ(k) > 0. Тогда F>

γµλ = T1. a2) Пусть

Fγµλ(0) > 0, min
k∈T1

Fγµλ(k) = Fγµλ(k1) = 0, 0 < k1 < π. Тогда

F>
γµλ = [−π,−k1) ∪ (−k1, k1) ∪ (k1, π]. a3) Пусть Fγµλ(0) > 0 и

min
k∈T1

Fγµλ(k) < 0.

Тогда существуют k1, k2 ∈ (0, π) (0 < k1 < k2 < π) такие,
F>
γµλ = [−π,−k2) ∪ (−k1, k1) ∪ (k2, π].

b1) Пусть Fγµλ(0) = min
k∈T1

Fγµλ(k) = 0. Тогда F>
γµλ = T1\{0}.

b2) Пусть Fγµλ(0) ≤ 0 и Fγµλ(0) ≥ min
k∈T1

Fγµλ(k). Тогда

существует 0 < k1 < π такое, F>
γµλ = [−π,−k1) ∪ (k1, π].
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